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5 1. Натуральные числа

1. Запись натуральных чисел. Числа 1, 2, З, 4,
5, , использующиеся для счета предметов или
для указания порядкового Номера того или иного
предмета среди однородных предметов, называют
натуральными. Любое натуральное Число в деся-
тичной системе счисления записывают с помощью
цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9. Например, запись
2457 означает, что 2 _ цифра тысяч, 4 _ цифра со-
тен, 5 _ цифра десятков, 7 _ цифра единиц, т. е.
2457=2-1000+4°100+5°10+7.

Вообще, если а _ цифра тысяч, І) _ цифра сотен,
с _ цифра десятков, (і _ цифра единиц, то имеем

а- 1000+Іэ°100+с°10+сі.
Используется также сокращенная запись аЬссі

(написать аЬссі нельзя, так как такая запись в соот-
ветствии с принятым в математике соглашением оз-
начает произведение чисел а, І), с, (і). Аналогично,

запись адссіе означает число
а- 10000+Іэ° 1000+с- 100+сі° 10+е,

причем а і О.

2. Арифметические действия над натуральны-
ми числами. Результатом сложения или умноже-
ния двух натуральных чисел всегда является нату-
ральное число: если т, п _ натуральные числа, то
р = т + п _ тоже натуральное число, т и п _ сла-
гаемые, р _ сумма; р = тп _ тоже натуральное
число, т, п _ множители, р _ произведение.
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Справедливы следующие свойства сложения и
умножения натуральных чисел:

1°. а + Ь = Ь + а (переместительное свойство
сложения).

2°. (а + Ь) + с = а + (Ь + с) (сочетательное свой-
ство сложения).

3°. аЬ = Ьа (переместительное свойство умноже-
ния)

4°. (аЬ)с = а(Ьс) (сочетательное свойство умно-
жения).

5°. а(Ь + с) = аЬ + ас (распределительное свой-
ство умножения относительно сложения).

В результате вычитания или деления натураль-
ных чисел не всегда получается натуральное Число:
например, '7 - 4 = З _ натуральное Число, тогда как
4 - 7 = -З _ не натуральное Число; 21 : 7 = З _ на-
туральное Число, тогда как 11 : 2 = 5,5 _ не нату-
ральное число.

Если т, п, Іе _ натуральные числа, то при
т - п = Іе говорят,что т _ уменьшаемое, п _ вычи-
таемое, Іе _разность; при т : п = Іе говорят, Что т_
делимое, п _ делитель, Іе _ частное, Число т на-
зывают также кратным Числа п, а Число п _ дели-
телем числа т. Если т _ кратное числа п, то су-
ществует натуральное Число Іг такое, Что т = Іеп.

Из Чисел с помощью знаков арифметических дей-
ствий и скобок составляют числовые выражения. Ес-
ли в числовом выражении выполнить указанные
действия, соблюдая принятый порядок, то получит-
ся число, которое называют значением выражения.

Напомним порядок арифметических действий в
числовом выражении: сначала выполняют дейст-
вия в скобках; внутри любых скобок сначала вы-
полняют умножение и деление, а потом сложение и
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вычитание. Например, если Нужно Найти значение
выражения

(28 - 93 + (1927 - 1873) - 31): б - 710,
то порядок действий таков:

1 4 2 з 5 в
(28 - 93 + (1927 - 1873) - 31): б - '710.

3. Деление с остатком. Если натуральное Число
т не делится на натуральное Число п, т. е. не су-
ществует такого натурального числа Іг, Что т = пІг,
то рассматривают деление с остатком. Например,
при делении числа 43 на Число 18 в частном полу-
Чается 2 и в остатке 7, т. е. 43 = 18 - 2 + '7. В общем
случае, если т _ делимое, п _ делитель (т > п),
р _ частное, г _ остаток, то

т = пр + т, (1)
где г < п. Здесь т, п, р, г _ натуральные Числа
(исключение составляет случай, когда т делится
на п без остатка и г = О). Например, если п = 3,
а г = 2, то получаем

т = 3р + 2.
Это формула чисел, которые при делении на 3 дают
в остатке 2.

П р и м е р. Найти Частное и остаток от деления
Числа 36 421 на Число 25.

Р е ш е н и е. Выполним деление «углом»:

_зв421|25
35_ 1456

_114
Щ)_142
125_171

150
Й
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Итак, Частное 1456, а остаток 21. Воспользовав-
шись равенством (1), можем записать: 36 421 = 25 ×
× 1456 + 21.

4. Признаки делимости. В некоторых случаях,
Не производя деления натурального Числа т на на-
туральное Число п, Можно ответить на вопрос: вы-
полнимо деление т на п без остатка или нет? Ответ
на этот вопрос Можно полуЧить с помощью разлиЧ-
ных признаков делимости.

Теорема 1. Если каждое слагаемое делится на не-
которое Число, то и сумма делится на это Число
(теорема о делимости суммы).

Не следует, однако, думать, Что если каждое сла-
гаемое суммы не делится на какое-то Число, то и
сумма не делится на это Число. Например, сумма
37 + 19 делится на 4, хотя ни 37, ни 19 не являются
кратными Числа 4. Заметим, однако, Что если все
слагаемые, кроме одного, делятся на некоторое Чис-
ло, то сумма не делится на это Число.

Теорема 2. Если в произведении хотя бы один из
множителей делится на некоторое Число, то и про-
изведение делится на это Число (теорема о делимос-
ти произведения).

Например, не выполняя умножения, можно ут-
верждать, Что произведение 105 - 48 - 93 - 54 делится
на 5, так как 105 делится на 5.

Теорема З. Натуральное Число делится на 2 тогда
и только тогда, когда его последняя цифра делится на
2 (признак делимости на 2).



22 Глава І. ЧИСЛА

Теорема 4. Натуральное Число делится на 5 тогда И
только тогда, когда его последняя цифра либо 0, либо
5 (признак делимости на 5).

Теорема 5. Натуральное Число делится на 10 тог-
да и только тогда, когда его последняя цифра 0
(признак делимости на 10).

Теорема б. Натуральное Число, содержащее Не
менее трех цифр, делится на 4 тогда и только тогда,
когда делится на 4 двузнаЧное Число, образованное
последними двумя цифрами заданного Числа (при-
знак делимости на 4).

ДОКаЗаТЄЛЬСТВО ПрОВЄДЄМ ДЛЯ ПЯТИЗНаЧНОГО ЧИСЛЭ.

а6сае . Имеем

а6сае =а°10000+6-1000+с'100+а-10+е.

Так как 100, 1000 и 10 000 делятся на 4, то делится на 4
и сумма 10 000а + 10006 + 100с. Значит, если двузначное
Число а ° 10 + е делится на 4, то и ст делится на 4; если
же 10а + е не делится на 4, то и ст не делится на 4.

Например, Число 1 5 436 делится на 4, так как Число
36 делится на 4. Число 372 506 не делится на 4, так
как 06, т.е. б не делится на 4.

Теорема 7. Натуральное Число делится на З тог-
да и только тогда, когда сумма его цифр делится на
3 (признак делимости на З).

Доказательство проведем для ЧетьІрехзнаЧного Числа

а6са . Имеем

а6ссі = 1000а + 1006 + 10с + а= (999а + а) + (996 + 6) +
+(9с+с)+сі=(999а+996+9с)+(а+6+с+сі).

Числа 9, 99, 999 делятся на 3, поэтому 999а + 996 + 9с
делится на 3, и сумма (999а + 996 + 9с) + (а + 6 + с + а) будет
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делиться на 3 тогда и только тогда, когда делится на 3

число а + Ь + с + а, т. е. сумма цифр Числа аЬссі .

Например, Число 2742 делится на 3, так как де-
лится на 3 сумма цифр этого Числа 2 + 7 + 4 + 2 = 15.
Число 17 941 Не делится на 3, так как сумма цифр
этого Числа равна 22, а 22 Не делится на 3.

Теорема 8. Натуральное Число делится на 9 тог-
да и только тогда, когда сумма его цифр делится на
9 (признак делимости на 9).

5. Разложение натурального Числа на простые
множители. Если Число имеет только два делителя
(само Число и единица), то его называют простым;
если Число имеет более двух делителей, то его назы-
вают составным.

Так, Число 19 простое, ибо оно имеет только два
делителя: 1 и 19; Число 35 составное, оно имеет Че-
тыре делителя: 1, 5, 7, 35. Простое Число 19 можно
представить в виде произведения двух натуральных
Чисел только одним способом, не уЧитывая порядок
множителей: 19 = 1 - 19; составное Число 35 можно
представить в виде произведения двух натуральных
Чисел более Чем одним способом: 35 = 1 - 35 = 5 - 7.

Заметим, Что Число 1 не относится ни к простым,
ни к составным Числам.

Теорема 9 (основная теорема арафметаки).
Любое натуральное Число, кроме 1, либо являет-

ся простым, либо его можно разложить на простые
множители, притом только одним способом.

При разложении Чисел на простые множители
используют признаки делимости и применяют за-
пись столбиком, при которой делитель располагает-
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ся справа от вертикальной черты, а Частное записы-
вается под делимым. Так, для Числа 360 эта запись
будет выглядеть следующим образом:

360
180
90
45
15

5
1

ЕСЛИ В раЗЛОЖЄНИИ ЧИСЛа На ПрОСТЬІЄ МНОЖИТЄ-

ЛИ ОДИН И ТОТ ЖЄ МНОЖИТЄЛЬ а ВСТрЄЧаЄТСЯ П раз,
С
Л
О
Ф
О
Ф
М
М
М

то записывают коротко: а", т. е.
а-а-...-а=ап.

О

п МНОЖИТЄЛЄИ

Выражение ап называют степенью, а _ основа-
нием степени, п _ показателем степени.

Поэтому в приведенном примере можно запи-
сать:

зво=2-2-2-з-з-5=23-з2~5.

6. Наибольший общий делитель нескольких
натуральных чисел. Пусть даны Числа 72 и 96.
Вынишем все делители Числа 72:

1, 2, З, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72.
Вынишем все делители Числа 96:

1, 2, З, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96.

Среди выписанных Чисел есть одинаковые:

1, 2, З, 4, 6, 8, 12, 24.

Все эти числа называют общими делителями Чи-
сел '72 и 96, а наибольшее среди них _ наибольшим
общим делителем.
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Для любых заданных НатуральНых Чисел а и І)
Можно Найти Наибольший общий делитель. ОН обо-
зНаЧается 1) (а, 1)) (Читается: «1) от а, И). Например,
1) (72, 96) = 24. Если Числа а и І) таковы, Что 1) (а, 1)) =
= 1, то Числа а и І) Называют взаимно простыми.

Например, взаимно простыми будут Числа 72 и
35 (хотя каждое из Них _ составНое Число).

Чтобы Найти Наибольший общий делитель Не-
скольких Чисел, Надо разложить эти Числа На прос-
тые мНожители и Найти произведеНие общих прос-
тых мНожителей, взяв каждый из Них с НаимеНь-
шим (из имеющихся) показателем.

П р и м е р 1. Найти 1) (48, 60, 72).
Р е ш е Н и е. ВыполНим разложеНие На простые

мНожители каждого из даННых Чисел:
48=24-з;60=22-з-5;72=23-з2.

значит, в (48, во, 72) = 22 - з.
Получили: 1) (48, 60, 72) = 12.
П р и м е р 2. Найти 1) (3780, 7056).
РешеНие. Имеем:

3780 2 7056 2
1890 2 3528 2
945 3 1764 2
315 3 882 2
105 3 441 3
35 5 147 3

7 7 49 7
1 7 7

1

з780=22-33- 5-7; 7056=24~з2 72
тогда в (3780, 7056) = 22 - 32 - 7; Взяты те простые

МНОЖИТЄЛИ, КОТОрЬІЄ ВХОДЯТ И В раЗЛОЖЄНИЄ ЧИСЛа

3780, и в разложеНие Числа 7056.
Итак, 1) (3780, 7056) = 252.
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7. Наименьшее общее кратное нескольких нату-
ральных чисел. Пусть даны Числа 12 и 18. Выпи-
шем Числа, кратные 12:

12, 24, 36, 48, 60, 72, .
Выпишем Числа, кратные 18:

18, 36, 54, 72, О.. О

Среди выписанных Чисел есть одинаковые:

36, 72, .
Все эти Числа называют общими критными Чисел
12 и 18, а наименьшее из них _ Число 36 _ назы-
вают наименьшим общим кратным Чисел 12, 18.

Аналогично определяют наименьшее общее крат-
ное произвольных натуральных Чисел а и І), оно обо-
значается К (и, 1)) (Читается: «К от и, т). Любое об-
щее кратное Чисел и и І) делится на К (и, 1)).

Чтобы найти наименьшее общее кратное не-
скольких Чисел, надо разложить эти Числа на прос-
тые множители и найти произведение всех полу-
Чившихся простых множителей, взяв каждый из
них с наибольшим (из имеющихся) показателем.

П р и м е р. Найти К (3780, 7056).
Решение. имеем: з780=22-зЗ-5-7; 7056=

= 24 - 32- 72 (см. п. 6).
тогда к (3780, 7056) = 24 - 33 - 5 - 72, т. е. Взять:

ВСЄ ПрОСТЬІЄ МНОЖИТЄЛИ, КОТОрЬІЄ ВХОДЯТ В раЗЛОЖЄ-

ние хотя бы одного из Чисел 3780 и 7056.
Итак, К (3780, 7056) = 105 840.

Для любых натуральных Чисел и и І) справедливо
равенство

І) (и, Ь)°К(и, Ь)=и17.
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Если, в частности, числа и и І) взаимно простые,
т. е. І) (и, 1)) = 1, то К (и, 1)) = иІ). Это значит, Что ни-
именьшее общее критное двух взаимно простых
чисел равно произведению этих чисел.

8. Употребление букв в алгебре. Переменные.
В алгебре Часто конкретные свойства чисел записы-
вают с помощью букв. Например, переместительное
свойство сложения (от перемены мест слагаемых
сумма не Меняется) записывают так: а + І) = І) + и,
где вместо и и І) можно подставить любые числа:
З + 5 = 5 + 3, 100 + 3501 = 3501 + 100 и т. д. Число,
подставляемое вместо буквы, называют ее значе-
нием.

В некоторых случаях (например, в уравнениях)
вместо буквы можно подставить только определен-
ные числа, Чтобы написанное равенство было вер-
ным. Например, '7 + х = 10 обращается в верное ра-
венство лишь при х = З. Употребляемые в алгебре
буквы называют переменными; смысл такого назва-
ния состоит в том, Что числовое значение буквы мож-
но изменить: например, в равенстве и + І) = І) + и
можно положить, например, и = З, І) = 5 или и = '7,
І) = 19 и т. д. _ во всех случаях равенство будет вер-
но. В равенстве 7 + х = 10 можно положить, напри-
мер, х = З или х = 5; разница в том, что в первом
случае числовое равенство будет верным, а во вто-
ром _ неверным. Равенство І) (и, 1)) = 1 (см. п. б)
верно при следующих значениях переменных и и І):

и=18, 17=25; и=100, 17=99; и=13, 17=1000ит. п.
Равенство І) (и, 1)) = 1 неверно при следующих значени-
ях переменных:

и=8,17=6;и=25,1)=150;и=7,Ь=777ит.п.



28 Глава І. ЧИСЛА

5 2. Рациональные числа

9. Обыкновенные дроби. Правильные и непра-
вильные дроби. Смешанные числа. Обыкновенная

дробь _ это Число вида Ш , где т И п _ натуральные
п

1_2 1числа, например_17, 8_5. Число т называют числи-

телем дроби, п _ знаменателем. В частности, мо-

тжет быть п = 1, в этом случае дробь имеет вид ї , но

чаще пишут просто т. Это означает, Что всякое на-
туральное число можно представить в виде обык-

новенной дроби со знаменателем 1. Запись Ш _
п

другой вариант записи т : п.
Среди обыкновенных дробей различают правиль-

тные и неправильные дроби. Дробь - называют пра-
п

вильнои, если ее числитель меньше знаменателя, и
неправильной, если ее числитель больше знаменате-
ля или равен ему.

Вслкую неправильную дробь можно представить
в виде суммы натурального числа и правильной

дроби (или в виде натурального числа, если дробь Ш
п

такова, что т кратно п; например, Ё = 4).

П р и м е р. Представить неправильную дробь в
виде суммы натурального числа и правильной дро-

би: а)2-5 б)-
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Решение.

23 25+3 25 3 3_=_=_+-=5+-,гдз 5 5 5 5
6)Ё=_39+4=Ё+і=3+і.13 13 13 13 13
Принято сумму натурального числа и правиль-

ной дроби записывать без знака сложения, т. е. вме-
і
13 '

Число, записанное в таком виде, называют смешан-
ным числом. Оно состоит из двух Частей: целой и

сто 5 + Ё пишут 5% , а вместо З + 14_3 пишут З

дробной. Так, для Числа 3% целая Часть равна 3, а

дробная _ 1%, . Всякую неправильную дробь Можно

записать в виде смешанного числа (или в виде нату-
рального Числа). Верно и обратное: всякое смешан-
ное или натуральное число Можно записать в виде

неправильной дроби. Например, 4% = 4 + Ё = Ё +

+ 1 = Ё; З = ё .3 3 1

10. Равенство дробей. Основное свойство дроби.

Сокращение дробей. Две дроби Ё и Ё считают рав-
Ь

ными, если асі = Ьс. Например, равными будут дро-
з 9 . = . ц 2_4би Б и 1-5 (так как З 15 5 9), 7 и 14 (так как

12-14=7-24).
Из определения равенства дробей следует, Что

равными будут дроби 2 и Ш, так как щьт) =
Ь Ьт

= Мат), _ здесь мьІ используем соЧетательное и
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переместительное свойства умножения натураль-
а = ат
ь Ё

литель и знаменатель данной дроби умножить
или разделить на одно и то же натуральное чис-
ло, то получится дробь, равная данной. Это свой-
ство называют основным свойством дроби.

Пользуясь основным свойством дроби, иногда
можно заменить данную дробь другой, равной дан-
ной, но с меньшим числителем и меньшим знамена-
телем. Такую замену называют сокращением дроби.

45 = 15
Е Ё

разделили на одно и то же Число З); полученную
дробь снова можно сократить, разделив числитель

15и знаменатель на 5, т. е. _ =
20

В общем случае сокращение дроби возможно, ес-
ли числитель и знаменатель не взаимно простые
числа (см. п. 6); если же числитель и знаменатель _
взаимно простые числа, то дробь называют несокра-

ных чисел (см. п. 2). Значит, , т. е. если чис-

Например, (числитель и знаменатель мы
І-Ь

ІФ
Ф

тимой: например, Ё _ несократимая дробь. Основ-

ная цель сокращения дроби _ замена данной дроби
равной ей несократимой дробью.

11. Приведение дробей к общему знаменателю.

Пусть даны две дроби Ё и Ё . Они имеют разные

знаменатели: З и 8. Воспользовавшись основным
свойством дроби (см. п. 10), можно заменить эти
дроби другими, равными им, причем такими, что у
полученных дробей будут одинаковые знаменатели.
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Такое преобразование называют приведением дро-
бей к общему знаменателю. Умножив числитель и

знаменатель дроби Ё на 8, получим 2_8_- Е , ум-
3 - 8 24

ножив числитель и знаменатель дроби 18; на 3, полу-

чим 185_33_- Ё-ї. Итак, дроби ё и 1; приведены к

общему знаменателю:

2 =1_6 15 =4_5
3 _2_4 8 2_4

Заметим, Что это Не единственное решение пос-
тавленной задачи. Например, дроби можно было
привести к общему знаменателю 48:

2 _2- 16 3__2 15_15-6_90
з 316 4_8 8 8-6 48,

и к общему знаменателю 72:

2_2-24_48, 15_15~9_135
ё_з-Ш_Е, ї_П_ї*

и вообще к любому знаменателю, делящемуся од-
новременно на З и на 8.

Таким образом, привести дроби к общему знаме-
нателю можно многими способами, но обычно ста-
раются привести дроби к наименьшему общему зна-
менателю, который равен наименьшему общему
кратному знаменателей данных дробей.

П р и м е р. Привести к наименьшему общему
'7 11знаменателю дроби И и-3-0.

Р е ш е н и е. Найдем наименьшее общее кратное
чисел 24 и 30; получим К (24, 30) = 120 (см. п. 7).
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Имеем 120 : 24 = 5, поэтому, Чтобы привести дробь

1
24
и знаменатель умножить на 5 (дополнительный
множитель):

к знаменателю 120, Надо ее Числитель

7_7-5_35
24 24-5 Й'

Имеем далее 120 : 30 = 4, поэтому, Чтобы привести
11дробь Ё к знаменателю 120, Надо ее Числитель и

знаменатель умножить на 4 (дополнительный мно-
житель):

Дроби приведены к общему знаменателю:

'7_35, 11_44
24 120* зо 120'

На практике используют следующую запись:

Итак, Чтобы привести дроби к наименьшему об-
щему знаменателю, нужно:

1) найти наименьшее общее кратное знаменате-
лей дробей;

2) вычислить дополнительные множители, раз-
делив наименьшее общее кратное на каждый
знаменатель;

З) умножить Числитель и знаменатель каждой
дроби на соответствующий дополнительный
множитель.
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12. Арифметические действия над обыкновен-
ными дробями.

Слежение обыкновенных дробей выполняют:
а) если знаменатели дробей одинаковы, то к Чис-

лителю первой дроби прибавляют Числитель второй
дроби и оставляют тот же знаменатель, т. е.

с_1_|_€ а+с;
Ь Ь Ь

б) если знаменатели дробей различны, то дроби
сначала приводят к общему знаменателю, предпоч-
тительнее к наименьшему, а затем применяют пра-
вило а).

Пример 1. Сложитьдроби і и %.

Решение.Имеем:

ё (417 +11=7 +11 =35 +44 _35+44_79
И Ё й ї Й 120 120 120
Вычитание обыкновенных дробей выполняют

следующим образом:
а) если знаменатели дробей одинаковы, то

2_2 а-с
ЬЬЬ,

б) если знаменатели различны, то сначала дроби
приводят к общему знаменателю, а затем применя-
ют правило а).

Умножение обыкновенных дробей выполняют
следующим образом:

О2.2 а
ссі Ьсі,

Т. Є. ПЄрЄМНОЖаЮТ ОТДЄЛЬНО ЧИСЛИТЄЛИ, ОТДЄЛЬНО

ЗНаМЄНаТЄЛИ.
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Произведение Числителей есть Числитель произ-
ведения; произведение знаменателей есть знамена-
тель произведения.

3 2 3-2 6Н , - - _ = _ = _ .аПрИМер 7 11 7-11 77
Деление обыкновенных дробей выполняют сле-

дующим образом:

т. е. делимое (Ё умножают на дробь С-і .
с

2 7 _2 10 2 - 10 20н , - - - - _ = _ = _.аПрИМер з 10 з 7 з - 7 21
П р и М е р 2. Найти значение Числового выраже-

НИЯ

11. н+ 1 ё_ н
9 5 8 6 30

Решение. 1)-4 9% - 49_152. Сократив Числитель

и знаменатель на З (это полезно сделать до выполне-
ния действий умножения в Числителе и знаменателе),

4 - 4 1 4 1_2 =16 Ита , ° _63-5 "15' не 5_,1_5

3) при нахождении значения выражения Ё +

2_1_Д ДЄЙСТВИЯ СЛОЖЄНИЯ И ВЬІЧИТаНИЯ МОЖНО
2_0 30

ВЬІПОЛНЯТЬ ОДНОВрЄМЄННО. НаИМЄНЬШИМ ОбЩИМ

кратным Чисел 15, 20, 30 является Число 60. При-
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ведем все три дроби к знаменателю 60, использовав
дополнительные множители: для первой дроби _ 4,
для второй _ З, для третьей _ 2. Получим

(41 ё; к2;и+н_н=н+н_ё=64+бЗ-22=ш=
15 20 0 0 60 60 60 60

=1ё.

4

П р и М е р З. Выполнить действия: а) 2% + З Ё;

2 1б 1- - 2- .
) 5 '7

Р е ш е н и е. а) Способ 1-й. Обратим каждое из
ДаННЬІХ СМЄШаННЬІХ ЧИСЄЛ В НЄПраВИЛЬНУЮ ДрОбЬ, а

ЗаТЄМ ВЬІПОЛНИМ СЛОЖЄНИЄ:

'7 '7 '7 '7 '7 3 3 3 3 3
ё,н+н_н+н_н+п_т2

3 21 21 21

122Обратим теперь неправильную дробь ї в сме-
ШаННОЄ ЧИСЛО:

122_105+17_105 17_5+17_5%.
21 21 21 21 21

Способ 2-й. Имеем 2% + 3% = (2 + 1) + (3 + ё) =7 3
=(2+3)+(%@+ ЁФ)=5+(% +Ё_ї) =5+Ё=

17
= 5_ о

21
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б) В случае умножения и деления смешанных чи-
сел всегда переходят к неправильным дробям:

12:1,21_1_5
5 5 7 7

2.1:1 12:7-15:Значит,15 2,7 5 7 5 7 3

13. Взаимно обратные числа. Число І) называют
обратным для числа а, если ад = 1. Например, для

1 1числа З обратным является ё , поскольку З - ё = 1;

2
ДЛЯ ЧИСЛа ї ОбраТНЬІМ ЯВЛЯЄТСЯ ЧИСЛО ё , ПОСКОЛЬКУ

=1.

'Ч
ІМ

М
І'Ч

Правило деления обыкновенных дробей (см. п. 12)
фактически означает умножение делимого на чис-
ло, обратное делителю.

14. Десятичные дроби. В виде десятичной дроби
можно записать правильную дробь, знаменатель
которой равен 10, 100, 1000 и вообще 10". Напри-

3 48 21, _ = 0,3; _ = 0,48; _ = 0,021. ТМер 10 100 1000 аКИМ Же
образом можно записать смешанное Число или не-
правильную дробь с указанным выше знаменателем
(превратив ее предварительно в смешанное число).

3 = ' Ш = Д =Например, 2% 2,3, 100 3100 3,17. В зтих

случаях целую часть смешанного числа отделяют
запятой от числителя дробной части. Таким обра-
зом, десятичная дробь _ это, по существу, другая
форма записи дроби со знаменателем 10".
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В виде десятичной дроби Можно представить лю-
бую обыкновенную дробь, знаменатель которой яв-
ляется делителем некоторой степени числа 10. На-

пример, 4 _ делитель числа 100, поэтому дробь Ё

., 3Можно представить в виде десятичнои дроби: - =
4

= ЁІ_ЁЁ = Ё = 0,75; 125 _ делитель Числа 1000,
106поэтому дробь Ё можно представить в виде деся-

тичной:

Общий вывод о представлении обыкновенной
дроби в виде десятичной таков:

если в разложении знаменателя дроби на прос-
тые множители содержатся только двойки и пятер-
ки, то эту дробь можно записать в виде десятичной;

если же дробь несократима и в разложение ее
знаменателя на простые множители входят кроме
двоек и пятерок другие простые множители, то эту
дробь нельзя записать в виде десятичной дроби.

Рассмотрим десятичную дробь 7,234. Имеем

234 200-ь30-ь4 200 302 4== ---== +------== +--- +---
7* 3 '71000 7 1000 '7 1000 1000

4 -7-ъ 2 +- 3 -+ 4
1000 _ 10 100 1000'

Значит, в дроби '7,234 содержится 7 единиц, 2 деся-
тых, З сотых и 4 тысячных. Вообще в десятичной
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дроби после запятой Может быть сколько угодно
разрядов: десятые, сотые, тысяЧные, десятитысяч-
ные и т. д.

Дробь '7,234 можно записать так:

234 2340 23400 2340,2 4= _ = = _, =7 3 71000 710000 7100000 НО 710000
= 7,2340,

23400 =
а 'їт 7,23400.

Значит, '7,234 = 7,2340 = 7,23400.
Таким образом, если к десятичной дроби припи-

сить справа нуль или несколько нулей, то полу-
чится равная ей дробь. Если десятичния дробь
окинчивиется одним или несколькими нулями, то
эти нули можно отбросить _ получится равная
ей дробь.

Для десятичных дробей вводится понятие знаЧа-
щей цифры Числа. Значищими цифрами Числа на-
зывают все его цифры, кроме нулей, стоящих в на-
Чале. Например, в Числе 23,4009 шесть знаЧащих
цифр; в Числе 0,1023 Четыре знаЧащие цифры: 1, О,
2, 3; в Числе 0,0004 одна знаЧащая цифра: 4.

15. Арифметические действия над десятичными
дробями. При сложении десятичных дробей надо
записать их одну под другой так, Чтобы одинаковые
разряды были друг под другом, а запятая _ под за-
пятой, и сложить дроби так, как складывают нату-
ральные Числа. Сложим, например, дроби 12,7 и
3,442. Первая дробь содержит одну цифру после за-
пятой, а вторая _ три. Чтобы выполнить сложение,
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преобразуем первую дробь так, Чтобы после запятой
было три цифры: 12,7 = 12,700; тогда

12,700
3,442

16,142

_|_

Аналогично выполняется вычитание десятичных
дробей. Найдем разность чисел 13,1 и 0,37:

13,10
_ 0,37

12,73

При умножении десятичных дробей достаточно
перемножить заданные числа, не обращая внима-
ния на запятые (как натуральные числа), а в произ-
ведении отделить запятой справа столько цифр,
сколько их стоит после запятой в обоих множите-
лях суммарно.

Например, умножим 2,7 на 1,3. Имеем 27 - 13 =
= 351. Запятой отделим справа две цифры (у первого
числа после запятой одна цифра и у второго _ одна
цифра; 1 + 1 = 2). В итоге получаем 2,7 - 1,3 = 3,51.

Если в произведении получается меньше цифр,
чем надо отделить запятой, то впереди пишут не-
достающие нули, например

2,12 3,43
Х 0,13 ><0,0002
_636 0,000636
212

0,2756
Рассмотрим умножение десятичной дроби на

число 10, 100, 1000 и т. д. Пусть нужно умножить
дробь 12,733 на 10. Имеем 12 733 - 10 = 127 330.
Отделив справа запятой три цифры, получим
12,733 - 10 = 127,330. Но 127,330 = 127,33. Зна-
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чит, 12,733 - 10 = 127,33. Таким образом, умноже-
ние десятичной дроби на 10 сводится к переносу
запятой на одну цифру вправо.

Вообще, чтобы умножить десятичную дробь на
10, 100, 1000, надо в этой дроби перенести запя-
тую на 1, 2, 3 цифры вправо (приписав в случае
необходимости справа определенное число нулей).
Например, 1,47 ° 10 000 = 14 700.

Деление десятичной дроби на натуральное Число
выполняется так же, как деление натурального
числа на натуральное, а запятую в частном ставят
после того, как закончено деление целой части.
Пусть надо разделить 22,1 на 13. Имеем:

_22,1|1з
13 1,7_т
и

О

ЕСЛИ ЦЄЛаЯ ЧаСТЬ ДЄЛИМОГО МЄНЬШЄ ДЄЛИТЄЛЯ, ТО В

ОТВЄТЄ ПОЛУЧаЄТСЯ НУЛЬ ЦЄЛЬІХ, НаПрИМЄр

_0,221 |1з
ї 0,017

91
Що

Рассмотрим теперь деление десятичной дроби
на десятичную. Пусть нужно разделить 2,576 на
1,12. Для этого и в делимом, и в делителе перене-
сем запятую вправо на столько цифр, сколько их
имеется после запятой в делителе (в данном при-
мере на две). Иными словами, умножим делимое и
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делитель На 100 _ от этого Частное Не измеНится.
Тогда Нужно разделить дробь 257,6 На Натураль-
Ное Число 112, т. е. задача сводится к уже рассмот-
реННому случаю:

_257,6 |112
224 2дз
_ззв

336
о

Чтобы разделить десятичНую дробь На 10", Надо
в этой дроби переНести запятую На п цифр влево
(при этом в случае Необходимости слева приписыва-
ется НужНое число Нулей). Например,

27,344 : 104 = 0,0027344.

При делеНии одНого числа На другое Не всегда по-
лучается конечная десятинная дробь, как это бь1ло
в трех последНих примерах. Попытаемся, Напри-
мер, разделить «уголком›› число 280 На число 9:

_280 9
21_ 31,11
_10

_Р-І
,,,єз

|=сэ

В результате получается так Назь1ваемая бесконеч-
ная десятичная дробь. В таких случаях переходят
к обьІкНовеННьІм дробям. Например,

10 'їбб 10-9 9 9'
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Может оказаться так, Что одни числа записаны в
виде обыкновенных дробей, другие _ в виде сме-
шанных чисел, третьи _ в виде десятичных дробей.
При выполнении действий над такими числами
можно поступать по-разному: либо обратить деся-
тичные дроби в обыкновенные и применить прави-
ла действий над обыкновенными дробями, либо об-
ратить обыкновенные дроби и смешанные числа в
десятичные дроби (если это возможно) и применить
правила действий над десятичными дробями.

16. Проценты. Среди десятичных дробей особен-
но Часто на практике используется дробь 0,01, ко-
торую называют процентом и обозначают 1% . Так,
1% = 0,01, 2% = 0,02, 45% = 0,45, 350% = 3,5
и т. д. В хозяйственных и статистических расчетах,
во многих отраслях науки части величин принято
выражать в процентах. Чтобы найти, например,
23% от 60 кг, нужно 60 кг умножить на 0,23, т. е.
60 - 0,23 = 13,8. Значит, 23% от 60 кг составляют
13,8 кг.

П р и м е р 1. Рабочий должен был изготовить за
смену 80 деталей. По окончании рабочего дня ока-
залось, что он выполнил 150% сменного задания.
Сколько деталей изготовил рабочий?
Решение. 1) 150% =1,5.
2) 80 - 1,5 = 120.
Получили о т в е т: 120 деталей.

П р и м е р 2. Рабочий должен за смену изгото-
вить 80 деталей. К 12 часам он изготовил 55 дета-
лей. Сколько процентов задания выполнил рабочий
к указанному времени?
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Р е ш е Н и е. К 12 часам дня выполнена Часть за-

дания, выражающаяся дробью Ё , которую перево-

дим в проценты:

80 800 8 Ё
П р и М е р 3. Рабочий к 12 часам изготовил 55 де-

талей, что составило 68, 75% смеъпюго задания. Сколь-
ко деталей рабочий должен изготовить за смену?

Р е ш е Н и е. Обозначим количество деталей, со-
ставляющих сменное задание, буквой х. Из условия
задачи следует, что

68,75% - х = 55, т. е. Что 63325 - х = 55, откуда
100 - 55=_ = 80.
68,75

Рабочий должен изготовить 80 деталей.

55-550-Ё- 1 =Ш%=6875%4 , '

17. Обращение обыкновенной дроби в бесконеч-
ную десятичную периодическую дробь. Пусть дана
десятичная дробь 2, 73. Ее значение не изменится, ес-
ли справа приписать любое число нулей (см. п. 14):
2,73 = 2,730 = 2,7300 = = 2,73000,,,0, Допускаютды

п цифр
также запись дроби 2 ,73 в виде десятичной дроби с
бесконечным множеством нулей, т. е. 2,73 =
= 2,73000... . Здесь после запятой содержится бес-
конечно много десятичных знаков.

Теорема 10. Любую обыкновенную дробь можно
представить в виде бесконечной десятичной дроби.

Возьмем, например, число Ё и будем делить

ЧИСЛИТЄЛЬ На ЗНаМЄНаТЄЛЬ, ПОСТЄПЄННО ПОЛУЧаЯ ДЄ-
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сятиЧные знаки. При этом заметим, Что любое нату-
ральное Число Можно представить как бесконечную
десятиЧную дробь, т. е. З = 3,0000... .

Имеем

_з,оооооооо... 14
ї 0,214285714...
_ 20
1і
_60
Щ
_40

2_8_120
112
Ё)

'7_0
_100
ї_20

1_4во...

таким образом, Ё = 0,214285714... .
Выпишем последовательно остатки, которые по-

луЧились при выполнении операции деления:

2, 6, 4, 12, 8, 10, 2, б, .
Ясно, Что все эти остатки меньше делителя, т. е.
меньше Числа 14. Это знаЧит, Что на каком-то шаге
деления должен неизбежно снова появиться такой
остаток, который уже встреЧался ранее. Так, на
седьмом шаге появился остаток 2, который был на
первом шаге. Ясно, Что, как только появится оста-
ток, который уже встреЧался, за ним пойдут остат-
ки в той же последовательности, которая была ра-
нее. В нашем примере за остатком 2 идет остаток б,
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за ним 4, за ним 12 и т. д., т. е. мы получаем такую
последовательность остатков:

2, б, 4, 12, 8, 10, 2, б, 4, 12, 8, 10, .
Периодически повторяющиеся группы остатков

приведут соответственно к периодически повторяю-
щейся группе цифр в десятичной записи числа.
Так, в нашем примере получим

Ё = 0,2142857142857142857....
Последовательно повторяющуюся группу цифр
(минимальную) после запятой в десятичной записи
числа называют периодом, а бесконечную десятич-
ную дробь, имеющую такой период в своей записи,
называют периодической. Для краткости принято
период записывать один раз, заключая его в круг-
лые скобки:

0,2142857142857142857... = 0,2 (142857).

Если период начинается сразу после запятой, то
дробь называют чистой периодической; если же
между запятой и периодом есть другие десятичные
знаки, то дробь называют смешанной периодиче-
ской. Так, 2,(23) = 2,2323232323... _ чистая пери-
одическая дробь; 0,2(142857) _ смешанная пери-
одическая дробь; 2,73 = 2,73000... = 2,73 (0) _ сме-
шанная периодическая дробь.

18*. Обращение бесконечной десятичной пери-
одической дроби в обыкновенную дробь. Чтобы
бесконечную десятичную дробь умножить на 10,
100, 1000 и т. д., достаточно, как и в конечной де-
сятичной дроби, перенести запятую на один, два,
три и т. д. знака вправо.
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Например,

о,1(23)- 100 = 0,1232323...-100 = 12,323232... =
= 12,(32).

Обращение периодической десятичной дроби в
обыкновенную рассмотрим на примерах.

П р и м е р. Обратить в обыкновенную дробь Число:
а) 0,(13); б) 2,(273); в) 0,2(54); г) З,254(9).

Р е ш е н и е. а) Положим х = 0,(13) = 0,131313... .
Умножим чистую периодическую дробь х на такое
Число, Чтобы запятая переместилась ровно на пери-
од вправо. Поскольку в периоде две цифры, надо пе-
ренести запятую на две цифры вправо, а для этого
достаточно умножить Число х на 100, тогда

100х = 0,131313... ° 100 = 13,1313... = 13, (13).

Теперь выЧтем х из 100х, получим 100х - х =
= 13,(13) - 0,(13). Значит, 99х = 13, откуда находим

13х = _ .
99

б) Положим х = 2,(273). Эта чистая периодиче-
ская дробь содержит три цифры в периоде. Умно-
жив х на 1000, получим

1000х = 2273,(273).
Далее имеем
1000х - х = 2273,(273) - 2,(273); 999х = 2271,

х=ш=Ш=291
999 333 %'

в) Положим х = 0,2(54). Перенесем в этой сме-
шанной периодической дроби запятую вправо так,
чтобы получилась чистая периодическая дробь.
Для этого достаточно х умножить на 10, получим
10х = 2,(54).
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Положим у = 2,(54) и обратим эту чистую пери-
одическую дробь в обыкновенную так, как мы это
делали в предыдущих примерах.

Имеем у = 2,(54), откуда

1ооу = 254,(54);
1ооу - у = 254, (54)- 2,(54);

2 2 299у=252; у=% =Ё.

Значит, 10х = 2_8 , откуда находим х = 28 = 1_411 11 - 10 55 '
г) Полагая х = 3,254(9), получим 1000х = 3254,(9).

Введем обозначение у = 1000х. Тогда имеем

у = 3254,(9), откуда 1оу = 32 549,(9);
1оу - у = 32549,(9) - 3254,(9);

9у = 29 295; у = 3255;
= , =3255= 5_11000х 3255,х 1000 3200.

3255 = =Заметим, Что 1000 3,255 3,255(0), т. е. мы

получили конечную десятичную дробь, или беско-
нечную дробь с нулем в периоде. Значит, 3,254(9) =
3,255(0). Это обстоятельство имеет место для любых
десятичных дробей с девяткой в периоде: такую
дробь можно представить в виде дроби с нулем в пе-
риоде. Для этого достаточно лишь увеличить на еди-
ницу последний десятичный знак перед периодом.
Например, 0,45(9) = 0,4б(0); 14,(9) = 15,(0) и т. д.

19. Множество рациональных чисел. Натураль-
ные числа 1, 2, З, 4, 5, называют также положи-
тельными целыми числами. Числа -1, -2, -3, -4,
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-5, ..., противоположные натуральным, называют
отрицательными целыми числами. Число 0 также
считают целым Числом. Итак, целые числа _ это
натуральные Числа, Числа, противоположные нату-
ральным, и Число 0.

Целые Числа и дроби (положительные и отрица-
тельные) составляют вместе множество рациональ-
ных чисел.

Заметим, Что любое рациональное Число может

бЬІТЬ ПрЄДСТаВЛЄНО В ВИДЄ ОТНОШЄНИЯ Ш , ГДЄ т _
п

целое Число, а п _ натуральное Число, приЧем одно
и то же Число можно записать в виде отношения
многими способами. Например,

_2=__4=Ё =_1Щ; 0,3=Ё=Ё =3Щ_
2 3 50 10 20 1000

Среди дробей, обознаЧающих данное рациональ-
ное Число, имеется одна и только одна несократи-
мая дробь. Для целых Чисел _ это дробь со знаме-
нателем 1.

5 З. Действительные числа

20. Иррациональные Числа. Для измерения ис-
пользуются не только рациональные Числа, но и

Числа иной природы, т. е. не являю-
щиеся целыми или дробными. Все

1 такие Числа называют иррациональ-
ными. Например, длина диагонали
квадрата со стороной 1 (рис. 1.1)

1 должна выражаться некоторым по-
Рис. 1.1 ложительным Числом г таким, Что
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г2 = 12 + 12 (по теореме Пифагора, см. с. 422), т. е.
таким, Что г2 = 2. Число г не Может быть целым,

так как 12 = 1; 22 = 4; 32 = 9 и т. д. Число гне Может

быть и дробным; если г = Ш _ несократимая дробь,
п

2_т_2где п і 1, то г - тоже будет несократимой
п

2 2тдробью, где п а: 1; значит, _2 Не является целым
п

числом, а потому Не может быть равно 2. Поэтому
длина диагонали квадрата выражается ирраци-

ональным числом, оно обозначается Л (читается:
«квадратный корень из двух››).
Аналогично, не существует рационального чис-

ла, квадрат которого равен 5, 7, 10. Соответствую-

щие иррациональные числа обозначаются Л , Л ,

^/ 10 . Противоположные им числа также ирраци-

ональны, они обозначаются -Ё , -Л , -^/10 .
Следует подчеркнуть, что к иррациональным

числам приводит не только задача отыскания чис-
ла, квадрат которого равен заданному положитель-
ному числу. Например, число я, выражающее отно-
шение длины окружности к диаметру, нельзя пред-
ставить в виде обыкновенной дроби _ это ирраци-
ональное число.

Любое рациональное число можно записать в ви-
де бесконечной десятичной периодической дроби
(см. п.1 '7) и в свою очередь любая бесконечная деся-
тичная периодическая дробь представляет собой ра-
циональное число (см. п.18). В то же время любое
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иррациональное Число Можно записать в виде бес-
конечной десятичной непериодической дроби и в
свою очередь любая бесконечная десятичная непе-
риодическая дробь есть иррациональное число.

Вообще, любое действительное число предста-
вимо в виде бесконечной десятичной дроби, причем
периодической, если это рациональное число (см.
п. 17), и непериодической, если это иррациональное
число.

21. Действительные числа. Числовая прямая.
РациональньІе и иррациональньІе числа составля-
ют вместе Множество действительных чисел.

Проведем прямую І, отметим на ней точку О, ко-
торую примем за начало отсчета, выберем направ-
ление и единичнь1й отрезок [0; 1] (рис. 1.2).

ё' А' О «І _ е с
4% 3 0 1 3 4% 1

Рис. 1.2

В этом случае говорят, что задана координитния
прямая. Каждому числу соответствует одна точка
прямой І. Пусть, например, дано число З. Отложим
от точки О в заданном направлении единичнь1й от-
резок три раза, получим точку А _ эта точка и со-
ответствует числу З.

1Возьмем число 4- . Отложим от точки О в задан-

ном направлении единичньІй отрезок четьІре раза,
1а затем еще ї часть отрезка, получим точку В _

1она и соответствует числу 4? .
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Если точкаМ прямой І соответствует некоторому
числу г, то это число называют координатой точ-
ки, в таком случае пишут М (г). Так, для точек Д,
А, В (рис. 1.2) Можно указать их координаты Д (1),

А (З), В (4 ё) . Координатой точки О считается число

нуль.
Отложим теперь три раза единичный отрезок от

точки О в направлении, противоположном заданно-
му. Получим точкуА', симметричную точкеА отно-
сительно начала отсчета О. Координатой точки А
является число З, а координату точки А' записыва-
ют так: -3. Аналогично, координатой точки В',
симметричной точке В, на рисунке 1.2 считается

1число -4- .
'7

Точка О, соответствующая числу 0, отделяет на
координатной прямой точки с положительными
координатами от точек с отрицательными коорди-
натами.

Заданное направление на координатной прямой
называют положительным (обычно оно идет впра-
во), а направление, противоположное заданному,_
отрицательным.

Каждому действительному числу соответствует
единственная точка координатной прямой. Каждая
точка координатной прямой соответствует единст-
венному действительному числу _ достаточно най-
ти расстояние от этой точки до начала отсчета и пос-
тавить перед найденным числом знак + или - в за-
висимости от того, справа или слева от начала от-
счета находится заданная точка). Для краткости
обычно вместо фразы «точка координатной пря-
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мой, соответствующая действительному числу и»,
пишут и говорят «точка и», а употребляя термин
«число и» , имеют в виду «действительное число и».
Множество действительных чисел называют так-

же числовой прямой. Геометрической моделью чис-
ловой прямой служит координатная прямая.

22. Обозначения некоторых числовых мно-
жеств.

1)/ _ множество натуральных чисел.
2 _ множество целых чисел.
(2 _ множество рациональных чисел.
В _ множество действительных чисел.

Запись п Є Ы (читается: «п принадлежит множест-
ву 1%) обозначает, что п _ натуральное число. Ана-
логичный смысл имеют следующие обозначения:
т Є 2 (т _ целое число), г Є (2 (г _ рациональное
число), х Є В (х _ действительное число).

23. Сравнение действительных Чисел. Для лю-
бых неравных действительных чисел и и І) можно
сказать, какое больше, а какое меньше. Говорят,
что число и больше числа І), и пишут и > І), если раз-
ность а - І) _ положительное число; если же раз-
ность а - І) _ отрицательное число, то говорят, что
число и меньше числа І), и пишут и < І). Согласно
этому определению, любое положительное число
больше нуля, любое отрицательное число меньше
нуля и меньше любого положительного числа. Для
любых заданных чисел и и І) верно одно и только од-
но из отношений: а > І), и < І), и = І).

С геометрической точки зрения неравенство и < І)
(и > 1)) означает, что точка и расположена на коор-
динатной прямой левее (правее) точки І).



ё 3. Действительные числа 53

Знаки <, > называют знаками строгих нера-
венств. Иногда используют знаки 2, < _ знаки не-
строгих неравенств; запись а < І) означает, что вер-
но одно из двух: или Число а Меньше Числа І), или
Число а равно Числу І). Например, З < 5, 5 2 5 _ вер-
ные неравенства. Неравенства а > І) и с > а называ-
ют неравенствами одного знака; неравенства а > І) и
с < а называют неравенствами противоположных
знаков. Если Числа а, І), с таковы, Что а < І) и І) < с,
то используется запись а < І) < с.

П р и М е р. Сравнить Числа Ё и 0,67.

2 сР е ш е н и е. Составим разность ё - 0,67 и наи-

дем знаЧение этой разности:

Ё_0,67=3 _ 67 =2-1оо-67-з =_ 1
3 100 300 300

Разность отрицательна, поэтому Ё < 0,67.

24. Свойства Числовых неравенств. Для любых
действительных Чисел а, І), с, а выполняются сле-
дующие свойства:

1°. Если а > Ь, то Ь < а.
2°. Если а > Ь и Ь > с, то а > с (свойство тран-

зитивности).
3°.Еслиа>Ь,тоа+с>Ь+с.
4°. Если а > Ь и с _ положительное число (с > О),

то ас > Ьс. Это свойство имеет следующий смысл:
если обе части верного неравенства умножить на
одно и то же положительное число и сохранить
тот же знак неравенства, то получится верное
неравенство.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим разность ас - Ьс.
Имеем

ас-Ьс=с(а-Ь).

По условию, с _ положительное число, а так как а > Ь,
то и а - Ь _ положительное число. Но произведение двух
положительных чисел есть положительное число, значит,
с (а - Ь) > 0. Таким образом, ас - Ьс > 0. Но если разность
ас - Ьс _ положительное число, то ас > Ьс.

5°. Если а > Ь и с _ отрицательное число
(с < 0), то ас < Ьс. Это свойство имеет следующий
смысл: если обе части верного неравенства умно-
жить на одно и то же отрицательное число и из-
менить знак исходного неравенства на противо-
положный, то получится верное неравенство.

6°.Еслиа>Ьис>а,тоа+с>Ь+а(если
почленно сложить два верных неравенства одного
знака, то получится верное неравенство).

7°. Если а, Ь, с, а _ положительные числа,
причем а > Ь и с > а, то ас > Ьа (если почленно
перемножить верные неравенства одного знака,
левые и правые части которых _ положитель-
ные числа, то получится верное неравенство).

Доказательство.Таккака>19ис>0,то,посвойству
4°, ас > Ьс; аналогично, из с > а и Ь > 0 следует Ьс > Ьа. Так
как, далее, ас > Ьс и Ьс > Ьа, то, по свойству 2°, ас > да.

8°.Еслиа>Ьис<а,тоа-с>Ь-а.

н

9°.Еслиа>Ь>О,то%<Б.

10°. Если а > Ь > О, то для любого натураль-
ного числа п выполняется неравенство а" > Ь".
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25. Числовые промежутки. Возьмем два числа а
и І) такие, Что а < І), и отметим на координатной
прямой соответствующие им точки.

Произвольная точка х, лежащая между а и І), соот-
ветствует числу, которое удовлетворяет неравенствам
а < х < І). Множество всех чисел х, удовлетворяю-
щих этим неравенствам, обозначают (а; 1)) и называ-
ют интервалом.

Множество всех чисел х, каждое из которых
удовлетворяет неравенствам а < х < І), обозначают
[щ 1)] и называют отрезком.

Интервал и отрезок _ это конечные числовые
промежутки. Конечные числовые промежутки бы-
вают еще двух видов: [а; 1)) _ это множество чисел х,
удовлетворяющих неравенствам а < х < І), и (а: 1)] _
это множество чисел х, удовлетворяющих неравен-
ствам а < х < І). Эти промежутки называют полуин-
тервалами.

Бывают и бесконечные числовые промежутки.
Множество всех чисел х, удовлетворяющих неравен-
ству х 2 а, обозначают [а; +06) и называют лучом, а
множество всех чисел х, удовлетворяющих нера-
венству х > а, обозначают (а; +06) и называют от-
крытым лучом. Знак «+06» читается: «плюс беско-
нечность››.

Аналогично, может быть луч вида (-06; 1)] (числа,
удовлетворяющие неравенству х < 1)) и открытый
луч вида (-06; 1)) (числа, удовлетворяющие неравен-
ству х < 1)). Знак «-06›› читается: «минус бесконеч-
ность››.

В приведенной ниже таблице для каждого вида
числового промежутка даны его геометрическое
изображение, обозначение и запись с помощью не-
равенств.
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Вид Геометрическое Обозна- Запись
промежутка изображение чение с помощью

неравенств

Интервал ау/////////ь г (щь) а<х<ь

Отрезок ау/////////ь г [щь] а<х<д

Полуинтервал ау/////////ь : (щ І7] а < х < ь

Полуинтервал ау/////////ь : [щ ь) а < х < ь

ЛУЧ //////////////:/× [а; +00) х 2 а
а

Луч И/////////// йа (_оо; ь] х < д
Ь

/////////////ё/ (щ +00) х > а
а

Открытый луч

////////////// г (_оо; ь) х < ьОткрытый луч ь

На практике не всегда используют термины «ин-
тервал», «отрезок», «полуинтервал», «луч», заме-
няя их общим названием числовой промежуток.

26. Модуль действительного числа. Модулем
(абсолютной величиной) действительного Числа а
называют само это Число, если а 2 0, и противопо-
ложное Число -а, если а < О. Модуль Числа а обозна-
Чают Іи . Итак,

и, если и > О,
Іа' _ -и, если и < О.

Например, |1І - ЗІ = я - З, так как я - З > 0(1т =
= 3,14...);

|-3,7| = -(-З,7) = 3,7, так как -3,7 < О.
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Геометрически |а| означает расстояние на коор-
динатной прямой точки а от точки О (рис. 1.3).

Свойства модулей:

1°.|а|>0. 40 Ё|=Ш 1,7:0
2°. |а| = І-аІ. ь ІЫ ,
3°. ІаЬІ = |а| ' ІЬІ. 5°. |а|2 = а2.

ІаІ р(а;1››=|а -ЬІ[_АЁЬ ъ _, І ^ ` `

а О г а 0 І; г
Рис. 1.3 Рис. 1.4

27. Формула расстояния между двумя точками
координатной прямой. Если а и І) _ две точки ко-
ординатной прямой, то расстояние между ними р
(а; 1)) выражается формулой

р(а;Ь)=|а-Ъ|
(рис. 1.4). Так, р (-2; 5) = |-2 - 5| = |-7| = -(-7) = '7.

П р и м е р. Найти все такие точки х, которые
удовлетворяют: а) уравнению Іх - 1| = 3; б) неравен-
ству Іх + 1| < 2.

Р е ш е н и е. а) Уравнению удовлетворяют такие
точки х, расстояние которых от точки 1 равно З. Это
точки -2 и 4 (рис. 1.5). Значит, уравнение имеет два
корня: -2; 4.

б) Неравенству удовлетворяют такие точки х, ко-
торые удалены от точки - 1 на расстояние, меньшее
или равное 2. Это точки из отрезка [-З; 1] (рис. 1.6).

р(-2;1›= р(1;4›= з 2 2
Ґ_І/%Ґ_І/%_ ъ х //////,І(//////¦///////://////А : х

-ё І 6 1 І ' 4 у *3 _1 0 1

Рис. 1.5 Рис. 1.6
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28. Правила действий над положительными и
отрицательными Числами. Сумма двух Чисел одно-
го знака есть Число того же знака; Чтобы Найти мо-
дуль такой суммы, Надо сложить модули слагаемых.
Например, (+12) + (+8) = +20; (-12) + (-8) = -20.

Сумма двух Чисел с разными знаками есть Число,
которое имеет тот же знак, Что и слагаемое с ббль-
шим модулем; Чтобы найти модуль этой суммы, на-
до из большего модуля выЧесть меньший. Напри-
мер, (+12) + (-8) = + (12 - 8) = 4; (-12) -І- (+8) =
= -(12 - 8) = -4.

Чтобы из одного Числа выЧесть другое, надо к
уменьшаемому прибавить Число, противоположное
выЧитаемому. Например, 12 - (-8) = 12 + 8 = 20;
12 - (+8) = 12 + (-8) = 4.

Произведение (Частное) двух Чисел одного знака
есть Число положительное, а произведение (Частное)
двух Чисел разных знаков есть Число отрицательное;
Чтобы найти модуль произведения (Частного), надо
перемножить (разделить) модули данных Чисел. На-
пример, (-12) - (-8) = + 12 - 8 = 96; (-24) : (+ 3) =

= -2_4 = -8.
3

29. Свойства арифметических действий над
действительными Числами.

1°. а+Ь=Ь+а. 6°.(аЬ)с=а(Ьс).
2°.(а+Ь)+с=а+(Ь+с). 7°.а(Ь+с)=аЬ+ас.
З°.а+0=а. 8°.а'1=а.
4°.а+(-а)=0. о _1_
50.аь=ьап 9.0/ 5-1,а$0.

Эти свойства называют иногда основными зако-
нами алгебры, приЧем свойства 1о и 5° выражают
переместительный закон соответственно сложе-
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ния и умножения, свойства 2° и 6° _ сочетатель-
ный закон, а свойство 7° _ распределительный за-
кон умножения относительно сложения.

Из этих свойств выводятся другие свойства. На-
пример, а - 0 = О. В самом деле, имеем

а°0=а(І)+(-Ь))=аЬ+а(-І))=а1)+(-аІэ)=0.

30. Пропорции. Пусть а, І), с, а _ действитель-
ные Числа, отличные от 0, и пусть имеет место ра-
венство а : І) = с : а. Это равенство называют пропор-
цией, Числа а и а _ крайними членами, а Числа І) и
с _ средними членами пропорции.

Для пропорции можно использовать и запись

а _

Б З
Например, можно составить пропорцию из Чисел

2,5; -4; -5 и 8:

2,5
-4

__58 .

СПраВЄДЛИВЬІ СЛЄДУЮЩИЄ УТВЄрЖДЄНИЯ:

Теорема 11. Произведение крайних Членов про-
порции равно произведению ее средних Членов.

Теорема 12. Крайние Члены пропорции можно
апоменять местами, т. е. если Ё = Ё , то - = Ё .

Ь а Ь а

Теорема 13. Средние Члены пропорции можно

поменять местами, т. е. если (Би = Ё, то Ё = 6%.
с

31. Целая Часть Числа. Дробная Часть Числа.
Пусть х _ действительное Число. Его целой частью
называют наибольшее целое Число, не превосходя-
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щее х; целую Часть Числа х обозначают [х]. Дробной
частью Числа х называют разность между Числом и
его целой Частью, т. е. х - [х]; дробную Часть Числа
обозначают {х}. Значит,

И = х _ [х]-
Например, [2,35] = 2, {2,35} = 0,35;

[10] = 10, {10} = 0'
[-0,85] = -1, {-0,85} = -О,85 - (-1) = 0,15.

32. Степень с натуральным показателем. Пусть
а _ действительное Число, а п _ натуральное Чис-
ло, большее единицьІ. п-й степенью числа а назь1-
вают произведение п множителей, каждый из кото-
рых равен а:

ап=а°а°...-а.
щ.._і

п множителей

Если п = 1, то полагают а1 = а.
ЧИСЛО а _ Основание Степени, н _ Показатель

Степени.

1 4
Например, (ё) = - - - - - -

СправедливьІ следующие свойства степени с на-
туральным показателем:

1°. а" ' аь = а" + ь. 4°. а" ' Ь" = (аЬ)"'.
2°.а":аь=а"_ь,еслип>1а 50 а" =(2)" ьіо
3°. (анус = ам". . Ъ" ь .

например, 23 25= 23+5= 28; (23)5= 23 5-_215;
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33. Степень с нулевым показателем. Степень с
отрицательным целым показателем. Полагают по
определению: если а а: 0, то

а0=1.

Например, (2,7)о = 1; (-5)0 = 1. Нулевая степень
Числа 0 не имеет смысла.

Полагают по определению: если а а: 0 и п - на-
туральное Число, то

а_п=і

а".
- 1 1 -2 1 1Н ,53=_=_;-2 = =-.апример 53 125 ( ) (_2)2 4

Справедливо равенство
а -п ь п(з) = (з) -

34. Стандартный вид положительного дейст-
вительного числа. Любое положительное Число а
можно представить в виде а1 - 10", где 1 < а1 < 10,
а п _ целое Число.
Примеры

1. Если с = 395, те с = 3,95 - 102; здесь с1 = 3,95
и п = 2.

2. Если с = 4,13, те с = 4,13 - 100; здесь с1 = 4,13 И
п = 0.

3. Если с = 0,0023, те с = 2,3 - 10-3; здесь с1 = 2,3,
п = -3.

Если положительное число а представлено в
виде а1 - 10", где 1 < а1 < 10, п _ целое Число, то
говорят, Что Число а записано в стандартном ви-
де; при этом показатель п называют порядком
Числа.
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Для того Чтобы положительное Число а предста-
вить в стандартном виде, нужно поставить запятую
так, Чтобы в целой части оказалась одна значащая
цифра (см. п. 14), и умножить полученное Число на
10п так, Чтобы в результате умножения запятая
вернулась на то место, которое она занимала в чис-
ле а. Так мы действовали в примерах 1, 2, 3.

В примере 1, отделив в Числе 395 первую знача-
щую цифру, получили 3,95; чтобы вернуться к ис-
ходному числу, надо запятую передвинуть на две
цифры вправо _ это равносильно умножению на
102. значит, 395 = 3,95 - 102.

В примере 2 уже отделена запятой одна знача-
щая цифра, поэтому 4,13 = 4,13 - 100.

В примере 3, отделив запятой в числе 0,0023 пер-
вую знаЧащую цифру, получили 2,3; Чтобы вернуть-
ся к исходному числу, надо запятую передвинуть на
три цифры влево _ это равносильно делению на 10З
ИЛИ умножению На 10-3. значит, 0,0023 = 2,3 - 10-3.

35. Определение арифметического корня. Свой-
ства арифметических корней. Если а 2 0 и п _ на-
туральное Число, большее 1, то существует, и только
одно, неотрицательное Число х такое, Что выполня-
ется равенство х" = а. Это число х называют арифме-
тическим корнем п-й степени из неотрицательного

числа а и обозначают 'ї/Б . Число а называют подко-
ренным числом, п _ показателем корня. Если п =

= 2, то обычно пишут А/Б (опуская показатель кор-
ня) и называют это выражение квадратным кор-
нем. Часто вместо термина «корень» употребляют
термин «радикал».
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Итак, согласно определению, запись 'ї/а = х, где
2,0 означает, во--первых Что х/>0 и, во--вторых

что х" = а, т. е.

Мо" = а

например, Ш = 7, 3,/125 = 5, 1% = о.
Если а2 0 и 192 0, то справедливы следующие

свойства:

10. ш = 'К/д'ї/ї? 40, пА/Іг а, = “її/д.

.2°Н ,ь 7: о 5°. "Щит = 'к/Ё'г.

з°.('ї/З)'“= 'К/Ё'г.
Свойство 1° распространяется на произведение лю-

бого Числа множителей. Например, 3 8- 27 ° 12 =

=%-372_7-ё/125 =2-з-5=зо.

П Р И М е р. Упростить: а) 5 7%; б) (5А/а_2)3;

В)4×\/3«/6_1;г)Ё/а_4.

Решение. а) И =53/2_423 =_ 3=_;

б›(%72›3=т =57а_6;
В›%=4%=%;
г) 6,/а4 = 3,/а2 (показатели корня и подкоренного

выражения разделили на 2).
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36. Корень нечетной степени из отрицательного
Числа. Пусть и < 0, а п _ натуральное Число, боль-
шее 1. Если п _ нечетное Число, то существует одно
и только одно действительное Число х такое, Что х” =

= и. Это Число обозначают 'ї/и и называют корнем
нечетной степени п из отрицательного числа и.
Если же п _ Четное Число, то равенство х" = и не
выполняется ни при каком действительном значе-
нии х. Это значит, Что на множестве действитель-
ных Чисел нельзя определить корень Четной степе-
ни из отрицательного Числа.

Например, Ё/ҐЅ = -2, так как (-2)3 = -8; 5,/-24 =

= -З, так как (-3)5 = -243. Запись 4,1-16 не имеет
смысла.

В случае нечетных показателей корней свойства
радикалов, справедливые для неотрицательных зна-
чений подкоренных выражений (п. 35), верны и для
отрицательных значений подкоренных выражений.

Например, Ё/сї) = Ё/и ° 31/13 для любых и и І).

37. Степень с дробным показателем. Полагают
по определению: если и 2 0 и т, п _ натуральные
Числа, п 2 2, то

т

п .и" - А/ит,

еслии>0, то

_Ш
и п =і.

Щ
п
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НЄЦЄЛаЯ СТЄПЄНЬ ОТрИЦаТЄЛЬНОГО ЧИСЛа НЄ ИМЄЄТ

СМЬІСЛа.

1 3 1
Пример. ВьІЧислить 83, 814, 4 2.

1
Решение. 83=3:\/Ё =2;

ё
814 = 4 813 = 4,/(34)3 = 4 312 =33=27;

38. Свойства степеней с рациональными пока-
зателями. Для любого Числа а определена операция
возведения в натуральную степень (см. п. 32); для
любого Числа а че О определена операция возведения
в нулевую и целую отрицательную степень (см. п. 33);
для любого а 2 0 определена операция возведения в
положительную дробную степень (см. п. 37), и, на-
конец, для любого а > О определена операция возве-
дения в отрицательную дробную степень (см. п. 37).

1 ) 0,25
П Р И М е р. Вычислить (6,25)0›5 - (Гб

- (-4)-1 - (о,з4з)°.

0,5: 2_5Ё= Ё=ё_ і0,25
Решение.(б,25) (4) Л 2,(16)

1

== ±1= ±=±. _ -1=±=_±. О:
(16) 416 2,( 4) 4,(0,з4з) 1.
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В итоге получаем

(6,25)°,5- (Чт - (-4)_1 - (о,з4з)° = ё - _ _
-@э-1=ьэ

16 2

Если а > О, І) > 0 и г, з _ любые рациональные
числа, то:

М
Н

1°. а'” - из = а " + 8. 4°. а' - ь' = (аьу'.
2°.а":а8=а"_8. 50 а_"=(2)"
3°. (ат)8 = а'Ѕ. . ь? ь .

39. Приближенные значения чисел. Абсолют-
ная и относительная погрешности. При округле-
нии десятичной дроби до какого-нибудь разряда
все следующие за этим разрядом цифры заменя-
ют нулями, а если они стоят после запятой, то их
отбрасывают. Если первая следующая за этим
разрядом цифра больше или равна 5, то послед-
нюю оставшуюся цифру увеличивают на 1. Если
же первая следующая за этим разрядом цифра
меньше 5, то последнюю оставшуюся цифру не
изменяют.

П р и м е р 1. Округлить число ос = 2471,05624
с точностью до: а) десятков; б) единиц; в) десятых;
г) сотых; д) тысячных.

Р е ш е н и е. а) Цифра единиц, следующая за
разрядом десятков, равна 1, т. е. меньше 5. Зна-
чит, округлив до десятков, имеем ос 2 2470. Знак 2
называют знаком приближенного равенства.

б) Цифра десятых равна 0, значит, округлив до
единиц, имеем ос 2 2471.

в) Цифра сотых равна 5, значит, округлив до де-
сятых, имеем ос 2 2471,1.
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г) Цифра тысячных равна 6, значит, округлив до
сотых, имеем ос 2 2471,06.

д) Цифра десятитысячных равна 2, значит, ок-
руглив до тысячных, имеем ос = 2471,05б.

Все Найденные значения называют приближен-
ными значениями числа ос = 2471,05б24.

Приближенные значения появляются не только
при округлении чисел. Они возникают, например,
при различных измерениях (длин, масс, темпера-
тур и т. д.). При этом важно знать, с какой точно-
стью выполнено измерение.

Пусть и _ приближенное значение числа ос. Тог-
да модуль разности чисел ос и и, т. е. ос - иІ, называ-
ют абсолютной погрешностью приближенного зна-
чения числа ос, а отношение абсолютной погрешнос-
ти к модулю приближенного значения называют
относительной погрешностью приближенного
значения. Относительную погрешность обычно вы-
ражают в процентах.

П р и м е р 2. Взвесив деталь, масса которой рав-
на 54,12705 г, на весах с ценой деления шкалы
0,1 г, получили приближенное значение массы
54,1 г. Найти абсолютную и относительную по-
грешности этого приближенного значения.

Р е ш е н и е. Найдем абсолютную погрешность:

|54,12705 - 54,1| = 54,12705 - 54,1 = 0,02705.

0,02705
54,1

Относительная погрешность равна ×

× 100% = 0,05% .
При измерениях, как правило, точные значения

величин бывают неизвестны, поэтому важны сведе-
ния об абсолютных погрешностях приближенных
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значений. Если, например, деталь Массы т взвеси-
ли на весах с ценой деления шкалы 0,1 г, то это зна-
чит, Что абсолютная погрешность измерения будет
не более 0,1 г. Так, если, взвесив деталь, получили
54,1 г, то точное значение Массы т Может откло-
няться от 54,1 в ту или иную сторону не более Чем
на 0,1, т. е. 54,1 - 0,1 < т < 54,1 + 0,1. Короче это
записывают так: т = 54,1 ± 0,1.

Вообще если абсолютная погрешность прибли-
женного значения а, найденного для интересующе-
го нас числа ос, не превосходит некоторого числа Іъ,
то пишут ос = а ± Іъ; говорят, что а _ приближенное
значение числа ос с точностью до І».

П р и м е р З. Найти с точностью до 0,01 прибли-
женное значение числа ос = 2471,05624 .

Р е ш е н и е. Округлив число ос (альфа) до сотых,
получим (см. пример 1, г) а = 2471,06.

Абсолютная погрешность этого приближенного
значения равна |2471,05624 - 2471,06| = 0,00376 <
< 0,01. Значит, 2471,06 _ приближенное значение
числа ос с точностью до 0,01.

В математических таблицах обычно даются при-
ближенные значения величин. При этом считают,
что абсолютная погрешность не превосходит поло-
вины единицы последнего разряда. Например, най-

дя по таблице для числа Л значение 1,4142, мы

должны понимать, что это _ приближенное значе-
ние с точностью до 0,0001, т. е. что его абсолютная
погрешность не превосходит 0,00005:

[2 = 1,4142 ± 0,00005.
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40. Десятичные приближения действительного
числа по недостатку и по избытку. Возьмем ирраци-

ональное Число Л . Имеем:

12 < 2 < 22 1 < Л < 2
1,42< 2 < 1,52 1,4 < [2 < 1,5

1,412< 2 < 1,422 1,41 < [2 < 1,42
1, 4142< 2 < 1,4152 1,414 < [2 < 1,415

1,41422 < 2 < 1,41432 1,4142 < [2 < 1,4143

Для числа Л используют представление в виде

бесконечной десятичной дроби: Л = 1,4142... .

Числа 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142 называют деся-

тичными приближениями числа Л по недостат-
ку с точностью соответственно до 1, до 0,1, до 0,01,
до 0,001, до 0,0001. Числа 2; 1,5; 1,42; 1,415, 1,4143
называют десятичными приближениями числа Л
по избытку соответственно с той же точностью.

Число я имеет вид я = 3,1415926... . Десятичное
приближение числа я с точностью до 0,0001 по не-
достатку равно 3,1415, а по избытку - 3,1416.

41*. Правило извлечения квадратного корня
из натурального числа. Пусть нужно извлечь
квадратный корень из натурального числа т, при-
чем известно, что корень извлекается. Чтобы най-
ти результат, иногда удобно воспользоваться сле-
дующим правилом.

1. Разобьем число т на грани (справа налево на-
чиная с последней цифры), включив в каждую
грань по две рядом стоящие цифры. При этом сле-
дует учесть, что если т состоит из четного числа
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цифр, то в первой (слева) грани будет две цифры; ес-
ли же Число т состоит из нечетного числа цифр, то
первая грань состоит из одной цифры. Количество
граней показывает, сколько цифр содержит целая

часть числа т .
2. Подбираем наибольшую цифру такую, Что ее

квадрат не превосходит числа, находящегося в пер-

вой грани; эта цифра _ первая цифра числа м .
3. Возведем первую цифру результата в квадрат,

вычтем полученное Число из первой грани, припи-
шем к найденной разности справа вторую грань. По-
лучится некоторое Число А. Удвоив имеющуюся
Часть результата, получим число а. Теперь подберем
такую наибольшую цифру х, чтобы произведение

Числа ах на х не превосходило ЧислаА. Цифра х _

вторая цифра результата, т. е. искомого числа т .
4. Произведение числа Ее на х вычтем из числа

А, припишем к найденной разности справа третью
грань, получится некоторое число В. Удвоив имею-
щуюся часть результата, получим число І). Теперь
подберем такую наибольшую цифру у, чтобы произ-
ведение числа Е на у не превосходило числа В.
Цифра у _ третья цифра результата.

Следующий шаг правила повторяет 4-й шаг. Это
продолжается до тех пор, пока не используется по-
следняя грань.

П р и м е р 1. Вычислить І`/138384 .
Р е ш е н и е. Разобьем число на грани: 13'83'84.

Получили три грани, значит, в результате должно
получиться трехзначное число. Первая цифра ре-
зультата 3, так как 32 < 13, а 42 > 13. Вычтя 9 из 13,
получим 4. Приписав к 4 следующую грань, полу-
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чим А = 483. Удвоив имеющуюся Часть результата,
т. е. Число 3, получим а = 6. Подберем теперь такую
Наибольшую цифру х, Чтобы произведение двузнач-
ного числа бе, т. е. (їс , на х было Меньше числа 483.
Такой цифрой будет 7, так как 67 - 7 = 469 _
это Меньше 483, а 68 ° 8 = 544 _ это больше 483.
Итак, вторая цифра результата '7.

ВьІчтя 469 из 483, получим 14. Приписав к этому
числу справа последнюю грань, получим І) = 1484.
Удвоив имеющуюся часть результата, т. е. число 37,
получим В = '74. Подберем теперь такую наибольшую
цифру у, чтобы произведение трехзначного числа Е ,
т. е. Щ, на у не превосходило 1484. Такой цифрой
будет 2, так как '742 - 2 = 1484. Цифра 2 _ последняя
цифра результата. В ответе получили 372.

_^/13'83'84= 372
9

Ха? _483
7 469

><742 _1484
2 1484

0

П р и м е р 2. ВьІчислить ^/45369 .
Р е ш е н и е.

^/4'53'69= 213
_ 4

><41 _53
1 41

><423 _1269
з 1269

0
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Если корень Не извлекается, то после последней
цифры заданного числа ставят запятую и образуют
дальнейшие грани, каждая из которых имеет вид
00. В этом случае процесс извлечения корня беско-
нечен; он прекращается, когда достигается требуе-
мая точность.

П р и М е р З. Вычислить Л с точностью до 0,01.
Р е ш е н и е.

^/7,'00'00...= 2,645..
_ 4

Х 46 _зоо
6 276

><524 _2400
4 2096

5285 _30400
5 26426

3975

Итак, с точностью до 0,01 имеем Л = 2,65.

42. Понятие о степени с иррациональным по-
казателем. Пусть В _ иррациональное число. По-
ясним, какой смысл вкладывается в запись аВ, где
а _ положительное число. Рассмотрим три случая:
а=1,а>1,0<а<1.

1) Если а = 1, то полагают 1В = 1.
2) Пусть а > 1. Возьмем любое рациональное число

г1 < В и любое рациональное число г2 > В. Тогда г1 < гг
Ґ1 Ґ2и а < а . В этом случае под аВ понимают такое

Ґ1 Ґ2число, которое заключено между а и а для лю-
бых рациональных чисел г1 и г2 таких, что г1 < В, а
гг > В. Такое число существует и единственно для
любого а > 1 и любого иррационального В.
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З) Пусть 0 < а < 1. Возьмем любое рациональное
Число г1 < В и любое рациональное Число гг > В. Тог-
да г1 < г2 и аг1 > аг2 . В этом случае под а понимают
такое Число, которое заклюЧено Между аг2 и аг1
для любых рациональных Чисел г1 и г2, удовлетво-
ряющих неравенству г1 < В < г2. Такое Число су-
ществует и единственно для любого Числа а из ин-
тервала (0; 1) и любого иррационального В.

43. Свойства степеней с действительными пока-
зателями. Если а > 0, І) > 0 и х, у _ любые действи-
тельные Числа, то справедливы следующие свой-
ства:

1°. ах- ау = а” + у. 4°. ах- ьж = (цых.
2°.ах:ау=ах_у. 50 а_х =(а)х
3°. (их)у = аху. ь”

5 4*. Комплексные числа

44. Понятие о комплексном Числе. Процесс рас-
ширения понятия Числа от натуральных к действи-
тельным был связан как с потребностями практи-
ки, так и с нуждами самой математики. СнаЧала
для сЧета предметов использовались натуральные
Числа. Необходимость выполнения деления приве-
ла к понятию обыкновенной (и десятиЧной) дроби,
необходимость выполнения выЧитания _ к поня-
тиям нуля и отрицательного Числа, необходимость
извлеЧения корней из положительных Чисел _ к
понятию иррационального Числа.

Все переЧисленные операции выполнимы на
множестве действительных Чисел. Однако остались
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и невыполнимые на этом множестве операции, на-
пример извлечение квадратного корня из отрица-
тельного числа. Значит, имеется потребность в
дальнейшем расширении понятия числа, в появле-
нии новых чисел, отличных от действительных.

Геометрически действительные числа изобража-
ются точками на координатной прямой: каждому
действительному числу соответствует одна точка
прямой (<<образ›› действительного числа) и, обрат-
но, каждая точка координатной прямой соответст-
вует одному действительному числу. Координатная
прямая сплошь заполнена образами действитель-
ных чисел, т. е., выражаясь фигурально, «на ней
нет места для новых чисел››. Возникает предполо-
жение о том, что геометрические образы новых чи-
сел надо искать уже не на прямой, а на плоскости.
Однако каждую точкуМ координатной плоскости ху
можно отождествить с координатами этой точки.
Поэтому естественно в качестве новых чисел ввести
упорядоченные пары действительных чисел (упоря-
доченные в том смысле, что (а; 1)) и (1); а) _ разные
точки, а значит, и разные числа).
Комплексным числом называют всякую упоря-

доченную пару (а; 1)) действительных чисел а и І).
Два комплексных числа (а; 1)) и (с; (і) называют

равными тогда и только тогда, когда а = с и І) = сі.

45. Арифметические операции над комплекс-
ными числами. Суммой комплексных чисел 2 =
= (а; 1)) и ш = (с; (і) называют комплексное число
(а + с; І) + сі).

Например, (2; '7) + (3; - 4) = (2 + З; 7 - 4) = (5; З);
(-1; О) + (4; '7) = (-1 + 4; 0 + '7) = (3; 7).
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Комплексным нулем считают пару (0; 0). Числом,
противоположным числу 2 = (а; 1)), считают Число
(- а; - 1)); обозначают его -2.
Разностью комплексных чисел 2 и ш называют,

как обычно, такое число и, что 2 = ш + и. Разность
всегда существует и единственна. В самом деле,
пусть 2 = (а; 1)), ш = (с; сі), и = (х; у). Тогда (а; 1)) =
= (с; сі) + (х; у), т. е. (а; 1)) = (с + х; сі + у). Это значит,
что а= с+ х, Ь=сі+у,откуданаходимх=а-с,у=
=І)-сі,т.е.и=(х;у)=(а-с;Ь-сі).

Таким образом, получаем следующее правило
вычитания комплексных чисел: (а; 1)) - (с; сі) =
= (а - с; І) - сі).

Например, (9; 10) - (8; 12) = (9 - 8; 10 - 12) =
= (1; -2).
Произведением комплексных чисел 2 = (а; 1)) и ш =

= (с; сі) называют комплексное число (ас - Ьсі; асі + Ьс).
Например, если 2 = (2; 5), ш = (3; 1), то

гш=(2-з-5-1;2-1+5-з)=(1;17).
Арифметические операции над комплексными

числами обладают теми же свойствами, что ариф-
метические операции над действительными числа-
ми (см. п. 29).

Пусть 2 = (а; 1)), ш = (с; (і) че (0; 0). Существует, и
только одно, комплексное число и = (х; у) такое, что
2 = иш. Это число и называют, как обычно, част-
ным от деления 2 на ш.

Имеем иш = (х; у)(с; сі) = (хс - усі; хсі + ус), 2 =
= (а; 1)). Так как 2 = иш, то должны выполняться ра-
венства

{сх-с1у=а,
сіх+су=19.
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Из этой системы двух уравнений с двумя пере-

менными Находим (см. п. 164) х = ас+ьа у =,

сг+сі2

=Ш _ Итак,
02 + сіг

ас+1жі_ Ьс-асі)
сг+сі2 , сг+сі2 'и=(х;у)=(

Получили следующее правило деления комп-
лексных Чисел: если (с; (і) а: (0; О), то

(а; Ь) = (ас+1ж1 . Ьс-асі)
(с;а) сг+аг*сг+аг

Например,

(2;з)=(2-1+3-4,з-1-2-4)=(Ё,_і)
(1;4) 12+42 , 12+42 17, 17'

46. Алгебраическая форма комплексного числа.
Используя введенные в п. 45 определения сложе-
ния и умножения комплексных Чисел, легко полу-
чить следующие равенства:

(0; 1) ° (0; 1) = (_1; 0), (1)
(а: 12) = (а: 0) + (12; 0) ° (0; 1), (2)

(а: 0) + (12; 0) = (а + 12; 0), (3)
(а: 0) ° (12; 0) = (ад: 0)- (4)

Условились вместо (а; О) писать просто а, а комп-
лексное Число (0; 1) обозначать буквой і и называть
мнимой единицей. Тогда равенство (1) принимает
виді-і=-1,т.е.

1.2 = _1 9 (5)

а равенство (2) _ вид
(а; 1)) = а + Ьі. (б)
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Запись а + Ьі называют алгебраической формой
комплексного числа г = (а; 1)); при этом число а на-
зывают действительной частью комплексного
Числа 2, а Ьі _ его мнимой частью.

Например, (2; -4) = 2 - 4і; (3; 2) = З + 2і; -7 +

+ «/Ё °і=(-'7; МЗ)-
Если мнимая Часть комплексного числа а + Ьі от-

лична от нуля, то Число называют мнимым; если при
этом а = 0, т. е. Число имеет вид Ьі, то его называют
чисто мнимым; наконец, если у комплексного чис-
ла а + Ьі мнимая Часть равна нулю, то получается
действительное Число а.

Алгебраическая форма существенно облегчает
выполнение арифметических операций над комп-
лексными числами.

Сложение. Известно (см. п. 45), Что

(а; 1))+(с; сі)=(а+с;1)+сі). (7)

Выполнив сложение тех же чисел в алгебраической
форме, считая а + Ьі и с + сіі обычными двучлена-
ми, находим

(а+ьі)+(с+аі)=(а+с)+(ь+а)і. (8)
Сравнивая равенства (7) и (8), замечаем, что полу-
Чился верный результат.
Вычитание. Известно (см. п. 45), Что

(а:1›)-(с;сі)=(а - 0:12 - (і). (9)
Выполнив вычитание тех же чисел в алгебраиче-
ской форме, считая а + Ьі и с + сіі обычными дву-
членами, находим

(а+1)і)-(с+сіі)=(а-с)+(І)-сі)і. (10)

Сравнивая равенства (9) и (10), замечаем, Что полу-
Чился верный результат.
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Умножение. Известно (см. п. 45), Что
(а; 1))(с;сі)=(ас - Ьсі; асі + Ьс). (11)

Выполнив умножение тех же чисел в алгебраиче-
ской форме, считая а + Ьі и с + сіі обычными дву-
членами, находим

(а + ьі)(с + аі) = ас + ьсі + щи + ьаі2.
Воспользуемся тем, Что і2 = -1 (см. равенство (5));
тогда Ьсіі2 = -Іэф В результате получаем

(а + Ьі) (с + сіі) = (ас - Іжі) + (асі + Ьс)і. (12)

Сравнивая равенства (1 1) и (12), замечаем, что но-
лучился верный результат.

Деление. Известно (см. п. 45), что если (с; (і) а: (0; 0),
то

(а; Ь) = ас+1ж1 _ Ьс-асі
(с; сі) (с2+сіг , 02+612). (13)

Выполним деление тех же чисел в алгебраиче-
ской форме, считая а + Ьі и с + сіі обычными дву-

а + Ьі
с+ і

литель и знаменатель этой дроби на с - сіі (предпо-
лагая, что значение дроби от этого не изменится),
находим

членами, а _ обычной дробью. Умножив чис-

а+Іэі = (а+Ьі)(с-сіі) = ас+Ьсі-асіі-Ьсіі2 =
с+сіі (с+сіі)(с-сіі) 02 -Сігіг

= ас+Ьсі+(Ьс-ас1)і = ас+1жі _|_ Ьс-асіі
02+с12 сг+сі2 сг+сі2

Итак,

а+Ьі=ас+Ьсі+Ьс-асіі (14)
С+Сіі сг+сі2 сг+сі2
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Сравнивая равенства (13) и (14), замеЧаем, Что по-
луЧился верный результат.

Подводя итоги, приходим к следующему важно-
му практическому выводу: над комплексными чис-
лами, записанными в алгебраической форме, мож-
но осуществлять все арифметические операции
как над обычными двучленами, учитывая лишь,
Что і2 = -1. Чтобы преобразовать в комплексное

+ .
Число дробь вида а 21 , Нужно Числитель и знамена-

с + ъ
тель дроби умножить на Число с - аі; Числа с + аі
и с - аі называют комплексно-сопряженными.

П р и м е р 1. ВыЧислить (2 - і)2.
Р е ш е н и е. Применив формулу (а - 1))2 = а2 -

- 2а1) + 172, полуЧим
(2-і)2=4-4і+і2=4-4і-1=з-4і;

Пример 2. ВыЧислить(1 +2і)і- 31+__2_і.

Решение. 1)(1+2і)і=і+2і2=-2+і.
2) 3+2і = (3+2і)(1+і) = 3+2і+3і+2і2

1_і (1_і)(1+і) 1_і2
=3+5і-2 =1+5і=1+ёі;

1+1 2 2 2

. 1 5 . 5 3 .з)(-2+1)-(ё + 51) _- ё - ёъ.
П р и м е р З. Найти действительные Числа х и у

такие, Что выполняется равенство (2х - Зуі) (2х +
+ Зуі) + 4хі = 97 + 8і.

Р е ш е н и е. Имеем (2х - Зуі) (2х + Зуі) = 4:›с2 -
- 9у2і2 = 14:›с2 + 9у2. Тогда заданное равенство мож-
но переписать в виде

4362 + 9у2 + 4хі = 97 + зі.
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Комплексные Числа а + Ьі и с + сіі равны тогда и
только тогда, когда равны их действительные Части
(а = с) И коэффициенты при мнимых Частях (І) = (і).
Значит, приходим к системе уравнений

4х2 + 9у2 = 97,
4х = 8,

из которой находим (см. п.164) х1 = 2, у1 = 3; х2 =
= 2, у2 = -3.

П р и м е р 4. Найти комплексные Числа 2, удов-

летворяющие равенству 22 = -5 + 12і.
Р е ш е н и е. Будем искать комплексное Число 2

в виде х + уі. Имеем

(х + уі)2 = -5 + 12і; х2 + 2хуі + у2і2 = -5 + 12і;
х2 - у2 + 2хуі = -5 + 12і.

ИЗ ПОСЛЄДНЄГО раВЄНСТВа СЛЄДУЄТ, ЧТО

х2 - у2 = -5,
{2ху = 12.

Эта система имеет два решения (см. п.164):
(2; З) и (-2; -З). Значит, 21 = 2 + Зі, 22 = -2 - Зі.

П р и м е р 5. Вычислить (1 + 2і)6.
Решение. Имеем (см. п. 58)(а+1))6=а6+

6-5 42 6-5-4 зз 6-5-4-3 24+6а517+_а17+_а17+_а17+
1-2 1-2-3 1-2-3-4

6-5-4-3-2 5 6 = 6 5 42+1_2_3_4_5 а17+17 а +6а17+ 15411) +

+ 206131;3 + 15а2ь4 + баьб + ьб.
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значит, (1 + 21)6 = 16 + 0- 15 ' (21) + 15-14-(21)2 +
+20- 12-(21)2+ 15 - 12 - (21)4+ 0-1-(21)5+(21)6=
= 1 + 121+ 0012 + 10012 + 24014 + 19215 + 0416.

далее, имеем 12= -1, 13 = 12 - 1 = - 1, 14 = 12 - 12 =
(-1)-(-1)= 1,15=14-1= 1-1=1,16=14-12=
1-(-1)= -1.
значит, (1 + 21)6 = 1 + 121 - 00 - 1001+ 240 +

+ 1921- 04 = 117 + 441.
47. Отыскание комплексных корней уравнений.

Пусть а > 0. Так как (А/Б - і)2 = а - і2 = -а, то ^/-а =

= А/а - і. Тем самым мы получаем возможность из-
влекать квадратные корни из отрицательных дей-
ствительных Чисел. Это позволяет находить не
только действительные, но и мнимые корни уравне-
ний.

П р и м е р 1. Решить уравнение х2 - 4х + 13 = О.

Решение. Имеем(см. н. 137)х1,2=2±^/4- 1 =

=2± І`/-9 =2±Зі.Итак,х1=2+3і,х2=2-Зі.
П р и м е р 2. Решить уравнение хз = 8.
Решение. Имеемх3-8=0; (х-2)(х2+2х+4)=

= О. Значит, либо х - 2 = 0, откуда находим х1 = 2;

либо х2 + 2х + 4 = О, откуда находим х2,3 = -1 ±

± ^/1_4 = -1 ± 121. итак, 111 = 2, х2= -1 + А/ё,1,
хз = _1_ д/ё і.
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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ВЬІРАЖЕНИЯ

5 5. Основные понятия

48. Виды алгебраических выражений. Из чисел
и переменных с помощью знаков сложения, вычи-
тания, умножения, деления, возведения в раци-
ональную степень и извлечения корня и с помощью
скобок составляют алгебраические выражения.

Примеры алгебраических выражений:

1)2а2ь- заь2(а+ь);2)а+ь+ё ;з)3“:*$;

2 2

мёда-3); быть; 6)(=°1Г2-х)4; 7)а3_

Если алгебраическое выражение не содержит де-
ления на переменные и извлечения корня из пере-
менных (в частности, возведения в степень с дроб-
ным показателем), то его называют целым выраже-
нием. Из написанных выше целыми являются вы-
ражения 1), 2) и 6).

Если алгебраическое выражение составлено из
чисел и переменных с помощью действий сложе-
ния, вычитания, умножения, возведения в степень
с натуральным показателем и деления, причем ис-
пользуется деление на выражения с переменными,
то его называют дробным выражением. Так, из на-
писанных выше дробными являются выражения З)
и 4).
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Целые и дробные выражения называют раци-
ональными выражениями. Так, из написанных вы-
ше рациональными являются выражения 1), 2), З),
4) И б).

Если в алгебраическом выражении используется
извлечение корня из переменных (или возведение пе-
ременных в дробную степень), то его называют ирра-
циональным выражением. Так, из написанных выше
иррациональными являются выражения 5) и 7).
Итак, алгебраические выражения могут быть ра-

циональными и иррациональными. Рациональные
выражения, в свою очередь, разделяются на целые
и дробные.

49. Допустимые значения переменных. Область
определения алгебраического выражения. Значе-
ния переменных, при которых алгебраическое вы-
ражение имеет смысл, называют допустимыми зна-
чениями переменных. Множество всех допустимых
значений переменных называют областью опреде-
ления алгебраического выражения (или областью
допустимых значений переменных _ ОДЗ).

Целое выражение имеет смысл при любых значе-
ниях входящих в него переменных. Так, при любых
значениях переменных имеют смысл целые выра-
жения 1), 2), б) из п. 48.

Дробные выражения не имеют смысла при тех
значениях переменных, которые обращают знаме-
натель в нуль. Так, дробное выражение З) из п. 48
имеет смысл при всех а, кроме а = 1, а дробное вы-
ражение 4) имеет смысл при всех а, І), с, кроме зна-
чений а = О, 1) = О.

Иррациональное выражение не имеет смысла при
тех значениях переменных, которые обращают в от-
рицательное число выражение, содержащееся под
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знаком корня четной степени или под знаком возве-
дения в дробную степень. Так, иррациональное вы-
ражение 5) имеет смысл только при тех а, І), при ко-
торых а + І) 2 О, а иррациональное выражение 7)
имеет смысл только при а 2 0 и І) 2 0 (см. п. 48).

Если в алгебраическом выражении переменным
придать допустимые значения, то получится число-
вое выражение; его значение называют значением
алгебраического выражения при выбранных значе-
ниях переменных.

П р и м е р. Найти значение выражения

З/`/а2 + Ь2а_ь приа=5,1)=2.

3^/52+2 _ `г'і/ї? _ зР .и _____.ЄШЄНИЄ МЄЄМ2.5_2 10_2 8

50. Понятие тождественного преобразования вы-
ражения. Тождество. Рассмотрим два выражения

і(х)=х2-2х И 3(х)=4х-5.
при х=2имеемі(2)=22-2-2=о;8(2)=4-2-

- 5 = 3. Числа 0 и 3 называют соответственными

значениями выражений х2 - 2х и 4х - 5 при х = 2.
Найдем соответственные значения тех же выраже-
ний при х = 1:

і(1)=12-2- 1=-1; 9(1)=4-1-5=-1;
при х = О:

і(о)=о2-2-о=о; г(о)=4-о-5=-5.
Соответственные значения двух выражений могут
быть равными друг другу (так, в рассмотренном
примере выполняется равенство ї(1) = 3(1)), а могут
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и отличаться друг от друга (так, в рассмотренном
ПрИМере ї(2) і з(2); КО) і з(0))-

Если соответственные значения двух выражений,
содержащих одни и те же переменные, совпадают
при всех допустимых значениях переменных, то вы-
ражения называют тождественно равными.

Тождеством называют равенство, верное при
всех допустимых значениях входящих в него пере-
менных.

Так, тождественно равны выражения х5 и х2 ° хз,
а+ь+сис+ь+адшшўи4ш%?

Примеры тождеств:
а+Ь=Ь+щ
а+0=щ
(а+1))с=ас+1)с,

° 1 = а,
365: 362' хз.

Пропорция (см. п. 30)_2а _ 1_Оа есть тожде-а __1 (_5 - 1)
ство при всех значениях а, кроме а = 1, поскольку
при а = 1 знаменатели дробей обращаются в нуль,
т. е. дроби не будут иметь смысла.

ас аЗамена выражения ь_ выражением Б (сократи-
с

ли на с) есть тождественное преобразование выраже-
ас ас _ния ь- при ограничениях І) і О, с і О. Значит, ь- -
с с

= 2 _ ТОЖДЄСТВО ПрИ ВСЄХ ЗНаЧЄНИЯХ ПЄрЄМЄННЬІХ,
Ь

кроме 1) = О, с = О. Верные числовые равенства так-
же называют тождествами.

Замену одного выражения другим, тождественно
равным ему, называют тождественным преобразо-
ванием выражения.
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5 6. Целые рациональные выражения

51. Одночлены и операции над ними. Одночле-
ном называют такое выражение, которое содержит
Числа, Натуральные степени переменных и их про-
Изведения. например, 361125613), (5аь2) . (0,4034),
х2у ' (-22) ' Ё _ одночлены, тогда как выражения

аІэи + І), _ не являются одночленами.
с

Любой одночлен можно привести к стандартно-
му виду, т. е. представить в виде произведения Чис-
лового множителя, стоящего на первом месте, и сте-
пеней различных переменных. Числовой множи-
тель одночлена, записанного в стандартном виде,
называют коэффициентом одночлени. Сумму пока-
зателей степеней всех переменных называют сте-
пенью одночлена.

Если между двумя одночленами поставить знак
умножения, то получится одночлен, называемый
произведением исходных одночленов. При возведе-
нии одночлена в натуральную степень также полу-
Чается одночлен. Результат обычно приводят к
стандартному виду.

Приведение одночлена к стандартному виду, ум-
ножение одночленов _ тождественные преобразо-
вания.

П р и м е р 1. Привести к стандартному виду одно-
Член За ° (2,5и3).

Р е ш е Н И е. 361125613) =(з . 2,5) .(а.а3)= 7,5а4.
П р и м е р 2. Выполнить умножение одночленов

24а192ссіз и Ёа2193с.
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Р е ш е Н Н е. (24аь2са3) . (Ёсёьзс) = (24 . Ё) ><

>< (а . (12) . (112 . ьз) . (с . с) . аз = 4а3ь5с2а3.
П р и М е р 3. Возвести одночлен (-3аЬ2сз) в чет-

вертую степень.
Р е ш е Н Н е. (-заь2сзу1 = (-з)4 . (14. (ь2)4 . (сз)4 =

= 81а4Ь8с12.
Одночлены, приведенные к стандартному виду,

называют подобными, если они отличаются только
коэффициентом или совсем не отличаются. Подоб-
ные одночлены можно складывать и вычитать, в ре-
зультате Чего снова получается одночлен, подобный
исходным (иногда получается О). Слоэкение и вычи-
тание подобных одночленов называют приведением
подобных членов.

П р и м е р 4. Выполнить слоэкение одночле-
нов 18х2у23 и -8х2у23.

Р е ш е Н Н е. 1зх2у23 + (-зх2у23) = (18 + (-з» ><
× эс2у23 = 10х2у23.

52. Многочлены. Приведение многочленов к
стандартному виду. Многочленом называют сумму
одночленов. Если все члены многочлена записать в
стандартном виде (см. п. 51) и выполнить приведе-
ние подобных членов, то получится многочлен
стандартного вида.

Всякое целое выраэкение моэкно преобразовать в
многочлен стандартного вида _ в этом состоит цель
преобразований (упрощений) целых выражений.

П р и м е р 1. Привести многочлен За ° 51) + ЗаІ) +
+ 2а ° (-419) + І) ' І) к стандартному виду.
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Р е ш е Н и е. Сначала приведем к стандартному
виду Члены многочлена. Получим 15611) + 3611) -
- 8611) + 192. После приведения подобных Членов

получим многочлен стандартного вида ІОаІ) + 192.
П р и М е р 2. Привести многочлен (За + 51) - 2с) +

+ (2а - І) + 4с) к стандартному виду.
Р е ш е н и е. Если перед скобками стоит знак

плюс, то скобки моэкно опустить, сохранив знаки
всех слагаемых, заключенных в скобки. Воспользо-
вавшись этим правилом раскрытия скобок, получим

3а+5Ь-2с+2а-Ь+4с

и далее (За + 2а) + (51) - Ь) + (-2с + 4с) = ба + 41) + 2с.
п р И м е р з. (56121) + аь2) - (за2ь - 4аь2).
Р е Ш е н и е. Если перед скобками стоит знак ми-

НУС, ТО СКОбКИ МОЖНО ОПУСТИТЬ, ИЗМЄНИВ ЗНаКИ ВСЄХ

слагаемых, заключенных в скобки. Воспользовав-
шись этим правилом раскрытия скобок, получим

56121; + аь2 - 36121; + 4аь2 =

= (56121) - за2ь) + (аь2 + 4аь2) = 26121; + 561112 .
2 _ 1 2Пример 4. 4х (х ёх +3).

Р е ш е н и е. Произведение одночлена и много-
ЧЛЄНЭ. раВНО СУММЄ ПрОИЗВЄДЄНИЙ ЭТОГО ОДНОЧЛЄНЭ. И

КаЖДОГО ЧЛЄНЭ. МНОГОЧЛЄНЭ.:

2_12 =2,_2,12 2,=4х (х ёх +3) 4х х 4х 2х +4х 3

=4х3 -2х4 + 12362.
Пример 5.(а+Ь)(а-Ь).
Решение.Имеем(а+Ь)(а-Ь)=а(а-Ь)+Ь(а-

-Ь)=а2-ад+аЬ-Ь2=а2-Ь2.
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п р И м е р 6. (2хзу + зхуз) (2х + зу + 1).
Решение. Имеем 2х2у (2х+ 3у+ 1)+ Зэсу2 (2х +

+ Зу + 1) = (4х3у + 6х2у2 + 2х2у) + (6.962у2 + 9ху3 +
+ зхуз) = 4хзу + 6х2у2 + гизу + 6х2у2 + ехуз +
+ 3ху2.

Осталось привести подобные Члены (они под-
Черкнуты). Получим

4х3у + 12х2у2 + 2х2у + 9ху3 + 3ху2.

53. Формулы сокращенного умножения. В неко-
торых случаях приведение целого выражения
к стандартному виду многочлена осуществляется
с использованием тождеств:

(и + ь)(и - ь) = и2 - ьз, (1)
(и + ь)з = и2 + 2иь + ьз, (2)
(и - ь)з = и2 - 2иь + ьз, (з)

(и + ь) (и2 - иь + ьз) = из + ьз, (4)
(и - ь) (и2 + иь + ьз) = из - ьз, (5)

(и + ь)з = из + зизь + зиь2 + ьз, (в)
(и - ь)з = из - зизь + зиьз - ьз. (7)

Эти тождества называют формулами сокращенно-
го умножения.

Рассмотрим примеры, в которых нужно
преобразовать заданное выражение в многочлен
стандартного вида.

П р и м е р 1. (Зх2 + 4у3) (Зх2 - 4у3).
Р е ш е н и е. Воспользовавшись формулой (1), по-

лучим

(зхз)з - (4уз)з = 9х4 - 16уз.
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Пример 2.(а+Ь-с)(а+1)+с).
Решение. (а+Ь-с)(а+1)+с)=((а+Ь)-с)×

×((а+ь)+в)=(а+ь)2-с2=а2+2аь+ь2-с2.
пример з. (за2-5ь3)2.
Решение. Воспользовавшись формулой (3), по-

лучим

(3612)2 - 2 . 3612 . 5113 + (5ь3)2 = 9614 - зоа2ь3 + 25ь6.
пример 4. (за+1)(9а2-за+1).
Р е ш е Н И е. Воспользовавшись формулой (4), по-

лучим

(за)3+ 1 = 27а3+ 1.
54. Разложение многочленов на множители.

Иногда можно преобразовать многочлен в произве-
дение нескольких множителей _ многочленов или
одночленов. Такое тождественное преобразование
называют разложением многочлена на множите-
ли. В этом случае говорят, что многочлен делится
на каждый из этих множителей.

Рассмотрим некоторые способы разложения мно-
гочленов на множители.

1. Вынесение общего множителя за скобки. Это
преобразование является непосредственным следст-
вием распределительного закона

ас+Ьс=с(а+Ь).
П р и м е р 1. Разложить на множители много-

член 28х3 - 35х4.
Решение. 28х3-35х4= 7х3°4- 7х3°5х=

= из . (4 - ах).
Обычно при вынесении общего множителя за

скобки каждую переменную, входящую во все чле-
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ны многочлена, выносят с наименьшим показате-
лем, который она имеет в данном многочлене. Если
все коэффициенты многочлена _ целые числа, то в
качестве коэффициента общего мноэкителя берут
наибольший по модулю общий делитель всех коэф-
фициентов многочлена.

2. Использование формул сокращенного умноже-
ния. Формулы (1) _ (7) из п. 53, будучи прочитан-
ными «справа налево» , во многих случаях оказыва-
ются полезными для разложения многочленов на
мноэкители.

П р и м е р 2. Разлоэкить на мноэкители х6 - 1.
Р е ш е н и е. Имеем х6 - 1 = (хз)2 - 12. Применив

формулу (1) (разность квадратов), получим (х3 + 1) ×
× (х3 - 1). Применив теперь формулы (4) и (5) (сум-
ма кубов, разность кубов), получим

(х+ 1)(х2-х+ 1)(х- 1)(х2+х+ 1).
Итак,

хб- 1 =(х+ 1)(х- 1)(х2-х+ 1)(х2+х+ 1).
п р И м е р з. 4а4ь3 + 16а3ь4 + 1ва2ь5.
Р е ш е н и е. Сначала вынесем за скобки общий

множитель. Для этого найдем наибольший общий
делитель коэффициентов 4, 16, 16 и наименьшие
показатели степеней, с которыми переменные а или
І) входят в составляющие данный многочлен одно-
члены. Получим

4а2ь3 ((12 + 4аь + 4ь2).

Так как, далее, по формуле (2), а2 + 4611) + 4192 =
= (а + 21))2, то окончательно получаем 4а4193 +
+ 16а3ь4 + 16а2ь5 = 4а2ь3 (а + 2ь)2.
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3. Способ группировки. Он основан на том, что пе-
реместительный И сочетательный законы сложения
позволяют группировать члены многочлена различ-
ными способами. Иногда удается такая группиров-
ка, Что после вынесения за скобки общих мноэките-
лей в каждой группе в скобках остается один и тот
эке многочлен, который в свою очередь как общий
мноэкитель может быть вынесен за скобки.

Рассмотрим примеры разлоэкения многочлена на
мноэкители способом группировки
Пример 4. х3-3х2+5х-15.
Р е ш е н и е. Произведем группировку следую-

щим образом:

(хз - 3362) + (эх - 15).
В первой группе вынесем за скобки общий мноэки-
тель х2, во второй _ общий мноэкитель 5. Полу-
чим х2 (х - 3) + 5 (х - 3). Теперь многочлен (х - 3)
как общий мноэкитель вынесем за скобки: (х - 3) ×
× (х2 + 5). Таким образом, получаем

хз- 3362 + зх- 15 = (х- з)(х2+ 5).
Пример 5. 2Ох2+3у2- 15ху-4х2.
Решение. 2Ох2 + Зуг - 15ху - 4х2 = (2Ох2 - 15ху) +

+ (Зуг - 4х2) = 5х (4х - Зу) - 2 (4х - Зу) = (4х - Зу) ×
× (5х - 2).
пример 6.а2-7аь+12ь2.
Р е ш е н и е. Здесь никакая группировка не при-

ведет к появлению во всех группах одного и того эке
многочлена. В таких случаях иногда оказывается
полезным представить какой-либо член многочлена
в виде некоторой суммы, после чего снова попробо-
вать применить способ группировки. В нашем при-
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мере целесообразно представить -7аЬ в виде суммы
- Зоо - 4611). Получим

“2 - ть + 12112 = “2 - зад - 4аь + 12112 =
=(а2-заь)-(4аь- 12ь2)=а(а-зь)-4ь(а-зь)=

= (а - зь)(а - 41)).
Пример 7.х4+4у4.

Р е ш е Н и е. Прибавим и отнимем одночлен 4х2у2.
Получим х4 + 4у4 = (х4 -І- 4х2у2 + 4у4) _ 4х2у2 =

= (х2 + 2у2)2 - (2ху)2 = (х2 + 2у2 - 2ху) (х2 + 2у2 + 2ху).
Здесь применен метод выделения полного квад-

рота.

55. Многочлены от одной переменной. Многочлен
их + І), где а, І) _ Числа (а і О), а х _ перемеъшая, на-
зывают многочленом первой степени; многочлен ах2 +
+ Ьх + с, где а, І), с _ Числа (а і О), а х _ переменная,
называют многочленом второй степени или квад-

ратным трехчленом; многочлен ахз + Ьх2 + сх +
+ д, где а, І), с, д _ Числа (а і О), а х _ переменная,
называют многочленом третьей степени.

Вообще если а, І), с,..., І, т _ Числа (а і О), а х _
переменная, то многочлен

ах"+Ьх”-1+схп_2+...+1х+т

называют многочленом п-й степени (относительно х);
1, , Іх, т _ Члены многочлена, а, І), с,их", ох" _

.., І, т _ коэффициенты, их" _ старший член
многочлена, а _ коэффициент при старшем Члене,
т _ свободный член многочлена. Обычно много-
Член записывают по убывающим степеням перемен-
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Ной, т. е. степени переменной х постепенно умень-
шаются, в Частности на первом месте стоит старший
Член, на последнем _ свободный Член. Степень
многочлена _ это степень старшего Члена.

Например, 5х5 - 2эс3 + 3х2 + 1 _ многоЧлен пя-
той степени, в котором 5х5 _ старший Член, 1 _
свободный Член многоЧлена.

Если коэффициент при старшем Члене равен 1, то
многоЧлен называют приведенным, если указанный
коэффициент отлиЧен от 1, то неприведенным.

Корнем многочлена Р(х) называют такое знаЧе-
ние х, при котором многоЧлен обращается в нуль.
Например, Число 2 является корнем многоЧлена
Р(х)=х3+2х2-7х-2,таккакр(2)=23+2.22-
- '7 ° 2 - 2 = О.

56. Разложение квадратного трехчлена на ли-
нейные множители. Если х1 и х2 _ корни квадрат-
ного трехЧлена ах2 + Ьх + с (т. е. корни уравнения
ах2+Ьх+с=О), то

ах2+Ьх+с=а(х-х1)(х-х2).

Эта формула применяется для разложения квад-
ратного трехчлена на множители.

П р и м е р. Разлоэкить на множители 6х2 - х - 2.
Р е ш е н и е. Применив формулу корней квадрат-

ного уравнения (см. п. 137) к уравнению 6х2 - х - 2 =

= О, находим х1 = -Ё, х2 = Ё. ЗнаЧит,

6х2-х-2=6(х+%)(х-Ё) =2(х+%) °3(х-Ё) =

= (2х + 1)(3х - 2).
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57. Разложение на множители двучлена хп -
- а". Известно, что

х2-а2=(х-а)(х+а), (1)

х3 - из = (х - а)(х2 + ха + а2). (2)

Если перемноэкить многочленьІ х - а и х3 -І- х2а -І-
+ ха2 + из, то получим

х4 - а4 = (х - а)(х3 + х2а + ха2 + из). (3)

Обобщением формул (1), (2), (3) является форму-
ла разложения на множители двучлена хп - ап:

х"-а"=(х-а)(х"_1+х"_2а+х"'_3а2+ +
+ ха"'2+а"-1).

Если, в частности, а = 1, то получаем

х"-1=(х-1)(х"-1+х"-2+х"-3+...+х+1).
Например, х,7 - 1 = (х - 1)(х6 + х5 + х4 + х3 + х2 +

+ х + 1).
58. Возведение двучлена в натуральную степень

(бином Ньютона). В этом пункте речь идет о том,
как двучлен (или бином) а + І) возвести в любую на-
туральную степень.

вслип= 1,т0(а+ь)1=а+ь.
Еслип= 2, то (а+1))2=а2+ 2аЬ+Ь2.
Если п = з, то (а + из = из + 36121) + 361112 + ьз.
Воспользовавшись тем, что (а + 1))4 = (а + 15)3 (а + 1)),

можно вывести формулу

(а + ь)4 = “4 + 46131; + 6а2ь2 + 461113 + 114.
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Вообще онраведлива следующая формула (бином
Ньютона):

(а+ь)”=а”+гщ”-1ь+ % а”-2ь2+

+ "("_1)(”_2) .а"_3ь3+... +
1-2-3

+п(п- 1)(п- 2).. (п Іг+1)а_п Ігьіг+ +ьп
1 2-3 Іг

Пример. Для (а+1'))6 но формуле бинома Нью-
тона получаем

(а+ь)6=а6+ва5ь+_6°5а4ь2++(1і Ё Ёаа3ь3+
1-2

+6---543 а2ь4+6ша=5432ь5+ь6
1- 2 34 1 2 3--4 5

= аб + 6а5ь2 + 15а4ь2 + гоазьз + 15а2ь4 + ваьб + ьб.

5 7. Дробные рациональные выражения

59. Рациональная дробь и ее основное свойство.
Любое дробное выражение (см. н. 48) можно нреоб-

разовать к виду Ё , где Р и (2 _ многочлены. Такую

дробь В называют рациональной дробью.

Примеры рациональных дробей:

х+ 1 (х+2)(х2- 3)
1, а+2Іэ+5с

2х-ё
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Основное свойство дроби выражается тождест-
Р _ РВвом - - _ , справедливым при условиях В і О и
6? ФВ

(2 і О; здесь В _ целое рациональное выражение.
Это значит, что числитель и знаменатель раци-
ональной дроби можно умножить или разделить на
одно и то же отличное от нуля число, одночлен или
многочлен. Например,

1 а_і 2 12(1х3-1х2+1)
Зх 2х +1: 3 2 =4х3-6х2+12
1 2 1 1 1 2 1 1 Зх2+2х+6 '

Основное свойство дроби может быть использова-
но для перемены знаков у членов дроби. Если чис-

Р
ЛИТЄЛЬ И ЗНаМЄНаТЄЛЬ ДрОбИ ё УМНОЖИТЬ На _1, ПО-

Р -Рлучим - = _ . Таким образом, значение дроби не
6? -0

изменится, если одновременно изменить знаки у
числителя и знаменателя. Если же изменить знак
ТОЛЬКО У ЧИСЛИТЄЛЯ ИЛИ ТОЛЬКО У ЗНаМЄНаТЄЛЯ, ТО И

дробь изменит свой знак: __Р = -В ' Р = -В .о е*-_е о
Значит, В = ___Р = -і.

Є? Є? -62
Зх-2 -ЅЗх-Щ 2-Зх

Н ,_ =_ =__.
аПрИМер Зх+4 Зх+4 Зх+4

60. Сокращение рациональных дробей. Сокра-
тить дробь _ это значит разделить числитель и зна-
менатель дроби на их общий множитель. Возмож-
ность такого сокращения обусловлена основным
свойством дроби.
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Для того Чтобы сократить рациональную дробь,
нужно числитель и знаменатель разложить на мно-
жители. Если окажется, Что числитель и знамена-
тель имеют общие множители, то дробь Можно со-
кратить. Если общих множителей нет, то преобра-
зование дроби посредством сокращения невоз-
можно.

х2-Зху
9у2 _ х2 '

Решение.Имеемх2-3ху=х(х-3у);

П р и М е р. Сократить дробь

9у2 -х2=-(х2- 9у2›=-(х- зужх+зу>
х2-Зху_ х(х- Зу) __ х
9у2-эс2 _(х 3у)(х+3у) х+3у.

Значит,

Сокращение дроби выполнено при условии х - Зу а:
а: О.

61. Приведение рациональных дробей к общему
знаменателю. Общим знаменателем нескольких
рациональных дробей называют целое рациональ-
ное выражение, которое делится на знаменатель
каждой дроби (см. п. 54).

Например, общим знаменателем дробей Ё
х

служит многочлен (х + 2)(х - 2), так как онИ Зх_ 21

делится и на х + 2, и на х - 2. Общим знаменателем

могут также служить и многочлен 3 (х + 2)2 ° (х - 2),
и многочлен х (х + 2) (х - 2), и многочлен 5х2 (х + 2) ×
× (х - 2)3 и т. д. Обычно берут такой общий знамена-
тель, Что любой другой общий знаменатель делится
на выбранный. Такой простейший знаменатель на-
зывают наименьшим общим знименителем.
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В рассмотренном выше примере наименьший об-
щий знаменатель равен (х + 2)(х - 2). Имеем

і: х(х-2) Зх-1=(Зх-1)(х+2)
х+2 (х+2)(х-2), х-2 (х+2)(х-2)'

Приведение данных дробей к общему знаменателю
достигнуто путем умножения числителя и знамена-
теля первой дроби на х - 2, а числителя и знамена-
теля второй дробей на х + 2. Многочлены х - 2
и х + 2 называют дополнительными множителя-
ми соответственно для первой и второй дроби. До-
полнительный множитель для данной дроби равен
частному от деления общего знаменателя на знаме-
натель данной дроби.

Чтобы несколько рациональных дробей привес-
ти к общему знаменателю, нужно:

1) разложить знаменатель каждой дроби на мно-
жители;

2) составить общий знаменатель, включив в про-
изведение все множители полученных в п. 1) разло-
жений; если некоторый множитель имеется в не-
скольких разложениях, то он берется с показателем
степени, равным наибольшему из имеющихся;

3) найти дополнительные множители для каж-
дой из дробей (для этого общий знаменатель делят
на знаменатель дроби);

4) домножив числитель и знаменатель каждой
дроби на соответствующий дополнительный мно-
житель, привести дроби к общему знаменателю.

П р и м е р. Привести к общему знаменателю
дроби

а Ь а+Іэ
12612 - 12ь2 , 18613 + 186121; , 24612 _ 24аь'
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Р е ш е Н И е. Разлоэким знаменатели дробей на
мноэкители:

12612 - 12ь2 = 12(61 - ь)(61 + ь);

18613 + 1861211 = 18612 (61 + ь);

24612 - 246111 = 2461 (61 - ь).
В общий знаменатель надо включить следующие

мноэкители: (а - Ь), (а + Ь), а2, а также наименьшее
общее кратное чисел 12, 18, 24, т. е. К (12, 18, 24) =

= '72. Значит, общий знаменатель имеет вид '72612 ×
× (а - 1))(а + Ь).

Дополнительные мноэкители: для нервой дроби
6612, для второй дроби 4(а - Ь), для третьей дроби
3а(а + 1)). Значит, получаем

їаи2

_а = баз .
12612- 1211 72612(61_ь)(61+ь) 2

4( -ьь“Ц = 4ь(61 _ ь)
8613 + 18612 72612(61 _ ь)(61 + ь)'

3а(а+Ь)

а + Ь = За(а + Ь)2
24612-246111 72612(61 - ь)(61 + ь) '

62. Сложение и вычитание рациональных дро-
бей. Сумма двух (и вообще любого конечного числа)
рациональных дробей с одинаковыми знаменателя-
ми тоэкдественно равна дроби с тем эке знаменате-
лем и с числителем, равным сумме числителей
складываемых дробей:

Р1 +Р2 _1_1>1+11>2
6? 6? 6? '
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Аналогично обстоит дело в случае вычитания дро-
бей с одинаковыми знаменателями:

Р1_Рг_ Р__1 Р2
6? 6? 6?

П р и М е р 1. Упростить выражение_ + у_3
х+у х+у

Р е ш е н и е. Выполним сложение данных дробей:

х_3 + у_3 = х3+у3 = (х+у)(х2-ху+у2) = хг
х+у х+у х+у х+у
- ху + у2.

Для сложения или вычитания рациональных
дробей с разными знаменателями нужно прежде
всего привести дроби к общему знаменателю, а за-
тем выполнить операции над полученными дробя-
ми с одинаковыми знаменателями.

П р и м е р 2. Упростить выражениеф
2х2+2х

+ 2х- 1 _ 3
х2-1 х
Решение. Имеем

2х2+2х=2х(х+ 1);
х2-1=(х-1)(х+ 1).

Значит,

ш а
З + 2х- 1 _ 2 = 3 + 2х- 1 _

2х2+2х х2-1 х 2%(х+1) (х_1)(х+1)
2(х-1)(х+1)

_ 3 __ _з(х_1)+2х(2х-1)-4(х-1)(х+1) _
х 2х(х- 1)(х+1)

= х+1 = 1
2х(х - 1)(х + 1) 2х(х - 1) '
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63. Умножение и деление рациональных дро-
бей. Произведение двух (и вообще любого конечно-
го числа) рациональных дробей тождественно равно
дроби, числитель которой равен произведению чис-
лителей, а знаменатель _ произведению знамена-
телей перемножаемых дробей:

Р 1 , Ё = Р 1 ' Р2
61 62 61'62.

Частное от деления двух рациональных дробей
тождественно равно дроби, числитель которой равен
произведению числителя первой дроби на знамена-
тель второй дроби, а знаменатель _ произведению
знаменателя первой дроби на числитель второй дроби:

Р1.Ё=Р1'@2
621 . 92 91 'Р2 .

Сформулированные правила умножения и деле-
ния распространяются и на случай умножения или
деления на многочлен: достаточно записать этот
многочлен в виде дроби со знаменателем 1.

Учитывая возможность сокращения рациональ-
ной дроби, полученной в результате умножения или
деления рациональных дробей, обычно стремятся до
выполнения этих операций разложить на множите-
ли числители и знаменатели исходных дробей.

2
П р и м е р 1. Выполнить умножение х_ї:х; 1

х
9х4
х2 - 1
Решение. Имеем:

Ш: х+12. 9364 9,64
18363 18363 , х2_1 _(х-1)(х+1)'
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Использовав правило умножения дробей, полу-
ЧиМ

х2+2х+1_ 9х4 = (эс+1)2-9х4 =эс(:›с+1)
18х3 х2-1 18х3(х+1)(х-1) 2(х-1)

а3-2а2П р и М е р 2. Выполнить деление _
За+3

а2-4
За2+6а+3
Решение. Имеем:

а3-2а2=а2(а-2), а2-4 =(съ-2)(а+2)
За+3 3(а+1),3а2+6а+3 З(а+1)2

Использовав правило деления дробей, получаим

а3-2а2 , а2-4 = а2(а-2)~З(а+1)2 =
за+з '3а2+6а+3 з(а+1)(а-2)(а+2)

=а2(а+1)
а+2 '

64. Возведение рациональной дроби в целую сте-

пень. Чтобы возвести рациональную дробь В в нату-

раЛЬНУЮ СТЄПЄНЬ п, НУЖНО ВОЗВЄСТИ В ЭТУ СТЄПЄНЬ ОТ-

ДЄЛЬНО ЧИСЛИТЄЛЬ И ЗНаМЄНаТЄЛЬ ДрОбИ; ПЄрВОЄ ВЬІра-

ЖЄНИЄ _ ЧИСЛИТЄЛЬ, а ВТОрОЄ ВЬІраЖЄНИЄ _ ЗНаМЄ-

НаТЄЛЬ рЄЗУЛЬТаТаІ

(Р) " Р”6? оп'
П р и М е р 1. Преобразовать в дробь степень

(23,62у 3

325 .
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Р е ш е Н и е. Применив правила возведения в
2362 3

СТЄПЄНЬ ДрОбИ И ОДНОЧЛЄНа, ПОЛУЧИМ ( 3 15/ =
2

=Ш = 8х_6у9
(325)3 27215
При возведении дроби в целую отрицательную

Р -п а п
СТЄПЄНЬ ИСПОЛЬЗУЄТСЯ ТОЖДЄСТВО (ё) = (Ъ) , Спра-

ведливое для всех значений переменных, при кото-
рыхРіОифіО.

П р и М е р 2. Преобразовать в дробь выражение

((а+ь)2(а _ ь) -5
(а+2ь)4 '

Р е ш е н и е.

((а+ь)2(а_ь) -5=( (а+2ь)4 )5=
(а + 2ь)4 (а + ь)2(а - ь)3

_ (а + 21020
(а + ь)1°(а - ь)15'

65. Преобразование рациональных выражений.
Преобразование любого рационального выражения
сводится к сложению, вычитанию, умножению и
делению рациональных дробей, а также к возведе-
нию дроби в натуральную степень. Всякое раци-
ональное выражение Можно преобразовать в дробь,
Числитель и знаменатель которой _ целые выраже-
ния; в этом, как правило, состоит цель тождествен-
ных преобразований рациональных выражений.

П р и М е р. Упростить выражение

(2а _ 4а2 )( 2а _|_ 1 )_1_|_ 8а2
2а+Ь 4а2+4аь+ь2 4а2-ь2 Ь-2а 2а+Ь'
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Р е ш е Н и е. Выполняя действия с рациональ-
нь1ми дробями, получим:

2а+Ь

1) 2а _ 4а2 = 2а _ 4а2 =
2а+19 4а2+4а19+19 2а+19 (2а+Іэ)2

= 2а(2а+ь)-4а2 = 2аь
(2а+ь)2 (2а+ь)2'

2а+Ь

2) 2а + 1. = 2а __ 1 =
4а2_192 Ь-2а (2а-Із)(2а+19) 2а-Іэ

= 2а-2а-ь = -ь _
(2а_ь×2а+1д (2а_ь×2а+ь)*
3)(_ ь )-1 =_(2а-ь)(2а+ь)_

(2а-ь)(2а+ь) ь '

4) 26119 _(_(2а - Ь)(2а + 19)) =_2а19(2а - Ь)(2а + Ь) =
(2а+Із)2 1? Із(2а+Із)2

=_ 2а(2а-Іэ) = 2аІэ-4а2 ,
2а+ь 2а+ь '

_ 2 2 25) 2аІз 4а _|_ 8а = 2аІэ+4а = 2а(2а+Іэ) = 261.
2а+Із 2а+Із 2а+Із 2а+Із

5 8. Иррациональные выражения

66. Простейшие преобразования арифметиче-
ских корней (радикалов). При преобразовании
арифметических корней используются их свойства
1°_5° (см. п. 35).

Рассмотрим несколько примеров на применение
свойств арифметических корней для простейших
преобразований радикалов. При этом все перемен-
ные будем считать принимающими только неотри-
цательные значения.

П р и м е р 1. Извлечь корень из произведения

3^/а31)9 .
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Р е ш е Н и е. Применив свойство 1°, получим

ЗА/а3Ь9 = ЗА/аз ° 34199 = аЬЗ.
П р и М е р 2. Вынести множитель из-под знака

корня А/45а5 .
Решение. Имеем

^иззаб = ^/9а45а = 1.6 4674.15» = 3612 Ю.
Такое преобразование называют вынесением

множителя из-под знака корня. Цель преобразова-
ния _ упростить подкоренное выражение.

П р и М е р 3. Упростить (ЗК/с?2 )5.

Р е ш е н и е. По свойству 3° имеем (да/672)5 =

Обычно стараются подкоренное выражение уп-
ростить, для Чего выносят множители за знак кор-

ня. Имеем 3 а10 = ЗА/а9-а = ЗА/а_9 ° Ё/Ёє = (13%.

Итак, (ЗА/а_2)5 = из ЗМЗ .

П р и м е р 4. Упростить 4А/х2 31/32 .

Р е ш е н и е. Преобразуем выражение х2 51/32 , внеся

множитель под знак корня: х2 ЁГ = ЗА/(х2)З ' 3 х =
= ЗА/хб ' 3 х = 3^/х6х = 3^/х7. По свойству 4° имеем
4,/З/х7 = 12/х7_

П р и м е р 5. Упростить 39/29 .
Р е ш е н и е. По свойству 5° мы имеем право по-

казатель корня и показатель степени подкоренного
выражения разделить на одно и то же натуральное
Число. Если в рассматриваемом примере разделить
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указанные показатели на 3, то получим 39/29 =

=1<ыїз=1<ыа
П р и М е р 6. Упростить выражения:

а)51/5'5«/а_2;б)%°9/Ё1;В)%3°12«/х_7.
Р е ш е н и е. а) По свойству 1° получаем, Что для

перемножения корней одной и той же степени до-
статочно перемножить подкоренные выражения и
из полученного результата извлечь корень той же
степени. Значит,

Ё/Ёє'ЕК/сў=5^/а-а2=їі/а_3.

б) Прежде всего мы должны привести радика-
лы к одному показателю. Согласно свойству 5°
мы можем показатель корня и показатель степе-
ни подкоренного выражения умножить на одно и то

же натуральное число. Поэтому 3 а = 6А/а2 . Далее

имеем 6А/а2 ° 6 а = 6А/а3 . А теперь в полученном ре-
зультате разделим показатели корня и степени под-

коренного выражения на 3: 64613 = А/с_є .

Итак,%°%=л.
в) Приведем радикалы к одному показателю.

Для этого нужно найти наименьшее общее кратное
чисел 8 и 12, т. е. К (8, 12) = 24. Далее показатели
корня и степени подкоренного выражения для пер-
вого из перемножаемых радикалов следует умно-
жить на 3, а для второго _ на 2. Получим

*ЗА/ЖЗ ° 1% = 24%) ° 24 х14 = 24^/х9 - х14 = 24 х23.
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На практике при выполнении действий над ради-
калами довольно Часто переходят к дробным пока-
зателям. Например,

з '7 з '7 23
_ _ _+_ _8/хз.12/х7=х8.х12 =х8 12 =х24=24 х2з_

67. Тождество ^/а2 = ІаІ. Упростим выражение
^/а2 . Здесь Могут представиться два случая: а 2 О или

а < О. Если а 2 О, то ^/а_2 = а; например,«/2_2 = 2,

4272 = 27, «/О_2 =О. Если жеа<0, то А/а_2 =-а; на-

пример, /\/(-2)2 = ,Д = 2 = - (-2). Итак,

(а2 ={а,еслиа20,
-а, еслиа< 0.

Но точно так же определяется Модуль действитель-
ного Числа (см. п. 26). Таким образом,

Ш = ІаІ.

например, ,/3_2 = |з| = з; ^/(_5)2 = |-5| = - (-5) = 5.
Вообще, если п _ Четное Число, т. е. п = 21%, то

“Маше = ІаІ.
П р и м е р. Упростить выражение

^/х2-6х+9 +А/2-х +х-3.
Решение.Имеем:

^/х2 - бх + 9 = ^/(х - 3)2 = Іх- ЗІ.
Поскольку заданное выражение содержит слагае-

мое ^/2 - х , то 2 - х 2 О, откуда находим, Что х < 2.
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Значит, х - 3 < О, а потому Іх - 3| = -(х - 3) = 3 - х.
Итак, ^/х2 - бх + 9 = 3 - х, И мы получаем

^/х2-6х+9 +^/2-х +х-3=3-х+^/2-х+х-3=
= ^/2-эс.

68. Преобразование иррациональных выраже-
ний. Для преобразования иррациональных выраже-
ний Используются свойства радикалов (см. п. 35)
и свойства степени с рациональным показателем
(см. п. 38).

П р и м е р. Упростить выражение

Іс(х)=(^/1__:/_хх4^/_+ 1_;/_л)2(х0+%+х_1)_5.

Решение.

1)4Гз_- 4І__%(_4672-1›=44616_2-1 =_41,2;
1- ЛС 1-6; 1-6;

2)_%+1+Л=-%4х+1+Л=-Л+1+Л=
4«/г_г 456 456

=і.

=і-
3)(46)2= (46)2 447
4) 2+х _1+ї+1=х_+2^/”_“+1=

х «Д х х
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2_1 15) (Щ: >2 = ((Гїцт = Гт =

Итак, ї' (х) =
Л+1.

Обычно стараются записать ответ так, чтобы в
знаменателе Не содержалась иррациональность.
Для избавления от иррациональности в знаменате-

ле дроби умножим и Числитель, и знаМена-
х + 1

тель на х - 1 _ это выражение называют сопря-

женным для выражения А/э_с + 1. ПолуЧиМ

1 = май-1 = 156-1 =Лс-1_
Лен (дном-1) (Ло-12 х-1
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5 9. Определение и свойства функций

69. Определение функции. Если даны числовое
множество Х и правило ї', позволяющее поставить в
соответствие каждому элементу х из множества Х
определенное Число у, то говорят, что задана функ-
ция у = ї`(х) с областью определения Х; пишут:

у=1°(х),хЄХ-

При этом переменную х называют независимой пе-
ременной или аргументом, а переменную у_ зависи-
мой переменной. Для области определения функции
используют также обозначение В (ї). Множество всех
значений функции у = ї`(х), х Є Х, называют областью
значений функции и обозначают Е(]“).

Если функция задана выражением, то допуска-
ется ее задание в виде у = ї`(х) без условия х Є Х в
случае, когда область определения выражения ї`(х)
совпадает с областью определения функции.

Например, запись «функция у = А/э_с ›› означает у =

= «ЛС , х Є [0, +00), поскольку область определения

выражения ^/э_с задается неравенством х 2 О.

'70. Аналитическое задание функции. Чтобы за-
дать функцию, нужно указать способ, с помощью
которого для каждого значения аргумента можно
найти соответствующее значение функции. Наибо-
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лее употребительным является способ задания
функции с помощью формулы у = ї'(х), где ї`(х) _
Некоторое выражение с переменной х. В таком слу-
чае говорят, что функция задана формулой или что
функция задана аналитически.

Пример 1.у=х2+5х-1, гдех20. Область
определения этой функции _ луч [О; +00). Чтобы най-
ти значение функции в любой точке х 2 О, достаточно
найти числовое значение выражения х2 + 5х - 1 в вы-
бранной точке. Функция задана аналитически.

П р и м е р 2. Функция у = ї`(х) задана аналити-
2

ЧЄСКИ фОРМУЛОЙ Кх) = %х:;1 . Найти: а) ї`(-х);х +
б) КМ); В)1°(х + а); г)1°(|х|)-

Р е Ш е н и е. а) Чтобы найти ї`(-х), надо в ї`(х)
всюду вместо х подставить (-х). Получим

ї'(-х) = (_х)2 + (_х) + 1 =Ш
(_х)4 + З х4 + 3

Итак, 2 1

И =_;
2 2 2

б) ты) = (Ішзігьїхї 1 = ,г 24:36; 1.
2

_ |х|2+|х|+1 _ х2+|х|+1г х -_ -_.
)]с(| І) |х|4+3 х4+3

П р и м е р 3. Найти область определения функ-
1ии = _ .

Ц у х+2 1
Р е ш е н и е. Выражение т определено при

ВСЄХ х, КрОМЄ ТОГО ЗНаЧЄНИЯ, КОТОрОЄ ОбраЩаЄТ ЗНа-
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менатель в О, _ это значение х = -2. Значит, об-
ласть определения функции состоит из всех чисел,
кроме х = - 2.

П р и М е р 4. Найти область определения функ-

цииу= ^/зс-1.

Р е ш е н и е. Выражение ^/зс - 1 определено при
тех х, при которых х - 1 2 О, т. е. при х 2 1. Значит,
область определения функции _ луч [1; +00).

Иногда функция задается на различных проме-
экутках различными формулами. Такую функцию
называют кусочной.

ПрИМер: у = Юг), где
_ 2х+3,если-1<х<0,

ї(х)_ х+2,если0<х<1.

Эта функция определена на отрезке [-1; 1]. Для вы-
числения ее значений нуэкно точно определить,
какой формулой следует воспользоваться для за-
данного конкретного значения аргумента. Напри-
мер, если нуэкно вычислить ї`(0,5), воспользуемся
равенством ї`(х) = х + 2 (поскольку число х = 0,5
удовлетворяет условию О < х < 1) и получим
ї`(0,5) = 2,5. Если эке нуэкно вычислить ї(-О,5), то
воспользуемся равенством ї`(х) = 2х + 3 (поскольку
число х = 0,5 удовлетворяет условию -1 < х < О) и
получим ї`(-О,5) = 2.

'71. Табличное задание функции. На практике
часто используют табличный способ задания функ-
ции. При этом способе приводится таблица, указы-
вающая значения функции для имеющихся в таб-
лице значений аргумента. Примерами табличного
задания функции являются таблица квадратов,
таблица кубов, таблица квадратных корней.
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Во многих случаях табличное задание функции
оказывается удобным. Оно позволяет найти значения
функции для значений аргумента, имеющихся в таб-
лице, без всяких вычислений. На практике Часто за-
висимость одной величины от другой находят опыт-
ным путем. В этом случае одной величине придают
определенные значения, а потом из опыта для каэкдо-
го из таких значений находят значение (обычно при-
блиэкенное) второй величины. Таким образом, опыт
позволяет составить некоторую таблицу значений
функции. Существуют методы, позволяющие по та-
кой таблице подбирать формулы, задающие функции
(с определенной точностью).

'72. Числовая плоскость. Координатная плос-
кость, оси координат. Множество всех пар1 дейст-
вительных чисел называют числовой плоскостью.
Как для мноэкества всех действительных чисел

есть геометрическая модель _ координатная прямая
(см. п. 21), так и для мно-

уд экества всех пар действи-
х = а тельных чисел есть гео-
у = ь метрическая модель _ ко-

ь ординатная плоскость. Ко-
ординатная плоскость ху
определяется двумя вза-

0 а х имно перпендикулярны-
ми координатными пря-
мыми с общим началом О
и одинаковым масштабом
(рис. 1.7). Точка О _ на-

Рис. 1.7 чало координат. Горизон-

П

1 Под парой чисел понимают два числа, которые рассматри-
ваются в определенном порядке.
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тальная прямую называют осью абсцисс или осью х,
вертикальную _ осью ординат или осью у.

Если отметить на координатной плоскости все
точки с абсциссой х = а, то получится прямая, па-
раллельная оси у (рис. 1.7); говорят, Что х = а _
уравнение этой прямой. Если отметить на коорди-
натной плоскости все точки с ординатой у = І), то по-
лучится прямая, параллельная оси х (рис. 1.7); го-
ворят, Что у = о _ уравнение этой прямой.

О коордІ/шатной плоскости см. также «Геометрия» , п. 101 .

'73. График функции, заданной аналитически.
Пусть функция задана аналитически формулой
у = ї`(х). Если на координатной плоскости отметить
все точки, обладающие следующим свойством: абс-
цисса точки принадлежит области определения
функции, а ордината равна соответствующему зна-
чению функции, _ то получится множество точек
(х: 1"(х))- график функции-

Например, графиком функции у = х является
множество точек вида (х; х), т. е. точек, имеющих
одинаковые координаты. Это множество точек есть
биссектриса координатных углов І и ІІІ (рис. 1.8).

На практике для постро- у,
ения графика функции со-
ставляют таблицу значений П 1
функции при некоторых
значениях аргумента, нано-
сят на плоскость соответст-
вующие точки и соединяют 0
полученные точки линией.
При этом предполагают, Ш ш
что найденные точки доста-
точно точно показывают
ход изменения функции. Рис, 1,8

К

а
"
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П р и М е р. Построить график функции у = х2.
Р е Ш е Н и е. Составим таблицу некоторых значе-

ний функции:

х -З -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2 3

у 9 4 1 0,25 0 0,25 1 4 9

Нанесем Найденные точки (0; 0); (0,5; 0,25);

(_0,5; 0,25); (1; 1); (_1; 1); (2; 4); (_2; 4); (3; 9);
(-3; 9) на координатную плоскость (рис. 1.9).
Соединив эти точки плавной линией, получим гра-
фик (а точнее, эскиз графика) функции у = х2
(рис. 1.10). Эту линию называют параболой. Вооб-
ще параболой является график любой функции ви-
да у = ах2, где а і 0 (см. п. 111).

ум ЁЁҐ
8--
7--
6--

5-.
4 4--
3--

2--
_1 1-.
На с . . . . . . с

_3_2_11|оі1ъ23 Эс _3_2'_'101233с
_Ё Ё
Рис. 1.9 Рис. 1.10

'74. Четные и нечетные функции. Функцию у =
= ї`(х), х Є Х, называют четной, если для любого х
из области определения функции выполняется ра-
венство ї`(-х) = ї`(х).
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Функцию у = ї`(х), х Є Х, называют нечетной,
если для любого х из области определения функции
выполняется равенство ї`(-х) = -ї`(х).

6Например, у = х2, у = х4, у = х _ Четные функ-
ции, а у = хз, у = хб, у = х,7 _ неЧетньІе функции.

Если функция у = ї'(х) такова, Что хотя бы для од-
ной пары знаЧений х и - х оказалось, Что ї`(-х) і -ї'(х),
и хотя бы для одной пары знаЧений х и -х оказа-
лось, Что ї`(-х) і ї'(х), то функция не является ни
Четной, ни неЧетной.

Из определения следует, Что область определе-
ния Х как Четной, так и неЧетной функции долэк-
на обладать следующим свойством: если х Є Х, то
и -х Є Х (т. е. Х _ симметриЧное относительно О
множество).

П р и М е р. Исследовать на Четность функции:

а) у = 3020; б) у= 3013; В)у= 362-4-
х - 9

Р е ш е н и е. а) Имеем ї(х) = х20, ї(-х) = (-х)20 = х20.
ЗнаЧит, ї`(-х) = ї`(х) для всех х. Функция является
Четной.

б) Имеем ї`(х) = х13, ї`(-х) = (-эс)13 = -х13. ЗнаЧит,
ї`(-х) = -ї'(х) для всех х. Функция является неЧет-
ной.

в) Имеем ї`(х) = 32-42. Заметим, Что ї`(4) = О,
х _

а ї'(-4) = -ё . Не выполняется ни равенство ї`(4) =

= ї'(-4), ни равенство ї'(-4) = -ї'(4). ЗнаЧит, функция
не является ни Четной, ни неЧетной.

'75. График Четной функции. График неЧетной
функции. Графики Четной и неЧетной функций об-
ладают следующими особенностями:
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Если функция является четной, то ее график
симметричен относительно оси ординит.

Если функция является нечетной, то ее график
симметричен относительно начали координат.

П р и М е р 1. Построить график функции у = ІхІ.
Р е ш е Н и е. Имеем ї`(-х) = | -хІ = |х| = ї`(х). Зна-

чит, функция четна, а потому ее график симметри-
чен относительно оси ординат.

Если х 2 О, то |х| = х, т. е. при х 2 О имеем у = х.
Графиком функции у = х при х 2 О слуэкит биссект-
риса первого координатного угла. Подвергнув ее
преобразованию симметрии относительно оси у, по-
лучим график функции у = |х| (рис. 1.11).

П р и м е р 2. Построить график функции у = х ІхІ.
Р е ш е н и е. Имеем ї`(-х) = (-х) І-хІ = -х |х| =

= -ї'(х). Значит, функция нечетна, а потому график
ее симметричен относительно начала координат.
Еслих20,то|х|=х,аї`(х)=х°|х|=х°х=х2.

Значит, при х 2 О имеем у = х . Графиком будет
ветвь параболы. Она изображена на рисунке 1.12.
Подвергнув ее преобразованию симметрии относи-
тельно начала координат, получим график функ-
ции у = х |х| (рис. 1.13).

ум у“ ул

у=х|х|
гху=|х|

Рис. 1.11 Рис. 1.12 Рис. 1.13
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'76. Периодические функции. Функцию у = ї`(х),
х Є Х, называют периодической, если существует та-
кое отличное от нуля Число Т, Что для любого х из
области определения функции справедливо равен-
ство ї`(х + Т) = ї`(х) = ї`(х - Т).

Число Т называют периодом функции у = ї'(х).
Из этого определения сразу следует, Что если Т_

период функции у = ї'(х), то 2Т, 3Т, 4Т, -Т, -2Т,
-3Т, -4Т _ также периоды функции. Значит, у
периодической функции бесконечно много пери-
одов. Если Т _ период функции, то и Число вида
ІгТ, где Іг _ любое целое Число, также является пе-
риодом функции.

Чаще всего (но не всегда) среди множества поло-
жительных периодов функции можно найти на-
именьший. Его называют основным периодом.

Графики периодических функций обладают сле-
дующей особенностью. Если Т _ основной период
функции у = ї`(х), то для построения ее графика до-
статоЧно построить ветвь графика на одном из про-
межутков оси х длиной Т, а затем осуществить па-
раллельный перенос этой ветви по оси х на ± Т, ± 2Т,
± 3Т, (рис. 1.14). Чаще всего в качестве такого
промежутка длиной Т выбирают промежуток с кон-

цами в точках (_ё;О) и (5; О) или (0; О) и (Т; О).

мыЁыуиш
Рис. 1.14
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Примеры периодических функций с основным
периодом:

у = {х}, Т = 1 (см. п. 93);
у = Ѕіп х, Т = 211 (см. п. 102);
у = соЅ х, Т = 211 (см. п. 103);
у = 1:8" х, Т = л (см. п. 104);
у = си; х, Т = л (см. п. 105).

'77. Монототшые функции. Функцию у = ї`(х), х Є Х,
называют возрастающей на промежутке Х1 С Х
(С _ знак включения одного множества в другое),
если для любых х1 и х2 из Х1 таких, Что х1 < х2, вы-
ПОЛНЯЄТСЯ НЄраВЄНСТВО

1"(х1) < 1"(х2) (короче: х1 < хг => 1"(х1) < 1”(х2))-

Функцию у = ї(х), х Є Х, называют убывающей
на промежутке Х1 С Х, если для любых х1 и х2 из
Х1 таких, Что х1 < х2, выполняется неравенство

1"(х1) > 1"(х2) (короче: х1 < хг => 1"(х1) > 1”(х2))-

Иными словами, функция возрастает (убывает)
на промежутке, если, какие бы два значения аргу-
мента, принадлежащие этому промежутку, ни
взять, окажется, что большему значению аргу-
мента соответствует большее (меньшее) значение
функции.

При движении вдоль оси абсцисс слева направо
ордината графика возрастающей функции увеличи-
вается (рис. 1.15), а ордината графика убывающей
функции уменьшается (рис. 1.16).

Возрастающие и убывающие функции объединя-
ют термином «монотонные функции››.

П р и м е р. Исследовать на монотонность функ-
циюу= 2х3+ 3.
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ул у д

у4 у1
уз у2
у2-

у1 уз
х4

х1 0 322 хз х4 (Х:7 х1 х2 0 хз ТХ:

у4

Рис. 1.15 Рис. 1.16

Р е ш е Н и е. Пусть х1 < х2. Тогда по свойствам
ЗЧисловых неравенств (см. п. 24) Имеем х1 < х2,З

2хї < 2х2 , 2хї + 3 < 2х2 + 3, т. е. ї`(х1)< ї`(х2).
Итак, х1 < х2 => ї'(х1) < ї`(х2), а это значит, Что

функция у = 2х3 + 3 возрастает на всей Числовой
прямой.

5 10. Виды функций

'78. Постоянная функция. Постоянной называ-
ют функцию, заданную формулой у = І), где І) _ не-
которое число.

Графиком постоянной
функции у = І) является пря-
Мая, параллельная оси абс-
цисс И проходящая Через
точку (0; 1)) на оси ординат.
На рисунке 1.17 изображе-
ны графики нескольких
постоянных функций. В Ча-
стности, графиком функции
у = О является ось абсцисс.

К

-2

Рис. 1.17
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'79. Прямая пропорциональность. Прямой про-
порциональностью называют функцию, заданную
формулой

у=1гх,
где Іг і О. Число Іг называют коэффициентом про-
порциональности.

Перечислим свойства функции у = Ігх.
1) Область определения функции _ Множество

всех действительных чисел.
2) у = Ігх _ нечетная функция.
В самом деле, ї`(-х) = Іг(-х) = -Ігх = -ї'(х).
3) При Іг > О функция возрастает, а при Іг < О убы-

вает на всей числовой прямой.

Теорема 1. Графиком прямой пропорциональ-
ности у = Ігх является прямая, проходящая Через
начало координат.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем прямую через начало
координат и точкуА (1; Іг) и докажем, что она является гра-
фиком функции у = Ігх.

Рассмотрим сначала случай, когда Іг > 0 (рис. 1.18).
Возьмем любую точкуМ (х; у), лежащую на прямой І.

Из подобия треугольников ОА1 и ОМх заключаем, что
Мх _ Ох у _ хуи Ж-Ы,т.е.Ё-ї,отку-

да у = Ігх. Возьмем теперь
у Мы; у) точку Р (х; у), не лежащую

на прямой І. Тогда координа-
,г_ А Р ты точкиМ1 с той же абсцис-

сой, но лежащей на прямой І,
удовлетворяют уравнению
у = Ігх; значит, координаты
точки Р этому уравнению не

Рис. 1.18 удовлетворяют. Итак, точки
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прямой І, и только они, удовлетворяют формуле у = Ігх;
значит, прямая І _ график функции у = Ігх.

Рассмотрим теперь случай, когда Іг < 0. Возьмем две
функции: у = Ігх и у = -Ігх. При одной и той же абсциссе
х ординаты графиков этих функций равны по модулю, но
противоположны по знаку. Значит, графики этих функ-
ций симметричны относительно оси абсцисс. Но -Іг > 0 и,
по доказанному выше, графиком функции у = - Ігх явля-
ется прямая. Поскольку при преобразовании симметрии
прямая переходит в прямую, то и графиком функции у =
Ігх является прямая.

На рисунке 1. 19, изображен график функции у =
= Ігх при Іг > О, а на рисунке 1.20 _ график функ-
цииу=ІгхприІг<О.

П р и м е р. Построить график функции у = 2х.
Р е ш е н и е. Мы знаем, что графиком является

прямая, проходящая через начало координат. Для
ее построения достаточно найти одну точку графи-
ка, отличную от начала координат, и провести пря-
мую через начало координат и найденную точку.
В качестве такой точки выберем точку (1; 2) (если
х = 1, то у = 2 ° 1 = 2). График функции у = 2х изо-
бражен на рисунке 1.21.

ум Ф уд ум
4

8
"

Ф 8"О х О а» гг\\
159. //

4% ч
\\

9

Рис. 1.19 Рис. 1.20 Рис. 1.21
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80. Линейная функция. Линейной функцией на-
зывают функцию, заданную формулой

у = Ігх + Ь,
где Іг И Ь _ действительные числа. Если, в частнос-
ти, Іг = О, то получаем постоянную функцию у = Ь;
если Ь = О, то получаем прямую пропорциональ-
ность у = Ігх.

Перечислим свойства линейной функции у = Ігх + Ь
при Іг 7: О, Ь і О.

1) Область определения функции _ множество
всех действительных чисел.

2) Функция у = Ігх + Ь ни четна, ни нечетна.
3) При Іг > О функция возрастает, а при Іг < О убы-

вает на всей числовой прямой.

Теорема 2. Графиком линейной функции у = Ігх + Ь
является прямая.

Док азательство. ЕслиІг=0, тополучаем постоян-
ную функцию у = Ь, ее графиком является прямая, парал-

лельная оси х (см. п. '78).
Если Ь = 0, то получаем прямую пропорциональность

у = Ігх, ее графиком, по теореме 1, является прямая, про-
ходящая через начало координат (см. п. '79).

Пусть Іг і 0 и Ь і 0. Если точка (х1; у1) принадлежит гра-
фику функции у = Ігх (т. е. выполняется равенство у1 =
= Ігх1), то точка (х1; у1 + Ь) принадлежит графикуфункции
у = Ігх + Ь (т. е. выполняется равенство у1 + Ь = Ігх1+ Ь).

Но преобразование фигуры Р, при котором произволь-
ная ее точка (х1; у1) переходит в точку (х1; у1 + Ь), является
параллельным переносом (см. п. 1 12), а при параллельном
переносе прямая переходит в параллельную ей прямую.

Итак, графикомфункции у = Ігх + Ь является прямая, па-
раллельная графику прямой пропорциональности у = Ігх.
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На рисунке 1.22 изображен график функции у =
= Ігх + І). Это прямая, параллельная прямой, слуэка-
щей графиком функции у = Ігх, и проходящая Через
точку (0; 1)) на оси ординат.

Число Іг называют угловым коэффициентом пря-
мой, оно равно тангенсу угла ос Между прямой и по-
ложительным лучом оси х, т. е. Іг = 1:8" ос.

П р и м е р. Построить график функции у = -Ё + 4.

Р е Ш е н и е. Графиком линейной функции являет-
ся прямая, а для построения прямой достаточно знать
две точки графика. Заполним таблицу:

х 0 4

у 4 2

(аргументу х дали значения О и 4 и по формуле у =

= -Ё + 4 нашли соответствующие значения у). От-

метим на координатной плоскости точки (0; 4) и (4; 2)
и проведем через эти точки прямую (рис. 1.23).

ул ул

\о
~
о

Рис. 1.22 Рис. 1.23
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81. Взаимное расположение графиков линей-
ных функций. Пусть даны две линейные функции:

у=І€1х+ь1Иу=Іг2х+ь2.

Их графиками служат прямые (см. п. 80). Эти
прямые пересекаются, если Іг1 і Іг2 (рис. 1.24). Пря-
мые параллельны, если Іг1 = Іг2. Последний случай,
в свою очередь, можно разбить на два: если Іг1 = Іг2 и
191 = 192, то прямые совпадают; если Іг1 = Іг2 и 191 і 192,
то прямые параллельны а не совпадают (рис. 1.25).

уА

Рис. 1.24 Рис. 1.25

82. Обратная пропорциональность. Обратной
пропорциональностью называют функцию, задан-
ную формулой

=Ёу хэ

где Іг і О. Число Іг называют коэффициентом обрат-
ной пропорциональноста.

Перечислим свойства функции у = Ё .
х

1) Область определения _ множество всех дейст-
вительных чисел, кроме нуля.
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2) у = Ё _ нечетная функция .

_ Іг _ їг _В самом деле, ї`(-х) - _х - _; - -ї'(х).

3) Если Іг > О, то функция у = Ё убьІвает на проме-

жутке (0; +00) и на промежутке (-00; О). Если Іг < О,
то функция у = Ё возрастает на промежутке (-00; О)

и на промежутке (0; +00).
Построим график функции у = 316 . Сначала постро-

им ветвь графика на промежутке (0; +00). Составим
таблицу значений функции:

1 14 2 1 2 4

у 4 2 1 1 1
2 4

Нанесем полученные точки на координатную
плоскость и соединим их плавной кривой

(рис. 1 .26). Это и будет ветвь графика функции у = 3-16

на промежутке (0; +00).

Воспользовавшись нечетностью функции у = 316,

добавим к построенной ветви ветвь, симметричную
ей относительно начала координат. Получим гра-

фик функции у = 316 (рис.1.2'7).

Аналогичный вид имеет график функции у = Ё
х

при любом положительном Іг. На рисунке 1.28 изо-

бражен график функции у = Ё .
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_ 2
1- 1 \-'/ _ г
_ Ы:

Рис. 1.26 Рис. 1.27 Рис. 1.28

у д Если Іг < О, то ветви гра-
фика обратной нронор-
циональности расноло-
экены не в І и ІІІ коорди-

/ _ натных Четвертях, как в
случае, когда Іг > О, а во

Ц ўў: Ёс ІІ и ІУ. На рисунке 1.29
_ _ 1 / изображены графики

у _ х ' функций

_ _1 = _ё/ у х, у х.
График обратной нро-

Рис. 1.29 ПОрЦИОНалЬности у = Ё

называют гиперболой.
83. Функция у = х2. Перечислим свойства функ-

ции у = х2.
1) Область онределения функции _ вся Числовая

нрямая.
2) у= х _ Четная функция.
В самом деле, ї'(-х)-_ (-х)2_- х2 =(х).
3) На нромеэкутке [О; +00) функция возрастает.

2

2
В самом деле, если О < х1 < х2, то х1 < х2 , а это

и означает возрастание функции (см. н. 77).
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4) На промежутке (-00; О] функция убывает.

В самом деле, если х1 < х2 < О, то -х1 > -х2 2 О, а потому
2 2(- :›с1)2 > (-х2)2, т. е. х1 > х2 , а это и означает убывание

функции (см. п. 77).

Графиком функции у = х2 является парабола
(см. п. 73). Этот график изображен на рисунке 1.10.

84. Функция у = хз. Пере- у д
числим свойства функции у =
= хз. у = хз

1) Область определения
функции _ вся числовая пря-
мая.

_ 32) у - х _ нечетная функ- д
ЦИЯ. О 1 х

В самом деле, ї`(-х) = (-эс)3 =
= -хз = -і(х).

3) Функция у = х возрастает
на всей числовой прямой.

График функции у = х3 изо-
бражен на рисунке 1.30. Его на-
зывают кубической параболой. Рис. 1.30

85. Степенная функция с натуральным показа-
телем. Функцию

у = хп,

где п _ натуральное число, называют степенной
функцией с натуральным показателем. При п = 1
получаем функцию у = х, ее свойства рассмотрены
в п. '79, а график (прямая) изображен на рисунке
1.8 (п. 73). При п = 2 получаем функцию у = х2, ее
свойства рассмотрены в п. 83, а график (парабола)
изображен на рисунке 1.10 (п. 72). При п = 3 полу-
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чаем функцию у = хз, ее свойства рассмотрены в
н. 84, а график (кубическая нарабола) изображен
на рисунке 1.30.

Пусть п _ нроизвольное четное натуральное
Число, большее двух: п = 4, 6, 8, . В этом случае
функция у = х" обладает теми же свойствами, что
и функция у = х2. График такой функции наноми-
нает нараболу у = х2, только ветви графика нри
|х| > 1 тем круче идут вверх, чем больше п, а нри
|х| < 1 тем «теснее нрижимаются» к оси х, чем боль-
ше п (рис. 1.31).

Пусть п _ произвольное нечетное число, боль-
шее трех: п = 5, '7, 9, . В этом случае функция
у = х" обладает теми же свойствами, что и функция

3у = х . График такой функции наноминает кубиче-
скую нараболу, только ветви графика тем круче
идут вверх (нри х > О), вниз (нри х < О), чем больше п
(рис. 1.32). Отметим также, что на нромежутке (0; 1)
график стененной функции у = х" тем медленнее от-
даляется от оси х с ростом х, чем больше п.

Ф а"

Рис. 1.31 Рис. 1.32
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86. Стененная функция с целым отрицатель-
ным ноказателем. Рассмотрим функцию

_ _п
у _ х ›

где п _ натуральное число. При п = 1 получаем у = х-1

или у = 1 . Свойства этой функции рассмотрены в н. 82,
х

а ее график (гипербола) изображен на рисунке 1.27.
Пусть п _ нечетное число, большее единицы,

п = 3, 5, '7, . В этом случае функция у = х_”, т. е.
1у = обладает теми же свойствами, что и функция371 9

у = 316- График фУНКЦИИ у = х_" (п = 3, 5, '7, ...) нано-

минает график функции у = 316 (рис. 1.33).

Пусть п _ четное число. Перечислим некоторые
псвойства функции у = х_ , т. е. функции у = і” .

х
1) Функция определена нри всех х 7: О.

2) у = і” _ четная функция.
х

3) у = і” убывает на (0; +00) и возрастает на (-00; О).
х

График функции у = х_п, где п _ четное на-
туральное число, изображен на рисунке 1.34.

у“ ул

(п- нечетное) (п- четное)

Рис. 1.33 Рис. 1.34
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87. Функция у = ^/э_с . Перечислим свойства

функции у = ^/э_с .
1) Область определения _ луч [О; +00). Это сле-

дует из того, что выражение А/э_с определено лишь
при х 2 О.

2) Функция у = А/э_с ни четна, ни нечетна.

3) Функция у = А/э_с возрастает на луче [О; +00).

В самом деле, пусть 0 < х1 < х2. Докаэкем, что тогда

,/х1 < _/х2 . Предположим противное, т. е. что ,/х1 2 /х2 .

Тогда (,/:›с1)2 2 ( /х2)2 (см. свойство 10° числовых нера-
венств, п. 24), т. е. х1 2 х2, а это противоречит условию.
Значит, наше предположение неверно, а верным является
неравенство Д < ,\/х_2 .

ум Для построения графика соста-
2 у = т/ї вим таблицу значений функ-

ции:

О 1 4 ЗС х 0 1 4 9

у о 1 2 з
Рис. 1.35

Нанесем полученные точки на координатную
плоскость и соединим их плавной кривой. Получим
график функции у = А/э_с (рис. 1.35).

388. Функция у = х . Перечислим свойства

функции у = 51/32 .
1) Область определения функции _ вся числовая

прямая.

2) Функция у = 3 х нечетна, так как 3 -х = -Ё/їс .
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3) Функция у = 3 х возрастает на всей Числовой
прямой.

Для построения ветви графика при х 2 О соста-

вим таблицу значений функции у = З1/3_с:

х 0 1 4 8

у о 1 21,6 2

Нанесем полученные точки на координатную
плоскость и соединим их плавной кривой; затем к
построенной ветви добавим ветвь, симметричную
ей относительно начала координат. Получим гра-

фик функции у = З1/3_с (рис. 1.36).

ум

01 852

Рис. 1.36

89. Функция у = '11/31 . При Четном п функция у =

= п 3с обладает теми эке свойствами, Что и функция
у = 1/3_с (см. п. 87), и график ее напоминает график
функции у = 1/3_с (рис. 1.36).

При нечетном п функция у = гі/3_с обладает теми

эке свойствами, Что и функция у = 31/36 (см. п. 88), и

график ее напоминает график функции у = З1/3_с
(рис. 1.35).
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90. Степенная функция с положительным дроб-
ным показателем. Рассмотрим функцию

у = хп
где г _ положительная несократимая дробь. Пере-
Числим Некоторые свойства этой функции.

1) Область определения _ луч [О; +00).
2) Функция ни Четная, ни нечетная.

3) Функция у = хг возраста-
ет на [О; +00).

На рисунке 1.37 изображен

МІ
сп

у! хк у

у

00

=х

график функции у = х2. Он за-
ключен Между графиками

0 1 х функций у = х2 и у = хз, задан-
Рис. 1.37 ных на промежутке [О; +00).

Подобный вид имеет график
любой функции вида у = хг, где
г > 1.

На рисунке 1.38 изображен
1 ё

график функции у = хз . Подоб-
О г ный вид имеет график любой

1 х
степенной функции у = хг, где

91. Степенная функция с отрицательным дроб-
ным показателем. Рассмотрим функцию

_ -г
у_х ›

где г _ положительная несократимая дробь. Пере-
Числим свойства этой функции.

1) Область определения _ промежуток (0; +00).
2) Функция ни четная, ни нечетная.
3) Функция у = х-Т убывает на (0; +00).
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Построим для примера график функции у = х
Составим таблицу значений функции:

1
2.

1 1
9 4

Нанесем полученные точки на координатную
плоскость и соединим их нлавной кривой (рис. 1 .39).
Подобный вид имеет график любой функции у = хг,
где г _ отрицательная дробь.

92. Функция у = [х]. Построим график функции
= [х] (см. н. 31). Если О < х < 1, то у = [х] = О; если
<х<2,тоу=[х]= 1;если-1 <х<0,тоу=[х]=

= -1 и т. д. График функции у = [х] изображен на
рисунке 1.40.

у
1

93. Функция у = {х}. Построим график функ-
ции у = {х}, т. е. у = х - [х] (см. н. 31). Заметим, Что
{х + 1} = {х} = {х - 1}, т. е. у = {х} _ нериодическая
функция с основным нериодом 1 (см. н. 76). По-
этому достаточно сначала ностроить ветвь графика

уп
З..

А

у 2
1..

1 -г -1 с
1 у = ,п о 1 2 з Эс

г _1,
О 1 х -2-

Рис. 1.39 Рис. 1.40
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на любом промежутке длиной 1, Например на [О; 1).
Если О < х < 1, то [х] = О, а потому {х} = х.

На рисунке 1.41, а изображен график функции
у = {х} на промежутке [О; 1), а на рисунке 1.42 изо-
бражен график функции у = {х} на всей числовой
прямой.

ум ул

1_ п 1) А п

П

Рис. 1.41 Рис. 1.42

94. Показательная функция. Показательная
функция задается формулой у = ах, где а > О и а і 1.

Перечислим свойства функции у = ах при а > 1.
1) Область определения функции _ вся числовая

прямая.
2) Область значений функции_ промежуток (0; +00).

3) Функция не явля-
уи ется ни четной, ни не-

четной. Это следует из
того, Что а_х і ах и а_х а:
і - ах.

4) Функция возрас-
тает на всей числовой
прямой.

/ График функции у =
О х = ах при а > 1 выглядит

так, как показано на
Рис. 1.43 рИСУНКЄ 1-43-

у=ах;а>1

П
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П р и М е р 1. Построить график функции у = 2х.
Р е ш е Н И е. Составим таблицу:

х -2 -1 0 1 2

1 1у 4 2 1 2 4

С помощью найденных точек строим график
функции у = 2х (рис. 1.44).

Свойства функции у =
=ахПрИО<а<1= ум

1) Область онределе- 4 х
ния функции _ вся Чис- 3-- у = 2
ловая прямая.

2) Область значений _ 2
(0; +00). 1

3) Функция не являет-
ся ни Четной, ни нечет- _І/ 0,5 г
Ной -2 -1ъ о 1 2 х

4) Функция убывает Рис. 1.44
на всей Числовой прямой.

График функции у = ах нри О < а < 1 выглядит
так, как показано на рисунке 1.45.

П р и М е р 2. Построить график функции у =

=®<
Р е ш е н и е. Составим таблицу:

х -2 -1 0 1 2

ка
п- мы
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ум ум

2

1

о 3:-2-101236

р-ъ

Рис. 1.45 Рис. 1.46

С номощью найденных точек строим график

функции у = (Ё) (рис. 1.46).

95. Обратная функция. График обратной функ-
ции. Сравним две функции: у = ї'(х) и у = 3'(х); их
графики изображены на рисунках 1.47 и 1.48. Обе
они онределены на отрезке [щ 1)] и имеют областью
своих значений отрезок [с; сі]. Первая функция об-
ладает следующим свойством: для любого уО из от-
резка [с; сі] есть только одно значение хО из отрезка
[щ 1)] такое, Что 7"(х0) = уО.

Геометрически указанное выше свойство означает
следующее: любая горизонтальная нрямая, нересе-
кающая ось у между точками с и сі, пересекает гра-

уд ум

(і (і
у = дх) у = 8195)

у1 >

уо

с- “ с-

О д хо ь 56 0 а х'1 х'1' х'1” Ь эЁ

Рис. 1.47 Рис. 1.48
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фик функции у = ї`(х) только в одной точке. Вторая
функция этим свойством Не обладает: Например, для
значения у1 прямая у = у1 пересекает график функ-

ции у = 3'(х) в трех точках. Значит, в первом случае
при каэкдом фиксированном уО из отрезка [с; сі] урав-

нение ї`(х) = уО имеет только один корень хО, а во вто-
ром случае при некоторых у, например при у = у1,
уравнение 3' (х) = у1 имеет более одного корня.

Если функция у = ї`(х) такова, Что для любого ее
значения уО уравнение ї`(х) = уО имеет относительно
х единственный корень, то говорят, что функция
у = ї`(х) обратима.

Так, функция у = ї`(х), график которой изобра-
экен на рисунке 1.47, обратима, а функция
у = 3'(х), график которой изображен на рисунке
1.48, необратима.

Если функция у = ї`(х) обратима, то, выразив х из
формулы у = ї`(х) и поменяв затем х и у местами, по-
лучим обратную функцию; ее обозначают у = ї' _1(х).

Обратимся еще раз к рисункам 1.47 и 1.48. Срав-
нивая графики функций у = ї`(х) и у = 3'(х), замеча-
ем, что у = ї`(х) _ возрастающая функция (и у нее
есть обратная функция), тогда как функция
у = 3'(х) не является ни возрастающей, ни убываю-
щей (и у нее нет обратной функции). Возрастание
или убывание функции обеспечивает существова-
ние обратной функции.

Теорема 3. Если функция у = ї`(х) определена и
возрастает (убывает) на промеэкутке Х и областью
ее значений является промежуток У, то у нее су-
ществует обратная функция, причем обратная
функция определена и возрастает (убывает) на У.
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П р И М е р. Доказать, Что у функции у = 2х - 1
есть обратная, и Найти ее.

Р е ш е Н и е. Функция у = 2х - 1 возрастает на
всей числовой прямой; значит, у нее есть обратная
функция. Чтобы найти обратную функцию, надо из
формулы у = 2х - 1 выразить х.

+ 1Получим х = у_ . Поменяв х и у Местами, полу-

_ х + 1чим у -Т . Это и есть искомая обратная функ-

ция.
Если точка (х; у) принадлежит графику функции

у = ї`(х), то точка (у; х) принадлежит графику обрат-
ной функции. Поэтому график обратной функции
получается из графика функции у = ї`(х) с помощью
преобразования плоскости ху, переводящего точки
(у; х) в точки (х; у). Этим преобразованием является
преобразование осевой симметрии относительно
прямой у = х (ось симметрии).

Таким образом, чтобы построить график
функции, обратной к функции у = ї'(х), надо
график функции у = ї`(х) подвергнуть преобразова-
нию симметрии относительно прямой у = х
(рис. 1.49).

Например, если у = х", где х 2 О, п _ натураль-

ное, п > 1, то х = 'і/у . Поменяв х и у местами, полу-

чим у = п х . Графики двух взаимно обратных функ-

ций у = хп и у = п х симметричны относительно

прямой у = х (рис. 1.50).



ё 10. Виды функций 141

у“ ум
'ў 'ў

'\ = п /'Рё `ъ// у х `ъ/

\
//

,6) п

у = Их) 1“ у = ж

0 Эс о і 3

Рис. 1.49 Рис. 1.50

96. Логарифмическая функция. Показательная
функция у = ах, где а > О, а і 1, обладает всеми
свойствами, которые гарантируют существование
обратной функции (см. теорему 3):

1) область определения _ (-00; +00);
2) область значений _ (0; +00);
3) функция у = ах монотонна (возрастает при а > 1

и убывает при О < а < 1).
Эти свойства обеспечивают существование функ-

ции, обратной к показательной, определенной на
(0; +00) и имеющей областью своих значений мно-
жество (-00; +00).

Эта обратная функция обозначается так:

у = Іоёах

(читается: «логарифм числа х по основанию а››).
Итак, логарифмическая функция у = 1030 х, где а > О
и а 7: 1, _ это функция, обратная к показательной
функции у = ах.

Логарифмическая функция у = 1030, х обладает сле-

дующими свойствами (они вытекают из теоремы 3):
1) область определения _ (0; +00);
2) область значений _ (-00; +00);
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3) функция возрастает на промежутке (0; +00)
при а > 1, убывает на (0; +00) при О < а < 1.

Отметим, Что логарифмическая функция ни чет-
ная, ни нечетная.

График функции у = 10,2"а х может быть получен
из графика функции у = ах с помощью преобразова-
ния симметрии относительно прямой у = х. На ри-
сунке 1 .51 построен график логарифмической функ-
ции для а > 1, а на рисунке 1.52 _ для О < а < 1.

у!

_/

у=108`ах(0<а< 1)

Рис. 1.51 Рис. 1.52

97. Число е. Функция у = ех. Функция у = 111 х.
Среди показательных функций у = ах, где а > 1,
особый интерес для математики и ее прилоэкений
представляет функция, обладающая следующим
свойством: касательная к графику функции
(см. п. 215) в точке (0; 1) образует с осью х угол 45°
(рис. 1.53). Основание а такой показательной
функции принято обозначать буквой е. Подсчита-
но, что е = 2,7182818284590..., и установлено, что
е _ иррациональное число.

Логарифмическую функцию, обратную показа-
тельной функции у = ех, т. е. функцию у = 10,9"е х,
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ум уд у=ех

Рис. 1.53 Рис. 1.54

принято обозначать у = 111 х (111 Читается «нату-
ральный логарифм»). Графики функций у = ех и
у = 111 х симметриЧнь1 относительно прямой у = х
(рис. 1.54).

98. Числовая окружность. Пусть дана окруж-
ность радиуса 1. Поставим в соответствие каждому
действительному Числу і точку окружности по сле-
дующему правилу:

1) если і = О, то ему соответствует тоЧкаА _ пра-
вь1й конец горизонтального диаметра;

2) если і > О, то, отправляясь из тоЧки А в на-
правлении против Часовой стрелки (положитель-
ное направление обхода окружности), опишем по
окружности путь длинь1 і; ко-
нец этого пути и будет искомой
точкой М(±) (рис. 1.55);

3) если і < О, то, отправляясь из
тоЧкиА в направлении по Часовой В = 1
стрелке, опишем по окружности
путь длинь1 і; конец этого пути и
будет искомой тоЧкой М(і). Рис. 1.55

мы)
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Каждому действительному числу соответствует
единственная точка окруэкности.

Единичную окружность с установленным соот-
ветствием называют числовой окружностью.

Если точкаМ соответствует числу і, то она соответ-
ствует любому числу вида і + 21:12, где 211: _ длина еди-
ничной окруэкности, а Іг _ целое число (Іг Є 2), нока-
зывающее количество нолных обходов окруэкности в
нолоэкительном или отрицательном направлении.

На рисунках 1.56 и 1.57 нредставлены два основ-
ных макета числовой окруэкности.

п Д
ї 2_1г 2 лз_п д з з

4 4 5_1г д
6 6

11: 0 112 О

'7_1г Щ
5_1г 'Ш 6 6
4 ш 4 4_л 3_п 5_п

2 3 2 3

Рис. 1.56 Рис. 1.57

99. Определения синуса, коси-
Мш нуса, тангенса и котангенса. По-

местим единичную числовую ок-
руэкность в декартовой нрямо-

,Ё угольной системе координат так,
чтобы центр окруэкности совнал
с началом координат (рис. 1.58).
Если М(і) _ точка числовой

РИС- 1-58 окруэкности, соответствующая

г
І

/////

соЅ і
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числу і, то ординату точки М называют синусом
числа і И обозначают Ѕіп і; абсциссу точки М назы-
вают косинусом числа і И обозначают соЅ і; отноше-

іпние Ѕ_:; , где соЅ і і О, называют тангенсом числа і
сов

И обозначают 1:8" і; отношение 2%: , где Ѕіп і і О, на-

зывают котангенсом числа і И обозначают си; і.
Функции

и=Ѕіп±, и=соЅ±, и=173±, и=с173±

называют тригонометрическими функциями. На
практике переходят к более привычным обозначе-
нияму=Ѕіпх,у=соЅхит. д.

Основные значения тригонометрических функ-
ций приведены в таблице 1.

Таблица 1

Аргумент

ФУНКЦИЯ Е Е Е Е ,І 3_Е
0 (0°) 6 4 з 2 (1800) 2

(30°) (45°) (60°) (9О°) (2 '7О°)

Ѕіп 15 О 1 Ё Ё 1 О -1
2 2 2

соЅ 15 1 Ё Ё 1 О -1 О
2 2 2

'03 і О Ё 1 Л _ О _

сізз* і _ А/ё 1 Ё О _ О

100. Знаки тригонометрических фушсций по чет-
вертям числовой окружности. Знаки тригонометриче-
ских функций по четвертям числовой окружности
схематически представлены на рисунке 1.59.



146 Глава ІІІ. ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ

Ѕіп 1: сов 1: 1:3 1: с1:3 1:

ІІІ ІУ ІІІ ІУ ІІІ ІУ

Рис. 1.59

101. Свойства тригонометрических функций.
1. Функции Ѕіп 1:, 1:3 15, с1:3 1: _ нечетные:

Ѕіп (-15) = -Ѕіп 15;

1:8" (_і) = _138" і;
с1:3 (-15) = -с1:3 15.

2. Функция соЅ 1: _ четная:

соЅ (-15) = соЅ і.
3. Функции Ѕіп 1:, соЅ 1: _ периодические, 211: _ ос-

новной период:
Ѕіп (і ± 2лІг) = Ѕіп і;
соЅ (1: ± 2лІг) = соЅ 1:,

где Іг _ любое целое число.

4. Функции у = 1:3 1:, у = с1:3 1: _ периодические,
11: _ основной период:

1:3 (1: ± лІг) = 1:3 1:;

с1:3 (1: ± лІг) = с1:3 1:,
где Іг _ любое целое число.

102. Свойства и график функции у = Ѕіп х.
1) Область определения _ Множество всех дейст-

вительных чисел.
2) Область значений _ отрезок [-1; 1].
3) Функция периодическая; основной период ра-

вен 2113.
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4) Функция нечетная. уЦ
5) Функция возрастает

11:а о е ках --+211:п;Н пр М экут [ 2 \

Ё + 211311] и убывает на про-

а"11: 311:_ -|- - _ -|- -1 0 12 21т, 2

+ 211111, п Є 2 (рис. 1.60). рИс_ 1,60

Меэкутках [

Взяв контрольные точки (0; О), (761: ; Ё) , (Ё ; 1) ,

(113; О), построиМ полуволну _ график функции у =
= Ѕіп х на отрезке [О; 113] (рис. 1 .61). Так как функция
у = Ѕіп х нечетная, то, выполнив симметрию по-
строенного графика относительно начала коорди-
нат, получим график функции на отрезке [-л; л]
(рис. 1.62). Наконец, воспользовавшись периодич-
ностью функции у = Ѕіп х, Моэкно построить график
на всей области определения (рис. 1.63).

ум ул

ьы
!

-п О 11:Ф 7-1 а"

Рис. 1.61 Рис. 1.62

\ у = Ѕіп х/`

-112 О пХ/211: а:
_1-

Рис. 1.63
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103. Свойства и график функции у = соЅ х.
1) Область определения функции _ Множество

всех действительных чисел.
2) Область значений _ отрезок [-1; 1].
3) Функция периодическая с основным периодом 211.
4) Функция четная.
5) Функция убывает на промежутках [2лп; 11: + 21:12]

и возрастает на промежутках [- 11: + 211311; 211111, п Є 2.
График функции у = соЅ х изображен на рисунке 1.64.

ул

\ /\ у =су
_Зідшїд 0 Ешзіг 21: 3:62 2 2 2

_1 Т

Рис. 1.64

104. Свойства в график функции у = и; х.
1) Область определения: х і Ё + лІг, Іг Є 2.

2) Область значений _ вся числовая прямая.
3) Функция периодическая с основным периодом 113.
4) Функция нечетная.

5) Функция возрастает на промежутках (3% + пп;

'ТБ

2
11,. Выбрав несколько контрольных точек:

(0; О), (23; 1), (Ё ; Л) _ построим график

фУНКЦИИ у = 173" х на промежутке [О; Ё)

х (рис. 1.65). Воспользовавшись нечетно-
стью функции у = 1:8" х, построим график

П

МІ
Г-І

на интервале (_Ё; Ё) (рис.1.66). Нако-

РИС_ 1_65 НЄЦ, ВОСПОЛЬЗОВаВШИСЬ ПЄрИОДИЧНОСТЬЮ
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ум ум
у=17€х

О

Ґ

г': О 7-1 \,\

_Е Е За /_ 31: _Е Е 35 х
2 2 2 2

Рис. 1.66 Рис. 1.67

функции у = 1:3" х, построим график на всей области
определения (рис. 1.67).

105. Свойства и график функции у = сЪЅ' х.
1) Область определения функции: х і лІг, Іг Є 2.
2) Область значений функции _ вся Числовая

прямая.
3) Функция периодическая с основным периодом 113.
4) Функция неЧетная.
5) Функция у = си; х убывает на промежутках

(пт л + пп).
График функции у = си; х изображен на ри-

сунке 1.68.
ул

у = с'сгх

РІ СЮ РІ М РІ а
"

МІ
РІ М
ІР
І

М

Рис. 1.68
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106*. Функция у = агсЅін х. Функция у = Ѕіп х
11:возрастает на отрезке [_Ё; 51, принимает на нем

все свои значения от -1 до 1 (см. рис. 1.63). Значит,
1_1:
2 2

ратная функция (см. п. 95). Эту функцию обознача-
ют у = агсЅіп х (читается: «арксинус х»).

График функции у = агсЅіп х
ул ф Может быть получен из графика

у «к
Х/д функции у = Ѕіп х, -Ё < х < Ё,

для функции у-_ Ѕіп х, х Є [_ -], существует об-

МІ
Г-ї

/І ъ с помощью преобразования сим-
1 'х метрии последнего относитель-

но прямой у = х (рис. 1.69).
Перечислим свойства функ-

ции у = агсЅіп х.
1) Область определения _ от-

Рис. 1.69 резок [_1; 11,

МІ
Г-
ї-

\
т
-

МІГ
-ї

МІ
Г-ї

у =агсЅіпх

2) Область значений _ отрезок [3152,;2].

3) Функция нечетная: агсЅіп (-х) = -агсЅіп х.
4) Функция возрастающая.
Из сказанного вьппе следует, что записи у = агсЅіп х

и х = Ѕіп у, -Ё < у < Ё, эквивалентны. Подставив

в равенство х = Ѕіп у вместо у его выражение, т. е.
агсЅіп х, получим х = Ѕіп (агсЅіп х). Следовательно,
для любого х из [-1; 1] имеем:

Ѕіп (агсЅіп х) = х; -7-1: < агсЅіп х < п.М М/
І

Последние два соотношения позволяют истолко-
вать агсЅіп т, где -1 < т < 1, так: агсЅіп т - это
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число, взятое в пределах от - до и такое,М
ІЁ

М
ІЁ

Что 820 СиНуС равен т.

П р и М е р. Вычислить: а) агсЅіп Ё; б) агсЅіп (-Ё).

Р е ш е Н и е. а) По определению, у = агсЅіп Ё _

это такое Число, Что Ѕіп у = Ё И -Ё < у < Ё . Отсюда

следует, Что у = Ё . Таким образом,

. В 11;агсЅш _ = - .
2 З

1б) Рассуэкдая аналогично, получаем агсЅіп ё = Ф
ІЁ

О 0 1Но по своиству нечетности имеем агсЅ1п(-ё =

Е
6

° 1 0 1= -агсЅш ё ; следовательно, агсЅш -ё = -

107*. Функция у = агссоЅ х. Функция у = соЅ х
убывает на отрезке [О; 1:1, принимает на нем все зна-
чения от -1 до 1 (см. рис. 1.64). Значит, для функции
у = соЅ х, х Є [0, 1:1, существует обратная функция
(см. п. 95). Ее обозначают агссоЅ х
(читается: «арккосинус х»). у”

График функции у = агссоЅ х у =ЁГССОЅх (ф
получается из графика функ- 1%
цииу=соЅх,О<х<11:,спо- 1
мощью преобразования сим- к
метрии относительно прямои _1 О 1 >
у= х(рис. 1.70). _1

Перечислим свойства функ-
ции у = аІ'ссоЅ х. Рис. 1.70

у = совх
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1) Область определения _ отрезок [-1; 1].
2) Область значений функции _ отрезок [О; л].
3) Функция не является ни Четной, ни неЧетной.
4) Функция убывающая.
Из сказанного выше следует, Что записи у = агссоЅ х

и х = соЅ у, О < у < л, зквивалентны. Подставив в
равенство х = соЅ у вместо у выражение агссоЅ х, по-
луЧим соЅ (агссоЅ х) = х. Следовательно, для любого
х из промежутка [-1; 1] имеем:

у д соЅ (агссоЅ х) = х; О < агссоЅ х < л.
П Последние два соотношения позво-
п ляют истолковать агссоЅ т, где -1 <

\ї < т < 1, так: агссоЅ т _ это число,
взятое в пределах от О до 11:
и такое, что его косинус равен т.

_1-х0 х х Отметим, Что имеет место следую-
щее тождество:

агссоЅ (-х) = 11: - агссоЅ х. (1)Рис. 1.71

В его справедливости можно убедиться с по-
мощью графика функции у = агссоЅ х (рис. 1.71).

П р И м е р. ВыЧислить: а) агссоЅЁ; б) агССОЅ (__
2

ЛР еш е н и е. а) По определению, агссоЅ ї _ это та-

кое Число у, Что соЅ у = Ё и О < у < л. Отсюда сле-

дует, Что у = ї. Таким образом, агссоЅ ё = Ё .

б) По формуле (1) имеем агссоЅ (-Ё) = 11: - агссоЅё .

2 11: 311:З , Ѕ(-і)=л--=_.наЧит агссо 2 4 4
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108*. Функция у = агс±8° х. Функция у = 1:8" х
'ТБ 'ТБ

ВОЗраСТаЄТ На ИНТЄрВаЛЄ (_ё; ё) , ПрИНИМаЄТ На

нем все свои значения (см. рис. 1.67). Поэтому на
указанном интервале
для функции у = 178* х уА
существует обратная
функция (см. п. 95).
Ее обозначают у =
= агсізз" х (читается:
«арктангенс х»). О х

График функции
у = агсізв" х получается / /
из графика функции

МІ
Г-ї

1: 7%*
у = агсіэдх

П

МІ
Г-ї

'ТБ 'ТБу: 138" х, -ё < х < ё, Рис. 1.72

с помощью преобразования симметрии относитель-
но прямой у = х (рис. 1.72).

Перечислим свойства функции у = агсц; х.
1) Область определения _ множество всех дейст-

вительных чисел.

2) Область значений функции _ интервал ( 727 , 727).

3) Функция нечетная: агсізз" (-х) = -агсЪЅ х.
4) Функция возрастающая.
Из сказанного выше следует, что записи у = агсіэг* х

и х=173 у, -- < у < ё , эквивалентны. Для любого х

имеем:

1:8" (агсЪЄ х) = х; -Ё < агсізз" х < Ё .

Последние соотношения позволяют истолковать
агсіэг* т так: агсіэг* т _ это число, взятое в преде-
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11: 11: 11: 11:лах от -ё до ё исключая сами значения -ё и ё

и такое, Что 820 тангенс равен т.

П р и М е р. Вычислить: а) агсізз* 1; б) агсізз" (-^/ё ).
Р е ш е Н И е. а) По определению, у = агсізз" 1 _

это такое Число, Что 1:8" у = 1 и -Ё < у < Ё. Отсюда

следует, что у = Ё . Таким образом, агсц; 1 = Ё .

б) Рассуэкдая аналогично, нолучаем агсц; «Ё = Ё.

Но агсц; (-^/ё) = -агсЪЅ «Ё . Значит, агсц; (-^/ё) =
11:3 .

109*. Функция у = агссів' х. Функция у = си; х
убывает на интервале (0; 113), нринимает на нем все
свои значения (см. рис. 1.68). Следовательно, на
этом интервале для функции у = си; х существует
обратная функция (см. н. 95). Ее обозначают
у = агссц; х (читается: «арккотангенс х»).

График функции у = агссізз" х нолучается из
графика функции у = си; х, О < х < л, с номощью
нреобразования симметрии относительно нрямой
у = х (рис. 1.73).

Перечислим свойства
умІ І функции у = агссц; х.

А п у, 1) Область онределе-
'31% «ъ ния _ мноэкество всех

действительных чисел.
2) Область значений

0 =<'\\ х функции_ интервал (0; 113).
6%. 3) Функция не является

ни четной, ни нечетной.
Рис. 1.73 4) Функция убывающая.

П
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Из сказанного выше следует, Что записи у = агссц; х
и х = си; у, О < у < 113, эквивалентны. Для любого х
имеем:

си; (агссЪЅ х) = х; О < агссізз* х < л.

Последние соотношения позволяют истолковать
агссіэг* т так: агссіэг; т _ это число, взятое в пре-
делах от О до 11: (исключая сами значения О и л) и
такое, что его котангенс равен т.

Имеет Место тоэкдество

агссц; (-х) = 11: - агссізз* х. (1)

П р и М е р. Вычислить агссц; (-А/ё ).

Р е Ш е н и е. Сначала вычислим у = агссідС;~ Л .

Это такое Число, Что си; у = «Ё и О < у < л. Значит,

= Еу 6 -

По формуле (1) имеем агссц; (-А/їЁ) = 11: - агссц;Ё.

Значит, агсц; (-А/їЁ) = 11: - Ё = 5? .

5 11. Преобразования графиков

110. Построение графика функции у = ті(х).

З а д а ч а 1. Построить график функции у =
= тї`(х), где т > О, т і 1, если задан график функ-
ЦИИ у = Юг)-

Р е ш е н и е. Ординаты точек графика функции
у = тї`(х) получаются умноэкением на т соответст-
вующих ординат точек графика функции у = ї`(х). Та-
кое преобразование графикафункции у = ї`(х) называ-
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ют его растяжением от оси х с коэффициентом т,
если т > 1, и сжатием к оси х, если О < т < 1.

З а д а Ч а 2. Построить график функции у =
= -ї'(х), если задан график функции у = ї'(х)_

Р е ш е Н и е. При одном и том же значении х ор-
динаты точек графика функции у = ї`(х) и графика
функции у = -ї`(х) отличаются только знаком. Зна-
чит, график функции у = -ї'(х) можно нолучить из
графика у = ї`(х) нреобразованием симметрии но-
следнего относительно оси х (рис. 1.74).

На рисунке 1.75 изображены графики функ-
ций у = 10х и у = -10х.

З а д а Ч а 3. Построить график функции у =
= тї`(х), где т < О, т і -1, если задан график функ-
ЦИИ у = Юг)-

Р е ш е н и е. Так как тї'(х) = -ІтІ ї`(х), то гра-
фик функции у = тї'(х) может быть нолучен нри
номощи растяжения (сжатия) графика функции
у = ї`(х) от оси х с коэффициентом |т| и последую-
щим нреобразованием симметрии относительно
оси х (см. задачи 1 и 2).

ум у =Ґ(х) у =10х

а"

у =-10х

Рис. 1.74 Рис. 1.75
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На рисунке 1. '76 изображены графики функций
у = 364 И у = -3х4, а на рисунке 1.77 _ графики

функций у = 1032 х и у = Ё1032 х.

уд у = х4 ум

у = 1032х

1 2 у = Ё10€2х

1

о Эс о 1 2 з 4 Ё:
_1- _1

_2- у = -Зх4

-3

Рис. 1.76 Рис. 1.77

111. Графики функций у = ах2, у = ахз. Графиком
функции у = х является парабола. Чтобы построить
график функции у = ах2, нужно осуществить растя-
жение (сжатие) параболы у = х от оси х с коэффи-
циентом ІаІ; при этом если а < О, то график функ-
ции у = ІаІэс2 нужно еще подвергнуть преобразова-
нию симметрии относительно оси х (см. п. 110).

На рисунке 1.78 изображены графики функции

у = ах2 для а, равного 1; -1; 3; -Ё . Все эти графики

называют параболами. При а > О ветви параболы,
служащей графиком функции у = ах2, направлены
вверх, а при а < О _ вниз.

Аналогично, зная график функции у = хз, мож-

но построить график функции вида у = ахз. На ри-
сунке 1.79 изображены эти графики для случаев а,
равного 1; -1; 3.
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“Ё

у=3х3

у=х3

'Т
'ы
ф
д
ё
с
д
ф
їд
ф

а" -2-1_ 12 х

= _ 2у х __8

Рис. 1.78 Рис. 1.79

112. Построение графика функции у = і(х - т) +
+ п. Пусть известен график функции у = ї'(х), а по-
строить нужно график функции у = ї'(х - т) + п.

Положим х' = х - т, у' = у - п. Тогдаформулу у = 1°(х - т) +
+ п, или, что то же самое, у - п = 1°(х - т), можно переписать
в виде у' = 1°(х'). Таким образом, график функции у = 1°(х -
- т) + п, построенный в координатной плоскости ху, сов-
падает с графиком функции у' = 1°(х'), построенным в коор-
динатной плоскости х'у'.

Формулы х' = х - т, у' = у - п, или, что то же самое, х =
= х' + т, у = у' + п, задают параллельный перенос
координатной плоскости ху в плоскости х'у'; при этом
началом координат в плоскости х'у' служит точка (т; п)
плоскости ху.
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Чтобы построить график функции у = ї'(х - т) + п,
нуэкно:

1) выполнить параллельный перенос плоскости,
выбрав началом новой системы координат х'у' точ-
КУ 0' (т: п);

2) в плоскости х'у' построить график функции у' =
= Ґ(х')-

П р И М е р. Построить график функции у =

= ^Не - 2 + 4.
Р е ш е н и е. 1) Выполним параллельный перенос

плоскости, поместив начало новой системы коорди-
нат х'у' в точку О' (2; 4).

2) В плоскости х'у' построим график функции у' =

= Л . Это и есть требуемый график (рис. 1.80).
На рисунке 1 .81, а изображены графики функций

у = ї`(х), у = ї`(х) - 2, у = ї`(х) + 3, а на рисунке 1.82 _
графики функций у = Юг), у = ї(х _ 2), у = 1”(х + 3)-

ум у А
ум

у = і(х)+3 КФ Л;
РПЦ з “ад/«Ґ4 = Х
,_Г / у дх) 29:

41” х 0 /у=пдс›-2 «ъ ъ

/_2
Рис. 1.80 Рис. 1.81 Рис. 1.82

1 13. График квадратичной функции. Квадратич-
ной функцией называют функцию

у=ах2+19х+с,

где а, І), с _ любые действительные числа, причем
а і О. Для построения графика этой функции вы-
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полним следующие преобразования квадратного
трехчлена ах2 + Ьх + с:

ах2+Ьх+с=а(х2+-х) +с=

2 2 2 2
=а((х+і) -ь_) +с =и(х+і) -ь_ + с

Итак,у=ах2+1)х+с=и(х+%)
2 _ 2+4ас Ь .

4а

Для построения графика функции у = и(х +

+і)2+ 4ис-Із2
2а 4а

раЛЛЄЛЬНЬІЙ ПЄрЄНОС ПЛОСКОСТИ, ПОМЄСТИВ НаЧаЛО НО-

вой системы координат х'у' в точку О' (-2 °
2а,

нужно (см. п. 112) выполнить па-

4ас - 192
4а

график функции у' = и (х')2. Прямая х = -Ё явля-

) , и в плоскости х'у' построить параболу _

ется осью симметрии параболы, слуэкащей графи-
ком квадратичной функции у = ах2 + Ьх + с, а точка

/ І? 400 _ 192О -_ , _
2а 4а

ее осью симметрии _ является вершиной параболы.

) _ точка пересечения параболы с

Если и > О, то ветви параболы, слуэкащей графи-
ком функции у = ах2 + Ьх + с, направлены вверх
(рис. 1.83); в этом случае функция убывает на про-

І)меэкутке (-00; -їд и возрастает на промеэкутке
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уи у=ах2+19х+с уи
(а>0)

О,

О, ъ /\

о _і х о _і Эс
2а 20

у=ах2+дх+с
(а<0)

Рис. 1.83 Рис. 1.84

[-22 ; +00) . Если а < О, то ветви параболы направле-а
ны вниз (рис. 1.84); в этом случае функция возрастает

І)на промежутке (-00; -їд и убывает на промежутке

[-2 ; +00) _
2а

П р и м е р. Построить график функции у = Ё х2 +

+ 4х + 5.

Решение.Имеем:у=%х2+4х+5=Ё(х2+

+8х)+5=% ((х2+8х+16)-16)+5=Ё (х+4)2-3.
Выполним параллельный перенос плоскости, помес-
тив начало новой системы координат х'у' в точку
О'(-4; -3), и построим в координатной плоскости

х'у' параболу _ график функции у' = Ё (х')2.

Это и есть график функции у = Ёх2 + 4х + 5 (рис.

1.85).
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уд у = Ёх2

у = Ёх2 + 4х + 5

-4 о Ё:
-3

О,

Рис. 1.85

114. Способы построения графика квадратич-
ной функции. Графиком функции у = ах2 + Ьх + с,
где а і О, является парабола (см. п. 113). Для ее по-
строения на практике используют три способа.

Способ 1-й. Отыскание координат вершины па-
раболы по формулам.

Ь , _4ас-Іэ2х°=__ угт'
П р и М е р 1. Построить график функции у = 2х2 -

- 4х + 1.
Решение. Здесьа=2,Ь=-4,с= 1. Значит,

__ 4ас-Із2 =_
2а 4а

Итак, (1; -1) _ вершина параболы. Для постро-

хО: =1›у0=

ения графика функции у = 2х2 - 4х + 1 надо знать ко-
ординаты еще нескольких точек:

х 0 2 З

у 1 1 '7
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Отметив вершину параболы,
точки (0; 1), (2; 1), (3; '7) и точку
(-1; 7), симметричную точке (3; '7)
относительно прямой х = 1 _
оси параболы, строим требуемый
график (рис. 1.86). Заметим, Что
запоминать формулы координат
вершины параболы не следует.
Достаточно воспользоваться тем,
что если хО _ абсцисса вершины
параболы, то в этой точке у'(х0) =
= О (см. п. 217). Из уравнения
(ах2 + Ьх+с)'= О, т. е. 2ах+Ь=

= О, находим х = -Ё _ это абс-

цисса вершины параболы.
Способ 2-й. Построение пара-

болы по точкам с ординатой,
равной свободному члену квад-
ратного трехчлена ах2 + Ьх + с.

П р и м е р 2. Построить гра-
фик функции у = х2 - 4х + 5.

Р е ш е н и е. Найдем точки
графика, имеющие ординату,
равную свободному члену квад-
ратного трехчлена, т. е. равную
пяти. Для этого решим уравне-
ниех2-4х+5=5:

І

ІФ

У
'

00 5%
п

Рис. 1.86

Рис. 1.87

х2-4х=0,х(х-4)=О, откудах1=0,х2=4.

Мы нашли две точки графика: А(О; 5) и В(4; 5).
Отметим их на координатной плоскости (рис. 1.87).
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Мы знаем, что графиком является парабола. Точки
А и В лежат на этой параболе И имеют одинаковую
ординату. Значит, точки А и В симметричны отно-
сительно оси симметрии параболы, а потому ось
симметрии параболы проходит перпендикулярно
отрезку АВ Через его середину. Так как абсцисса
точкиА равна нулю, а абсцисса точки В равна четы-
рем, то уравнение оси параболы х = 2. Подставив
значение х = 2 в формулу у = х2 - 4х + 5, получим
у = 4 - 8 + 5 = 1. Значит, вершина С параболы, т. е.
единственная точка параболы, лежащая на ее оси
симметрии, имеет координаты хО = 2, уО = 1. Отме-
тив на координатной плоскости точку С (2; 1), по-
строим параболу, проходящую через три точки:
А, В, С. Это и будет график функции у = х2 - 4х +
+ 5 (рис. 1.87). Для более точного построения
моэкно найти координаты еще нескольких точек
и построить их.

Способ 3-й. Построение параболы по корням
квадратного трехчлена.

Пусть х1 и х2 _ корни квадратного трехчлена

ах2 + Ьх + с (о решении уравнения ах2 + Ьх + с = О
см. п. 137). Тогда парабола, служащая графиком
функции у = ах2 + Ьх + с, пересекает ось абсцисс в
точках А(х1; О) и В(х2; О), а ось симметрии параболы
проходит перпендикулярно отрезку АВ через его се-
редину. Зная абсциссу хО вершины С параболы
(точка С леэкит на оси симметрии параболы, поэто-

х1 + х2 _, 2
Т) , наидем по формуле у = ах + Ьх + с

ее ординату, а затем построим параболу по трем точ-
кам: А, В, С.

МУ 360:
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П р и М е р 3. Построить график функции у =
= -х2 + бх - 5.

Р е Ш е Н и е. Из уравнения ум
-х2 + бх - 5 = О Находим х1 = 1,
х2 = 5. Значит, мы знаем две
точки искомой нараболы: о
А(1; О) и В(5; О). Уравнение оси 4
симметрии нараболы таково:
х = 3. Подставив значение 3 Іь Ш

вместо х в формулу у = -х2 + 0 1 3 5 х
+ бх - 5, находим у = 4. Зна-
чит, вершиной нараболы слу-
экит точка С(3; 4). По трем -5
точкам А, В и С строим нара- у = _х2+ бх _ 5
болу _ график функции у =
_ _ 2 _ Рис. 1.88- х + бх 5 (рис. 1.88).

115. Построение графика функции у = ї(1зх).
З а д а ч а 1. Построить график функции у =

= ї`(Ізх), где Із > О, Із і 1, если задан график функции

у = т)-
Р е Ш е н и е. Ордината графика функции у = ї'(Ізх)

в точке х равна ординате графика функции у = ї`(х)
в точке Ізх. Это значит, что график функции у =
= ї`(Ізх) получается из графика функции у = ї`(х) сжа-

тием с коэффициентом Іг к оси у (если О < Із < 1, то

фактически получается растяжение от оси у с коэф-
1фициентом Ё .

На рисунке 1.89 изображены графики функций
у = аІ'ССОЅ х И у = агссоЅ 2х, на рисунке 1.90 _ гра-

фики функцийу= «Ее иу= Ё .
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ул уА

11:
у = агссоЅ 2х у = П

Ж 1 ху = агссоех у = ё

-1 о 1 1 Ё О 1 3 х
Ё

Рис. 1.89 Рис. 1.90

З а д а Ч а 2. Зная график функции у = ї`(х), но-
строить график функции у = ї'(-х).

Р е Ш е н и е. Ордината графика функции у = ї'(-х)
в точке х равна ординате графика функции у = ї`(х)
в точке -х. Это значит, Что график функции у = ї`(-х)
Может быть нолучен из графика функции у = ї`(х)
нреобразованием симметрии последнего относи-
тельно оси у.

На рисунке 1.91 изображены графики функций
у = 1033 х и у = 1033(-х).

З а д а ч а 3. Зная график функции у = ї`(х), но-
строить график функции у = ї'(Ігх), где Іг < О.

Р е ш е н и е. Имеем ї`(Ігх) = ї`(-|Іг| х). Поэтому гра-
фик функции у = ї'(Ігх) моэкет быть нолучен сэкати-

ё у`
у = (-2х)2

8

у = 1023 (-х) 1 у = 102%

-з -1 о 1 з 56

1

-201 4:2

Рис. 1.91 Рис. 1.92
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ем графика функции у = ї`(х) с коэффициентом |Іг| к
оси у и симметрией полученного графика у = ї`(|Іг| х)
относительно оси у.

На рисунке 1.92 изображены графики функций
ё ё

у= х2иу=(-2х)2.

116. Сжатие и растяжение графиков тригономет-
рических функций. Здесь речь идет о построении
графиков функций вида у = т Ѕіп Ігх, у = т соЅ Ігх,
у=т1331гх,у=тс1;31гх.

Вообще говоря, построение графика функции у =
= т Ѕіп Ігх осуществляется в три этапа:

1) строят график функции у = Ѕіп х (см. п. 102);
2) строят график функции у = Ѕіп Ігх (см. п. 115);
3) строят график функции у = т Ѕіп Ігх (см. п. 1 10).

Аналогично обстоит дело с другими тригонометри-
ческими функциями.

На практике обычно при построении графика
функции у = = т Ѕіп Ігх (у = т соЅ Ігх) выполняют
растяжение и сжатие для одной полуволны графика
функции у = Ѕіп х (у = соЅ х), а затем строят весь гра-
фик. При построении графика функции у = т 1:8" Ігх
(у = т си; Ігх) выполняют растяжение и сжатие для
одной ветви графика функции у = 1:8" х (у = си; х), а
затем строят весь график.

П р и м е р. Построить график функции у = -3 соЅ 2х.
Р е ш е н и е. Построим одну полуволну графика

функции у = соЅ х. Осуществив ее сжатие к оси у с ко-
эффициентом 2, получим график функции у = соЅ 2х.
Теперь осуществим растяжение полученного гра-
фика от оси х с коэффициентом 3, а затем преобра-
зование симметрии относительно оси х. В результа-
те мы получим график функции у = -3 соЅ 2х.
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На рисунке 1 .93 показана одна полуволна графика,
а на рисунке 1.94 _ весь график.

= _ уу у 3соз2х 3"

/1_ у = соЅх

_ Е О Е х
її” Ёх І 4 4

= -3сов2х

-3

Рис. 1.93 Рис. 1.94

117. График гармонического колебания у =
= А Ѕіп (шх + ос). Тригонометрические функции ис-
пользуются для описания колебательных процес-
сов. Один из наиболее важных процессов такого ро-
да описывается формулой

у=АЅіп (шх+ос). (1)

Эту формулу называют формулой гармонических
или синусоидальных колебаний. ВеличинуА назы-
вают амплитудой колебания, она характеризует
размах колебания. Величину о) называют часто-
той колебания. Чем больше со, тем больше число

колебаний за единицу времени (Число колебаний за

шединицу времени равно й) . Наконец, ос называют

начальной фазой колебания.
Если, например, груз, висящий на пруэкине, вы-

вести из положения равновесия, то он начнет со-
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вершать вертикальные колебания. Закон движе-
ния выражается формулой (1), где у _ отклонение
груза от положения равновесия, а х _ время. Тот
же закон встречается в теории переменного элект-
рического тока. При вращении прямоугольной
рамки, сделанной из проводящего электрический
ток материала, в магнитном поле по ней идет пере-
менный ток. Если рамка вращается равномерно,
сила тока меняется по закону гармонических коле-
баний (1).

Построим график функции у = А Ѕіп(с)х + ос).
Прежде всего преобразуем функцию к виду у =

= А Ѕіп(с) (х + Ю) . Построение графика этой функ-

ции выполним в несколько этапов.
1) Осуществим параллельный перенос системы

координат, поместив начало новой системы х'у' в

точку О' (-Ё; О) .

2) В системе х'у' построим график функции у' =
= Ѕіп х' (при этом можно ограничиться одной полу-
волной).

3) Осуществив сжатие построенного графика к оси
у' с коэффициентом с), получим график у' = Ѕіп шх'.

4) Осуществив растяжение последнего графика
от оси х' с коэффициентом А, получим требуемый
график.

П р и м е р 1. Построить график функции у =

=2Ѕі1г1(:3-с -%).

Решение.Имеему=2Ѕіп (%( -Ё)).Постро-

ение графика выполним в несколько этапов.
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1) Осуществим параллельный перенос системы
координат, выбрав началом новой системы точку О'

'ТС І І
(ё ; О) . В СИСТЄМЄ х у НаМ НУЖНО ПОСТрОИТЬ График

функции у' = 2 Ѕіп Ё х'.

2) Строим график функции у' = Ѕіп х'.
3) Выполнив сжатие графика к оси у' с ко-

эффициентомЁ (т. е. растяжение с коэффициентом 3),

ІхЕ .

4) Осуществим растяжение последнего графика от
оси х' с коэффициентом 2. Полученный график явля-

получим график функции у' = Ѕіп

ется графиком функции у = 2 Ѕіп (Ё - Ё) (рис. 1.95).

І

у'у

Рис. 1.95

На практике вместо сжатия, растяжения и па-
раллельного переноса часто поступают иначе: отыс-
кивают значения х, при которых заданная функция
обращается в нуль, и значения, при которых она
принимает наибольшее и наименьшее значения.
Далее график строят по точкам.
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П р и м е р 2. Построить график гармонического
колебания

у=3$іп(2х+ ё) .

Р е Ш е Н и е. Решим сначала уравнение 3 Ѕіп ( 2х +

Е = ° Е = = _Е+ 3) О. Имеем (см. н. 154). 2х + З ліг, х 6 +

+ 7%, Іг Є 2. Дадим нараметру Іг два значения: О и 1.

ПриІг= Оимеемх=-%, нриІг= 1 имеемх= Ё.

Значит, точкиА1 (--6,;0) иА2 (ё ;0) служат конца-
ми одной нолуволны искомой синусоиды. Далее, се-

., 11: 11: 11:рединои отрезка -- ; - является точка _ , в кото-
6 3 12

и . 11:рои функция 3 Ѕш (2х + ё) принимает максимальное

значение, равное трем. Значит, М (1-2,;3) _ точка
максимума (см. н. 217). Отмечаем на координатной

плоскости точки А1(- 7615; О), А2 (Ё °,0) и М (1% ; 3)
и строим нолуволну искомого графика (рис. 1.96).
После этого строим график заданного гармониче-
ского колебания (рис. 1.97).

у?
з

у-_ ЗЅіп(2х+-

_3--

Рис. 1.96 Рис. 1.97

М

СЮ
ЁЁ

В* о Ё? а І
\Ф

|<`
4 о



ГЛАВА ІІ/

ТРАНСЦЕНДЕНТНЬІЕ ВЬІРАЖЕНИЯ

5 12. Преобразование выражений,
содержащих переменную
под знаком логарифма

118. Понятие трансцендентного выражения.
Трансцендентным выражением называют выра-
жение, содержащее переменные под знаком транс-
цендентной функции, т. е. под знаком показатель-
ной, логарифмической, тригонометрических или
обратных тригонометрических функций. Примеры
трансцендентных выражений:

10532 а + 1082 І); Ѕіп ос ° соЅ В ° соЅ у; а1'сЅі1г1(эс2 - х).

119. Определение логарифма положительного
числа. Натуральные логарифмы. Логарифмом по-
ложительного числа х по основанию а (а > О, а а: 1)
называют показатель степени, в которую нужно
возвести число а, чтобы получить число х:

а1°80х = х.

Равенство 105;а х = у означает, что ау = х.
Например, 10533 81 = 4, так как 34 = 81;

10810 о,001= -з, так как 10 3- 0_, 001; 1081І2= _,Ё
2

так как (%)2= =Л.

В записи 103,,2х число а _ основание логарифма,
х _ логарифмируемое число.
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Из определения логарифма вытекают следую-
щие важные равенства:

108а 1 = О,

108,, а = 1.
ОПервое следует из того, Что а = 1, а второе _ из

того, что а1 = а.
Вообще имеет Место равенство

ї' _108а а - г.
Если основание логарифма равно числу е (см.

п. 97), то логарифм называют натуральным. Вме-
сто записи 108е х принята запись 1п х.

Справедливы равенства:

111 1 = О;

111 е = 1;

ешх = х (для х> О).
120. Свойства логарифмов.
1°. Если х1 > О и х2 > О, то

108,, х1х2 = 108,, х1 + 108,, х2
(логарифм произведения равен сумме логарифмов
множителей).

Например, 1083 15 = 1083 (3 ° 5) = 1083 3 + 1083 5 =
= 1 +108'3 5.

2°. Если х1 > О и х2 > О, то

ІОЁа Ё = ІОЁа х1 _ ІОЁа х2
“2

(логарифм частного равен разности логарифмов
делимого и делителя).

Например, 1082 1,25 = 1082 Ё = 1082 5 - 1082 4 =

= 108'2 5 _ 2.



174 Глава І\/. ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ

Если х1 < О и х2 < О, то написать
10% х1х2 = 10% х1 + 10% х2

нельзя, так как правая часть такого «равенства» Не
имеет смысла (логарифм отрицательного числа Не
существует). Здесь можно рассуждать так: х1 и х2 _
отрицательные числа, следовательно, х1х2 > О.
Но тогда х1х2 = |х1х2| = |х1| ° |х2|. Значит, 10% х1х2 =
= 10811 |х1| ° 13021-

Так как |х1| > О и |х2| > О, то, применив свойство 1°,
получим

10%-За |х1| ° |х2| = 108а |х1| + 108а 13021-
Итак, если х1х2 > О, то

10841 х1х2 = 10811 |х1| + 10821 13521
и, аналогично

10%, _ = 10813611 40813621.
3°. Если х > О, то

10%, х' = г 109а х

(логарифм степени равен произведению показате-
ля степени на логарифм основания степени).

Например, 1035 81 = 1085 34 = 4 1085 3;
1

1083 Л =10$3 22 = Ё 10% 2.

П р и м е р. Вычислить 10% зЁ , если 10% 3 = а.

Решение.

1082 ЗЁ = 1082 (Ё) СЮ
ІН

(1082 з -10Ѕ2 4) = Ё (а - 2).

Ф
О
ІН
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Справедливо следующее утверждение: если Іг _
четное число, то 108а хд' = Іг 108а |х| для любого х че О.

Например, 1082 х4 = 4 1082 ІхІ; 1083 х2 = 2 1083 ІхІ.

121. Переход к новому основанию логарифма.
Справедливы следующие два свойства, позволяю-
щие перейти к новому основанию логарифма:

1°. Если х > О, то

108ьх1 =
Оєа х ІОЅЬ а

(формула перехода к новому основанию).
108 53 108д1) 1_; а Ь = = ;10%52 Ісеьа Ісеьа

Например, 1082 3 =

_ 1п_310853 1115.

2°. Если х > О, то

108а х = 1082112 хіг.

Например, 1082 5 = 10823 53 = 108ЛЁ .

Н р и м е р 1. Вычислить 1085 6, если 1082 3 = а,
1082 10 = 1).

Р е ш е н и е. Нерейдем в 1085 6 к основанию 2:

_ 10226 _ 1022(2~3) _ 10%22+10223 1+а10 6_____ = .85 10825 щ 10821040222 ь_1

Н р и м е р 2. Вычислить 108%6/3_2 .

Р е ш е н и е. Согласно свойству 2° основание ло-
гарифма и логарифмируемое Число можно возвести
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в одну и ту же степень, при этом числовое значение
выражения не изменится:

М
КП

ІОЄЗЛБШ = 103"(ш)3(Ё/3_2)3 =10$2 ]3_2 = 10822 М
ІС
Л

122. Логарифмирование и потенцирование. Ес-
ли некоторое выражение А составлено из положи-
тельных чисел с помощью операций умножения,
деления и возведения в степень, то, используя
свойства логарифмов, можно выразить 105;а А че-
рез логарифмы входящих в выражение А чисел.
Такое преобразование называют логарифмирова-
нием.

П р и м е р 1 . Прологарифмировать по основанию

125а31)2
с

5 выражение , где а, І), с _ положительные

числа.
Р е Ш е н и е. Используя свойства логарифмов

(см. п. 120), получим

1085щ =10$5(125а31)2)-103"5 Л =
с

1
=103`5 125 +1035 а3 + 10535 192 -10535 с2 =

=3+310Ѕ50+2108`5ь_%108'50.

Часто приходится решать обратную задачу: на-
ходить выражение по его логарифму. Такое преоб-
разование называют потенцированием.
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Пр имер 2. Найти х, если

105;3 х = 2105;3 5 +Ё 10,93 8 - 31083 10.
Решение.

1 І10$3х=1033 25+103~3 82 -10533 103=1щ<3~3 Ш =
1000

Ё
20'

ЛИз равенства 10533 х_- 10533 _О Находим, что х-_ ^/_.

= 1083

123. Десятичный логарифм. Характеристика и
мантисса десятичного логарифма. Если основание
логарифма равно 10, то логарифм называют деся-
тичным. Вместо записи 105310 х принята запись 15; х.
На рисунках 1.98 и 1.99 изображены графики
функций у = 10”с и у = 13" х.

у* у
10- 10-

у = 10х у = 10х а
у

а

_/ І / .
0 і Эс 0 1 1'03с

а) б)

Рис. 1.98 Рис. 1.99
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В Частности, для десятиЧных логарифмов спра-
ведливы равенства:

1019а= а
13 1 =0, 13 0,1= -1,
13 10 = 1, 13 0,01 = -2,
13 100 = 2, 13 0,001 = -3,
13 1000 = 3, 13 0,0001 = -4,

13 10п = п.
Пусть положительное число а представлено в стан-

дартном виде (см. п. 34) а = а1 ° 10", где 1 < а1 < 10,
п Є 2 (п_ порядок Числа и). Прологарифмируем Чис-
ло а по основанию 10, воспользовавшись свойства-
ми логарифма (см. п. 120):

13а=13(а1 ° 10п)=13и1+13 10"=13а1+п.
Итак, 13а=13и1+п. (1)

Поскольку 1 < а1 < 10, то 13 1 < 13 а1 < 13 10, т. е.
0 < 13 и1 < 1. Поэтому из равенства (1) следует, Что
п есть наибольшее целое Числа, не превосходящее
Число 13 а. Значит, п есть целая Часть Числа 13 а, т. е.
п = [13 а] (см. п. 31). Слагаемое 13 а1 есть дробная
Часть Числа 13 а, т. е. 13 а1 = {13 а} (см. п. 31). Целую
Часть Числа 13 а, т. е. порядок Числа а, называют ха-
рактеристикой 13 а, а дробную Часть Числа 13 а _
его мантиссой.

Имеет место следующее утверждение: если число
и > 0 умножить на 10,2, где Іг _ целое число, то
мантисса логарифма не изменится; иными слова-
ми, 13 а и 13 (и ° 101%) имеют одинаковые мантиссы.

В самом деле, имеем

ща- 10Ё)=13а+1310'г=13(а1-10")+л=13а1+п+1г.
Мантиссой Числа 13 (а - 10%) является 13 а1, т. е. то же

Число, которое служит мантиссой для 13 а.
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5 13. Формулы тригонометрии
и их использование для преобразования

тригонометрических выражений

124. Тригонометрические выражегшя. Выражение,
в котором переменная содержится под знаками триго-
нометрических функций, называют тригонометриче-
ским. Для преобразования тригонометрических вы-
ражений используют свойства тригонометрических
функций, отмеченные в пп. 100_105, и формулы три-
гонометрии, указанные ниже в пп. 125_131.

125. Формушя сложеъшя и вычитания аргументов.
соЅ (ос + В) = соЅ ос соЅ В - Ѕіп ос Ѕіп В, (1)
соЅ (ос - В) = соЅ ос соЅ В + Ѕіп ос Ѕіп В, (2)
Ѕіп (ос + В) = Ѕіп ос соЅ В + соЅ ос Ѕіп В, (3)
Ѕіп (ос - В) = Ѕіп ос соЅ В - соЅ ос Ѕіп В, (4)

_ ФеттєбЁЅ'ЮС'І'Ы-ш, (5)

_ = *за - *86*ею В) ІНЅЩЁВ- (6)

Формулы (1)_(4) справедливы для любых ос, В.
Формула (5) верна при ос, В, ос + В, отличных от

ё + лІг, Іс Є 2. Формула (6) верна при ос, В, ос - В, от-

личных от ё + піс, Іс Є 2.

П р и м е р 1. Вычислить Ѕіп 75°.
Р е ш е н и е. Имеем Ѕіп 75° = Ѕіп (30о + 45°). Вос-

пользовавшись формулой (3) при ос = 30°, В = 45°,
получим

Ѕіп (30о + 45°) = Ѕіп 30° соЅ 45° + соЅ 30° Ѕіп 45°.
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, соЅ 45° = Ѕіп 45° = Ё,
2

соЅ 30° = Ё (см. п. 99). Значит, Ѕіп (30° + 45°) =

.^/_+ ^/_. @_ Л_+^/Ё_
2 4

Итак Ѕіп 75° =2Ы = Л(1+^/ё)
э 4 4 .

П р и м е р 2. Упростить выражение

Ѕіп (7-1: + ос)-сс›Ѕ(7-І+ ее)
4 4

ЅіпС-І + ее) + соЅС-т + ее) .
4 4

Р е ш е н и е. Воспользуемся для Ѕіп (ї + ос) и

Е
4

Известно, Что Ѕіп 30° =

Ь'
ЭІ
І'-
І

соЅ (ї + ос) формулами (3) и (1) и учтем, Что Ѕіп

мет) «же )
Ѕіп(ї+а)+со$(ї+ а)

(Ѕіпїсозос + созїзіпос)- (созїсозос - Ѕіпїзіпос)

. 'ТБ 'ТБ . ТГ, . 'ТС .
ЅІІІЕСОЅОС+СОЅЕЅПІОС + СОЅЕСОЅОС_Ѕ11'1-ЅПІОС4

Ё(созос + Ѕіпос - соЅос + Ѕіпос) __ 2 = 2Ѕ1п0с =ЪЅОС
Л 2соЅос '
ї(созос + Ѕіпос + созос - Ѕіпос)
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П р и М е р 3. Вычислить соЅ 15°.
Р е ш е н и е. Имеем 15° = 45° - ЗО°. Воспользо-

вавшись формулой (2) при ос = 45°, В = 30°, получим

соЅ 15° = соЅ (45° - ЗО°) = соЅ 45° соЅ 30° +
+ Ѕіп 45° Ѕіп 30° =

=@.Ё і. 1:2 2+2 2_ %(1ё+1).

_ЗПример4. Найти'щс -І-,ос) еслиЪЅос-Е.

Р е ш е н и е. Воспользуемся формулой (5) и уч-

тем, Что '053% = 1:

ЪЁЕ+Ъ30с 1+ё
ИС.: +а)_4__Ш__4=7

4 11: 1-'с30с З °1-Ъ31Ъ30с 1-1

126. Формулы приведения. Под формулами при-
ведения понимают обычно формулы, сводящие зна-
чение тригонометрической функции аргумента ви-

да “ї ± ос, п Є 2, к функции аргумента ос.

. лПусть, например, нужно вычислить Ѕш (- -І- ос) .
2

Имеем:

Ѕіпсёт +ос) =Ѕі1г1ёІ соЅос+соЅё Ѕіпос=1°соЅос+

+0°Ѕіпос=со$ос.
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Аналогично,

Ѕіп(л-ос)=ЅіплсоЅос-со$п$іпос=
= О'соЅос-(-1)-Ѕіпос=$іпос;

соЅ (Ёп +01) =соЅ Зїл соЅос-Ѕіп 31: Ѕіпос=

= О'соЅос- (-1)°Ѕіпос=Ѕіпос.
Подобным же образом выводятся и остальные

формулы приведения. Эти формулы даны в следую-
щей таблице:

Аргументі
Функ-
ЦИЯ Ё-ос 7-І+ос л-ос тп+ос зїл-щзїпдгщ 2%-01

Ѕіп і соЅ ос соЅ ос Ѕіп ос -Ѕіп ос -соЅ ос -соЅ ос -Ѕіп ос

соЅ і Ѕіп ос -Ѕіп ос -соЅ ос -соЅ ос -Ѕіп ос Ѕіп ос соЅ ос

1:3 і с1:3 ос -с1:3 ос -1:3 ос 1:3 ос с1:3 ос -с1:3 ос -1:3 ос

с1:3 і 1:3 ос -1:3 ос -с1:3 ос с1:3 ос 1:3 ос -1:3 ос -с1:3 ос

127. Соотношения между тригонометрическими
функциями одного и того же аргумента. Если в
формуле (2) из п. 125 положить ос = В = і, то получим

(3052 1: + 51112 1: = 1, (1)
откуда, в свою очередь, находим, что

1+132і= 1 , 2
соЅ2і ()

1+ ±2±= 1 . 3
08 Ѕіп2і ()

Тождество (2) справедливо при і а: ё + пп, п Є 2,

а тождество (3) _ при і а: пп, п Є 2.
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Равенства (1), (2), (3) связывают между собой
различные тригонометрические функции одного и
того же аргумента. Известны еще два равенства,
связывающие между собой различные тригономет-
рические функции одного и того же аргумента:

±±=Ѕшіе±±=їёі
8 Ѕі , 8 Ѕіпі

ПЄрЄМНОЖаЯ ЭТИ раВЄНСТВа, ПОЛУЧаЄМ раВЄНСТВО

Фёі-сі9і=1, (4)

справедливое при і а: 7% , Іг Є 2.

П р и М е р 1. Известно, Что Ѕіп і = -Ё , причем л

< і < Зїл . Найти соЅ і, 133" і, си; і.

Р е ш е н и е. Из формулы (1) получаем соЅ2 і =
= 1 - 51112 і. Подставив вместо Ѕіп і его значение, по-
лучим

2 З 2 9 16±=ъЬд=ч-_=_.СОЅ 5 25 25
Итак, соЅ2 і = Ё-Ё ; значит, либо соЅ і = Ё , либо соЅ і =

_ _ 45 .
311:По условию, л < і < ї , т. е. аргумент і прина-

длежит ІІІ четверти. Но в ІІІ четверти косинус отри-
цателен; значит, из двух указанных выше возмож-
ностей выбираем одну: соЅ і = -Ё .

Зная Ѕіп і и соЅ і, находим 133" і и си; і:
_ё

±_Ѕп1і__5=ё, ±=4.
8 соЅі _4 4 СЪЅ З

5

4 3 4Итак,соЅі=--,1: і=-,с1: ±=-за 8 4 Ѕ' з
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П р и М е р 2. Известно, Что си; і = -Ё , причем

ё < і < 11. Найти Ѕі11 і, соЅ і, '03" і.

Р е ш е н и е. Из формулы (3) Находим Ѕі112 і =
=4

1 + сіггі .
Подставив вместо си; і его значение, получим

Итак, Ѕі112 і = Ё . Значит, либо Ѕі11 і = Ё , либо

Ѕі11 і = -Ё . По условию, ё < і < 11. Значит, і принад-

лежит ІІ четверти, а во ІІ четверти синус положите-
лен. Поэтому из двух указанных возможностей вь1-

- 12бираем одну: $111 і = _ .
13

Для отыскания значения соЅ і воспользуемся оп-
соЅіределением котангенса: си; і = і . Из этого равен-
$111

ства находим
. 5 12 5соЅ±=с13 ±°Ѕ111±=-_ ° _ =-_.8 12 13 13

Осталось вычислить значение 133" і. Из равенства
1 12'с і=_нахо им,что'с ±=-_.

8 сіёі д 8 5
Итак,

. 12 5 12
і- - , 7 '$111 13 соЅ і - _13 133" і 5
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128. Формулы двойного аргумента. Если в фор-
мулах (3), (1), (5) из п. 125 положить ос = і, В = і, то
получим следующие тождества:

Ѕіп 21,ь = 2 Ѕіп і соЅ і, (1)

соЅ 2і = соЅ2 і - Ѕіп2 і, (2)

_ 2±3іЁ 2і -_. 3е 1_ *821 ( )

С помощью формул (1), (2) и (3) можно выразить
синус, косинус, тангенс любого (допустимого) аргу-
мента через тригонометрические функции вдвое
меньшего аргумента. Например, справедливы сле-
дующие равенства:

. . х хЅшх=2Ѕ1п - соЅ -2 2,
5х 5хЅіп5х=2Ѕіп_ соЅ_,
2 2

соЅ 81,ь = соЅ2 41,ь - 51112 4і.

В ряде случаев полезным оказывается использо-
вание полученных формул «справа налево», т. е. за-
мена выражения 2 Ѕіп і соЅ і выражением Ѕіп 2± (или

. Ѕі1г12і,ьвыражения Ѕш і соЅ і _ выражением 2 ) , выра-

жения соЅ2 і - 51112 і _ выражением соЅ 2і и, нако-
2Ъ3±нец, выражения _ выражением 133" 2і.

1 'сггі

П р и м е р. Упростить выражение '03" і - с'сё;~ і.

Решение.'1;;<;"±-с1:,~<;і=іш'ъ -Ш =
соЅі Ѕші

- 2 _ 2 2 _ - 2= 5111.15 соЅ і =_соЅ і Ѕш і =_2 09521: =_2 си; Ш.
Ѕшісозі 1 Ѕ11г12і,ь

ёЅїІІ2Ё
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129. Формулы понижения степени. Зная, Что
с052 і + 51112 і = 1 (см. п. 127), а с052 і - 51112 і = с05 21,ь
(см. п. 128), Находим, Что

соЅ2і' = НСТОЅШ; (1)

51112і = ЪСТОЅШ. (2)

Формулы (1) и (2) называют формулами пониже-
ния степени. Они позволяют преобразовывать 51112 і и
с052 і в выражения, содержащие первую степень коси-
нуса двойного аргумента. Например, используя фор-
мулы (1) и (2), можем получить следующие равенства:

Ѕіп2 а_с = 1 - с05х ,
2 2

1 + с05(2їл + 201)
20.1: + =с05 3 Ос 2

Формулы (1) и (2) используют и «справа налево»
для преобразования сумм 1 + с05 21, 1 - с05 21 в про-
изведения. Например, верны следующие равенства:

1+с055х=2с0525_х2,1-с05(ос+В)= 2511122а+_6.

Пример 1. Доказать тождество 133" Ё =Щ.
2 1+с0515

Р е ш е н и е. Знаменатель правой части преобра-
зуем по формуле (1), а Числитель _ по формуле си-
нуса двойного аргумента (см. п. 128). Получим

2 . і і - і_ 5111-с05- 5111-
51111,ь = 2 2 = 2 =ЪЅ і

1+СОЅЁ 2с052і с05і 2
2
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4 4П р и М е р 2. Вычислить 5111 х + с05 х, если

известно, Что с05 2х = ї .
13

Р е ш е н и е. Воспользовавшись тем, что 51114 х =

= (51112 х)2 и с054 х = (с052 х)2, применим формулы
понижения степени. Получим

51114 х + с054 х = (51112 х)2 + (с052 х)2 =

= (1 _ соЅ2х)2 + (1 + соЅ2х)2 =
2 2

1+2_5= 2+2с0522х = 1+с0522х = 169 =ї
4 2 2 169'

130. Преобразование сумм тригонометрических
функций в произведение.

511101+5111В=25111итд"В с050%6,

511101-5111В=2511106%В соЅаТНЗ,

соЅос+соЅВ=2соЅщТ+В с050%6,

соЅос-соЅВ=-25111Ё 5111 0%6,

±€а+±85= ЅіІІЅЦ+ВЁ

соЅоссоЅ В ,

±8а_±8,5= 5111101-[52
соЅоссоЅВ '
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П р и М е р 1. Преобразовать в произведение
соЅ 48° - соЅ 12°.

Р е ш е н и е. Применив формулу разности ко-
синусов при ос = 48°, В = 12°, получим

48°+12° . 48°_12° =соЅ 48° - соЅ 12° = -2 ЅіпТ Ѕш 2

= -2 Ѕіп 30° Ѕіп 18°.

Так как Ѕіп 30° = Ё , то окончательно получим

соЅ 48° - соЅ 12° = -Ѕіп 18°.

П р и м е р 2. Преобразовать в произведение

Ѕіпх+соЅ 2х-Ѕіп Зх.

Решение.

Ѕіп х + соЅ 2х - Ѕіп Зх = соЅ 2х - (Ѕіп Зх - Ѕіп х) =

=соЅ2х-2Ѕі1г1хсоЅ2х=2соЅ2х(1 -Ѕіпх) =
2

7-13-х 7-1:+х
=2соЅ2х(Ѕіп%-Ѕіпх)=2со$2х°2$іп6 соЅбТ =

= ~ ї_9_є ї 9.64соЅ2хЅ1п (12 2) соЅ (12 + 2) .

131. Преобразование произведений тригономет-
рических функций в сумму.

Ѕіп а сОЅ В = ЅіІІ((Х_ В)Ч2'ЅіН(Ц+В), (1)

Ѕіп а Ѕіп В = соЅ(ос- В); соЅ(ос+ В) , (2)

сОЅ а сОЅ В = соЅ(ос- В)+ соЅ(ос+ В) . (3)
2
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П р и м е р. Преобразовать в сумму произведение
Ѕін 43° соЅ 19°.

Р е ш е н и е. Воспользовавшись формулой (1) при
01 = 43°, В = 19°, получим

Ѕіп 430 СОЅ 190 = Ѕін(43°-19°)+Ѕін(43°+19°) =
2

(Ѕін 24° + Ѕін 62°).М
ІН

132*. Преобразование выражения а соЅ і + 19 Ѕін і
к виду А соЅ (і - ос). Любое выражение вида
а соЅ і + 19 Ѕін і можно представить в видеА Ѕін (і + ос).

Для этого вынесем за скобки выражение А/а2 + 192 :

асоЅ±+19$ін±=А/а2+192(±со$і+±$іні).
А/а2 + 192 ^/а2 + 192

= 1. Это знаЧит, Что тоЧ-НО (Й + (ту
ка с координатами удовлетворяета И 19

^/а2 + 192 А/а2 + 192

уравнению 962 + у2 = 1, т. е. лежит на Числовой ок-
ружности; поэтому существует такое 01, Что

а =соЅос, ± =Ѕінос.
^/а2 + 192 ^/а2 + 192

ОбознаЧив для краткости а2 + 192 Через А, полуЧаем

асоЅ±+19$ін±=А(соЅоссоЅі+ЅіносЅін і).

Применив к выражению в скобках формулу (2)
из п. 125, полуЧим

асоЅ±+19$ін±=АсоЅ(±-а).
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Числа а, І), А, ос связаны друг с другом соотноше-
ниями:

а=АсоЅос, Ь=АЅінос, А= А/а2+1)2,

а Ѕінос= ь
^/а2+1)2 , А/а2+1)2 .

Например, 3 Ѕін 2± + 4 соЅ 2і = 5 соЅ (2і - ос), где
4 . 3

Ѕ а = _ , ЅІП а = _ осо 5 5

СОЅОС=

133*. Примеры преобразований выражений, со-
держащих обратные тригонометрические функ-
ции.

П р и м е р 1. Унростить выражение соЅ (агсЅін х),
где - 1 < х < 1.

Р е ш е н и е. Положим агсЅін х = у. Тогда Ѕін у = х,

-ЁІ < у < ё. Нужно найти соЅ у.

И 2 _ _ - 2 . 2 _звестно, Что соЅ у - 1 Ѕш у, значит, соЅ у -

= 1 -х2. Но-ё <у< 7ёт:,анаотрезке [_ ё; ё] ко-

СИНУС ПрИНИМаЄТ ЛИШЬ НЄОТрИЦаТЄЛЬНЬІЄ ЗНаЧЄ-

ния. Поэтому соЅ у = ^/1 - х2 , т. е. соЅ (агсЅін х) =

= ^/1-х2.

П р и м е р 2. Вычислить 133" (Ё агссоЅ (_ Ё” .

Р е ш е н и е. Положим ос = агссоЅ (_ Ё) . Тогда

соЅ ос = -Ё , ё < ос < п. Нужно вычислить 133" (ё.
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2 Ё = _1 + СОЅОС; значит, соЅ2
2 2

1= Б . Так как, далее, 1 + 1382

Имеем соЅ

(1:1
2

= 5, откуда 1332 = 4, т. е. 133"

По условию, ю
Іё

кд
;

<0с<л;значит, ї <Ёх <7ёт,авин-

тервале (ї ; ё) имеем 133" (ё > О. Итак, 133" (ё = 2, т. е.

133" (Ё агссоЅ (_Ё” = 2.

П р и м е р 3. Доказать, что для любого х из [- 1; 1]
справедливо тождество

агсЅіп х = - агссоЅ х. (1)М
ІЁ

Р е ш е Н и е. Вычислим значения синуса левой и
правой частей проверяемого равенства:

Ѕіп (агсЅіп х) = х;
. 11:Ѕш (ё - агссоЅ х) = соЅ (агссоЅ х) = х.

Синусы, как мы видим, равны, поэтому, Чтобы убе-
диться в справедливости равенства (1), осталось по-

казать, Что агсЅіп х и ё - агсоЅ х принадлежат одно-

му и тому же промежутку монотонности функции

у = Ѕіп х (без проверки этого условия можно полу-

Чить неверный результат, ведь тригонометриче-
ские функции могут принимать одинаковые значе-
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ния И для различных значений аргумента, напри-

511: 11: 511: 1)
мер-#_ ноЅіп-=Ѕіп_=-.

6 6 , 6 6 2

Имеем - 7-1: < агсЅіп х<×ё. Далее, О<а1°ссоЅ х < п,М

апоэтому - <

І\'
Лд

І\'
Лд - агссоЅ х<×7ёт. Итак, агсЅіп х и

ё - агссоЅ х принадлежат одному промежутку мо-

нотонности [-п2,;2] функции у_- Ѕіп х. Теперь мож-

но считать, что тождество (1) доказано.
Аналогично можно доказать, что

11:агсіэг* х = ё - агсіэг* х.



ГЛАВА І/

УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

5 14. Уравнения с одной переменной

134. Определение уравнения. Корни уравнения.
Равенство с переменной 1°(х) = 3 (х) называют уравне-
нием с одной переменной х, если поставлена задача
найти все те же значения х, при которых равенство с
переменной обращается в верное числовое равенство.
Всякое значение переменной, при котором выраже-
ния 1°(х) и 3(х) принимают равные числовые значе-
ния, называют корнем уравнения.
Решить уравнение _ это значит найти все его

корни или доказать, что их нет.
П р и м е р 1. Уравнение 3 + х = '7 имеет единст-

венный корень 4, так как при этом и только при
этом значении переменной равенство 3 + х = '7 яв-
ляется верным.

П р и м е р 2. Уравнение (х - 1)(х - 2) = О имеет
два корня: 1 и 2.

П р и м е р 3. Уравнение х2 + 1 = О не имеет дей-
ствительных корней.

Заметим, что можно говорить и о мнимых кор-
нях уравнений. Так, уравнение х2 + 1 = О имеет два
мнимых корня: х1 = і, х2 = -і (см. п. 47). Всюду ни-
же речь идет только о действительных корнях
уравнений.

135. Равносильность уравнений. Уравнения,
имеющие одни и те же корни, называют равносиль-
ными. Равносильными считаются и уравнения,
каждое из которых не имеет корней.
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Например, уравнения х + 2 = 5 и х + 5 = 8 равно-
сильны, так как каждое из них имеет единствен-
ный корень _ Число З. Равносильны и уравнения
х2+1=Ои2х2+5=О_ниодноизнихнеимеет
корней.

Уравнения х - 5 = 1 и х2 = 36 неравносильны,
так как первое имеет только один корень 6, тогда
как второе имеет два корня: 6 и - 6.

В процессе решения уравнения его стараются за-
менить более простым, но равносильным данному.
Поэтому важно знать, при каких преобразованиях
данное уравнение переходит в равносильное ему
уравнение.

Теорема 1. Если в уравнении какое-нибудь сла-
гаемое перенести из одной части в другую, изменив
его знак, то полуЧится уравнение, равносильное
данному.

Например, уравнение х2 + 2 = Зх равносильно
уравнению х2 + 2 - Зх = О.

Теорема 2. Если обе Части уравнения умножить
или разделить на одно и то же отличное от нуля Чис-
ло, то полуЧится уравнение, равносильное данному.

-12хНапример, уравнение = 2х равносильно

уравнению х2 - 1 = бх (обе Части первого уравне-
ния мы умножили на 3).

136. Линейные уравнения. Линейным уравнени-
ем с одной переменной х называют уравнение вида

ах=Ъ,
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где а и Ь _ действительные числа; а называют ко-
эффициентом при переменной, Ь _ свободным чле-
ном.

Для линейного уравнения ах = Ь Могут предста-
виться три случая:

1) а че О; в этом случае корень уравнения равен Ё ;
а

2) а = О, Ь = О; в этом случае уравнение принимает
вид О ° х = О, что верно при любом х, т. е. корнем
уравнения служит любое действительное число;

3) а = О, Ь че О; в этом случае уравнение принимает
вид О ° х = Ь, оно не имеет корней.

Многие уравнения в результате преобразований
сводятся к линейным.

П р и м е р 1. Решить уравнение Ёх + А = О.
15

Р е ш е н и е. По теореме 1 (см. п. 135), данное
1 2уравнение равносильно уравнению - х = -_ Если
5 15 '

разделить обе части этого уравнения на коэффици-
ент при х, то по теореме 2 получим равносильное

данному уравнение х = - А : 1 , т. е. х = -Ё . Итак,
15 5 З

-Ё _ корень уравнения.
П р и м е р 2. Решить уравнение

Ё+ї+_1_х=5х-1.з 4 в Е
Р е Ш е н и е. Это уравнение сводится к линейно-

му уравнению. Умножив обе части уравнения на 12
(наименьшее общее кратное знаменателей 3, 4, 6, 12),
получим
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идалее
8+3х+2-2х=5х-12,

8+2+12=5х-3х+2х,

4х=22,

х=5,5.

137. Квадратные уравнения. Уравнение вида

ах2+Ьх+с=О, (1)

где а, І), с _ действительные числа, причем а а: О,
называют квадратным уравнением. Если а = 1, то
квадратное уравнение называют приведенным, ес-
ли а і 1, то неприведенным. Коэффициенты а, І), с
имеют следующие названия: а _ первый коэффици-
ент, І) _ второй коэффициент, с _ свободный
член. Корни уравнения ах2 + Ьх + с = О находят по
формуле

х
= -Ь±^/192-4ас (2)

2а '

Выражение 1) = 192 - 4ас называют дискриминан-
том квадратного уравнения (1). Если 1) < О, то урав-
нение (1) не имеет действительных корней; если
1) = О, то уравнение имеет один действительный
корень; если 1) > О, то уравнение имеет два дейст-
вительных корня.

В случае, когда 1) = О, иногда говорят, что квад-
ратное уравнение имеет два одинаковых корня.

Используя обозначение 1) = 192 - 4ас, можно пере-

писать формулу (2) в виде х = 492%) .
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Если І) = 2Іг, то формулу (2) можно упростить:

-2Іг ± А/4Іг2 - 4ас = -2Іг ± 2А/Іг2 - ас = -Іг ± ,1122 - ас
2а а '

х:

2а

Итак,

_ / 2_х: Іг± ,Є ас ,ГДЄІг=Ё (3)

а 2

Формула (3) особенно удобна, если Ё _ целое
2

число, т. е. коэффициент І) _ четное Число.
П р и М ер 1. Решить уравнение 2эс2 - 5х + 2 = О.
Решение. Здесьа=2,І)=-5,с=2. Имеем:

р=ь2-4ас=(- 5)2-4-2-2=9.
Так как 1) > О, то уравнение имеет два корня, ко-

торые найдем но формуле (2):

:-ь±Лэ: 5±416:5±з

Итак, х1 =

х2 = Ё _ корни заданного уравнения.

Пример 2. Решить уравнение х2-6х+9=0.
Решение. Здесьа= 1, Ь=-6, с=9.Поформуле(3)

_З±^/9 9 З±Онаходимх-_=Т=3, т. е. х=3_

единственный корень уравнения.
П р и м е р 3. Решить уравнение 2эс2 - Зх + 5 = О.
Решение.Здесьа=2,Ь=-3,с=5;1)=Ь2-4ас=

= (-3)2 - 4 ° 2 ° 5 = -31. Так как 1) < О, то уравнение
не имеет действительных корней.
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138. Неполные квадратные уравнения. Если в
квадратном уравнении ах2 + Ьх + с = О второй коэф-
фициент І) или свободный член с равен нулю, то
квадратное уравнение называют неполным. Непол-
ные уравнения выделяют потому, что для отыска-
ния их корней можно не пользоваться формулой
корней квадратного уравнения _ проще решить
уравнение Методом разложения его левой части на
множители.

П р и м е р 1. Решить уравнение 2х2 - 5х = О.
Р е ш е н и е. Имеем х(2х - 5) = О. Значит, либо

х= О, либо 2х-5=0, т. е. х=2,5.
Итак, уравнение имеет два корня: О и 2,5.
П р и м е р 2. Решить уравнение 3х2 - 10 = О.
Р е ш е н и е. Разделив обе части уравнения на 3,

получим х2-% =0, т. е. (х- %)(х+^/Гї0) =О.

Значит, либо х -Ё = О, откуда х = Ё , либо х +

10 10+ _=О,отк ах=- _.Д Уд 3
Итак, уравнение имеет два корня: Ё и -Ё .

П р и м е р 3. Решить уравнение 2х2 + 5 = О.
Решение. Таккак2х2+5>0прилюбыхх,

то уравнение 2х2 + 5 = О не имеет корней.

139. Теорема Виета.

Теорема З. Если приведенное квадратное урав-
нение

х2+рх+9=0
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ИМЄЄТ ДЄЙСТВИТЄЛЬНЬІЄ КОрНИ, ТО ИХ СУММа равна _р,

а ПРОИЗВЄДЄНИЄ раВНО Ч, Т. Є.

х1 + х2 = _рэ
х1х2 = Ч (1)

(сумма корней приведенного квадратного уравне-
ния равна второму коэффициенту, взятому с про-
тивоположным знаком, а произведение корней
равно свободному члену).

Выведем еще Некоторые соотношения между
корнями И коэффициентами приведенного квадрат-
ного уравнения

х2 +рх + а = О.

Найдем сумму квадратов корней:

хї + хё = (хї + 2х1х2 + хё ) - 2х1х2 =

= (х1 + х2)2 - 2х1х2.

Воспользовавшись формулами (1), получим

2 2 2х1 +х2 =р -29. (2)

Найдем сумму кубов корней:

з з 2 2х1 + х2 = (х1 + эс2)(х1 - х1х2 + х2 ) =
2= (301 + х2)((х1 + х2) _ 3301362)-

Воспользовавшись формулами (1) и (2), получим

3 3 2х1 + х2 =-р(р -39).

Справедлива теорема, обратная теореме Виета.
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Теорема 4. Если числа х1 и х2 таковы, что х1 + х2 =
= -р, х1х2 = 9, то х1 и х2 _ корни квадратного урав-

нения х2 +рх + 9 = О.

Эта теорема позволяет в ряде случаев находить
корни квадратного уравнения без использования
формулы корней.

П р и М е р 1. Решить уравнение х2 - 9х + 14 = О.
Р е ш е н и е. Попробуем найти два числа х1 и х2

ТаКИЄ, ЧТО

361 + 362 = 9,

361362 = 14.

Такими числами являются 2 и '7. По теореме 4, они
и служат корнями заданного квадратного уравне-
ния.

П р и м е р 2. Решить уравнение х2 + Зх - 28 = О.
Р е Ш е н и е. Попробуем найти такие два числа

х1 и х2, чтобы выполнялись равенства

х1 + х2 = -3,

361362 = _28.

Такими числами будут -7 и 4. Они и являются
корнями заданного уравнения.

140. Системы и совокупности уравнений. Рассмот-
рим уравнение

(х2 - 1)2 + ((х - 1)(х - 2))2 = о.

ясно, Что (х2 - 1)2 > о И ((х - 1)(х - 2))2 > о, а сумма
ДВУХ НЄОТрИЦаТЄЛЬНЬІХ ЧИСЄЛ раВНа НУЛЮ ТОГДЭ. И
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только тогда, когда каждое слагаемое равно нулю.
Поэтому сначала Надо решить уравнения (х2 - 1)2 = О
и ((х - 1)(х - 2))2 = О, а затем найти их общие кор-
ни. Корнями уравнения (х2 - 1)2 = О служат числа
1 и -1, а корнями уравнения ((х - 1)(х - 2))2 = О _
числа 1 и 2. Общим является число 1 _ это корень
исходного уравнения.

В том случае, когда нужно найти значения пере-
менной, удовлетворяющие обоим заданным урав-
нениям, говорят, что задана система уравнений.
Для обозначения системы используют фигурную
скобку:

(х2 - 1)2 = 0,
«х - 1›(х - 2))2 = 0.

Рассмотрим теперь уравнение (эс2 - 1)(эс2 - 4) = О.
Произведение двух чисел равно нулю тогда и толь-
ко тогда, когда хотя бы одно из чисел равно нулю.
Поэтому сначала надо решить уравнения х2 - 1 = О
и х2 - 4 = О, а затем объединить их корни. Корнями
первого уравнения являются числа 1 и -1, а корня-
ми второго _ числа 2 и -2. Значит, 1, -1, 2, -2 _
корни исходного уравнения.

Несколько уравнений с одной переменной обра-
зуют совокупность уравнений, если ставится зада-
ча найти все такие значения переменной, каждое из
которых является корнем хотя бы одного из данных
уравнений. Для обозначения совокупности иногда
используют квадратную скобку:

'х2-1=О,
х2-4=0.
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141. Уравнения, содержащие переменную под
знаком модуля.

П р и М е р 1. Решить уравнение ІЗх - 5| = 2.
Решение. Если|а|=2,толибоа=2,либо-а=2.

Это значит, что заданное уравнение равносильно со-
вокупности двух уравнений: Зх - 5 = 2; -(3х - 5) = 2.

Из уравнения Зх - 5 = 2 находим х1 = ё ; из уравне-

ния -(3х - 5) = 2 находим х2 = 1.
7
8

П р и м е р 2. Решить уравнение |2х - 8| = Зх + 1.
Р е ш е н и е. Способ 1-й. Если 2х - 8 2 О, то

|2х - 8| = 2х - 8 и данное уравнение примет вид
2х - 8 = Зх + 1. Это можно записать так:

Итак, уравнение имеет два корня. х1 = , х2 = 1.

2х - 8 2 О,
2х - 8 = Зх + 1.

Из уравнения 2х - 8 = Зх + 1 находим х = -9.
Однако при этом значении переменной неравенство
2х - 8 2 О не выполняется; значит, найденное зна-
чение не может быть корнем данного уравнения.

Если 2х - 8 < О, то |2х - 8| = -(2х - 8) и данное
уравнение примет вид 8 - 2х = Зх + 1. Это можно
записать так:

2х-8<О,
8-2х=3х+1.

Из уравнения 8 - 2х = Зх + 1 находим х = ё. Не-

РаВЄНС'І'ВО 2 ° (ё) - 8 < О верно; значит, х = ё _

корень данного уравнения.
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Способ 2-й. Так как Зх + 1 = |2х - 8|, должно вы-
полняться условие Зх + 1 2 О. Так как уравнение
|1°(х)| = а, где а > О, сводится к совокупности уравне-
ний 1°(х) = а; ї(х) = -а, то получаем

2х-8=Зх+ 1; 2х-8=-(3х+ 1).
Из первого уравнения находим х = -9 , из второ-

го х = ё . Из найденных двух значений неравенству

Зх + 1 2 О удовлетворяет второе значение и не удов-

летворяет первое. Значит, х = ё _ единственный

корень уравнения.
Уравнение вида Іх - а| = І) Можно решать гео-

метрически (см. п. 26).

142. Понятие следствия уравнения. Посторон-
ние корни.

Пусть даны два уравнения:

І°1(х) = 8106), (1)
10206) = 8`2(х)- (2)

Если каждый корень уравнения (1) является од-
новременно и корнем уравнения (2), то уравнение
(2) называют следствием уравнения (1). Равносиль-
ность уравнений означает, что каждое из уравнений
является следствием другого.

В процессе решения уравнения часто приходится
применять такие преобразования, которые приво-
дят к уравнению, являющемуся следствием исход-
ного. Уравнению-следствию удовлетворяют все
корни исходного уравнения, но кроме них уравне-
ние-следствие может иметь и такие решения, кото-
рые не являются корнями исходного уравнения; это
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так называемые посторонние корни. Чтобы вы-
явить и отсеять посторонние корни, обычно посту-
пают так: все найденные корни уравнения-следст-
вия проверяют подстановкой в исходное уравнение.

Если при решении уравнения мы заменили его
уравнением-следствием, то указанная выше про-
верка является неотъемлемой частью решения
уравнения. Поэтому важно знать, при каких преоб-
разованиях данное уравнение переходит в уравне-
ние-следствие.

Рассмотрим уравнение

КХ) = 800) (3)
И УМНОЖИМ Обе ЄГО ЧаСТИ На ОДНО И ТО ЖЄ ВЬІраЖЄ-

ние Іъ(х), имеющее смысл при всех значениях х. По-
лучим уравнение

Юг) ° Их) = 806) ° Их), (4)
корнями которого служат как корни уравнения (3),
так и корни уравнения Щх) = О. Значит, уравнение
(4) есть следствие уравнения (3). Ясно, что уравне-
ния (3) и (4) равносильны, если «постороннее»
уравнение Іъ(х) = О не имеет корней.
Итак, если обе части уравнения умножить на

выражение Іг(х), имеющее смысл при любых значе-
ниях х, то получится уравнение, являющееся
следствием исходного. Полученное уравнение бу-
дет равносильно исходному, если уравнение Іъ(х) = О
не имеет корней. Заметим, что обратное преобразо-
вание, т. е. переход от уравнения (4) к уравнению (3)
путем деления обеих частей уравнения (4) на выра-
жение Іг(х), как правило, недопустимо, поскольку
может привести к потере корней (в этом случае мо-
гут «потеряться» корни уравнения Іг(х) = О). На-
пример, уравнение (х - 2)(х - 3) = 2(х - 3) имеет
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два корня: 3 и 4. Деление же обеих частей уравне-
ния на х - 3 приводит к уравнению х - 2 = 2, имею-
щему только один корень 4; произошла потеря
корня.

Снова возьмем уравнение (3) и возведем обе его
Части в квадрат. Получим уравнение

(ї(х››2=(е(х››2, (5)
корнями которого служат как корни уравнения (3),
так и корни «постороннего» уравнения ї(х) = -3'(х);
уравнение (5) _ следствие уравнения (3).

Например, уравнение х - 1 = 3 имеет корень 4.
Если обе Части уравнения х - 1 = 3 возвести в квад-
рат, то получится уравнение (х - 1)2 = 9, имеющее
два корня: 4 и - 2. Значит, уравнение (х - 1)2 = 9 _
следствие уравнения х - 1 = 3. При переходе от
уравнения х - 1 = 3 к уравнению (х - 1)2 = 9 появил-
ся посторонний корень х = -2.
Итак, при возведении обеих частей уравнения

в квадрат (и вообще в любую четную степень)
получается уравнение, являющееся следствием
исходного. Значит, при указанном преобразова-
нии возможно появление посторонних корней.
Заметим, что возведение обеих частей уравнения
в одну и ту же нечетную степень приводит к урав-
нению, равносильному данному.

143. Уравнения с переменной в знаменателе.
Рассмотрим уравнение вида

\-
/Щ =0. (1)

(хЩ ы
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Решение уравнения (1) основано на следующем

утверждении: дробь Ш равна нулю тогда и только
п

тогда, когда ее числитель равен нулю, а знамена-
тель отличен от нуля (на О делить нельзя!). Запи-
сывают это так:

{т = О,
п і О.

В соответствии со сказанным, решение уравнения

Ёёё = О проводится в два этапа: сначала нужно ре-

шить уравнениер(х) = О, а затем для каждого его кор-
ня выяснить, обращается ли при найденном значении
переменной х знаменатель 9(х) в нуль. Если а (х) а:
а: О, то найденный корень уравнения р(х) = О явля-
ется и корнем уравнения (1); если 9(х) = О, то полу-
ченный корень уравнения р(х) = О не является кор-
нем уравнения (1).

Таким образом, уравнениер(х) = О является следст-

вием (см. п. 142) уравнения а_х) = О. При переходе от
х)

уравнения 1% = О к уравнению р(х) = О (освобожде-
Ч х

ние от знаменателя) могут появиться посторонние
корни. Отсеять их можно с помощью условия 9(х) і О
(или с помощью непосредственной подстановки каж-
дого корня уравнения р(х) = О в уравнение (1)).

П р и м е р. Решить уравнениеЩ = О.
х2 - х - 2

Р е Ш е н и е. Из уравнения Зх - 6 = О находим
х = 2. Так как при х = 2 знаменатель х2 - х - 2 об-
ращается в нуль, х = 2 _ посторонний корень, а по-
тому заданное уравнение не имеет корней.
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144. Область определения уравнения (ОДЗ). Об-
ластью определения уравнения ї(х) = 3'(х) называ-
ют Множество всех тех значений переменной х, при
которых выражения ї(х) и 3'(х) имеют смысл (одно-
временно).

П р и м е р 1. Найти область определения урав-
нения:

а)х2-5х=1+2х; В)[ -4^/х-1 =6^/х-2;

1б_+_= г10 х-З =10 5-х.›х__1362 ›гз(›е3(›
Р е ш е н и е. а) Выражения х2 - 5х и 1 + 2х оп-

ределены при всех х. Значит, область определения
уравнения _ вся числовая прямая.

хб) Выражение _1 не определено при х = 1 , а вы-
х _

1ражение _2 не определено при х = 2. Значит, об-
х _

ласть определения уравнения Можно задать усло-
виями х і 1, х і 2.

в) Корень четной степени имеет смысл лишь при
неотрицательных значениях подкоренного выра-
жения. Значит, одновременно должны выполнять-
сяусловиях20,х- 1 20их-2 20. Всезтинера-
венства справедливы при х 2 2, т. е. [2; +00) _ об-
ласть определения уравнения.

г) Логарифм имеет смысл лишь при положитель-
ных значениях логарифмируемого выражения. Зна-
чит, должны одновременно выполняться два неравен-
ства: х- 3> О, откудах>3, и 5-х>0, откудах< 5.
Итак, (3; 5) _ область определения уравнения.

Вместо термина «область определения уравне-
ния›› часто используют термин «область допусти-
мых значений переменной» (ОДЗ).
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Ясно, что корни уравнения ї (х) = 3 (х) должны
принадлежать его области определения (его ОДЗ).
Но иногда бывает так, Что в процессе преобразова-
ний уравнения его область определения Меняется
(чаще всего она расширяется) и из найденных зна-
Чений переменной одни принадлежат области оп-
ределения уравнения ї (х) = 3 (х), а другие не при-
надлежат. Тогда первые являются корнями урав-
нения, а вторые _ нет (это посторонние корни).

Зх - 6 = О
х2 - х - 2

(см. п. 143), область определения которого задается

Так, при решении уравнения

условием х2 - х - 2 і О, мы перешли к уравнению
Зх - 6 = О, областью определения которого является
вся числовая прямая (область определения расши-
рилась). Уравнение Зх - 6 = О имеет корень х = 2,
который не принадлежит области определения ис-
ходного уравнения и, следовательно, является по-
сторонним корнем.

Общий вывод таков: если в процессе преобразова-
ний уравнения его область определения расшири-
лась, то могут появиться посторонние корни. По-
этому все найденные значения переменной надо
проверить подстановкой в исходное уравнение или
с помощью области определения (ОДЗ) исходного
уравнения.

П р и м е р 2. Решить уравнение
13* (х-5)=13" (2х-9). (1)

Р е Ш е н и е. Если 13* а = 13" Ь, то, в силу монотон-
ности логарифмической функции, а = Ь (если а а: Ь, на-
пример а < Ь, то и 13" а а: 13” Ь, а именно 13* а < 13* Ь).
Значит, от заданного уравнения можно перейти к
уравнению

х-5=2х-9, (2)
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откуда находим х = 4. Но при переходе от уравне-
ния (1) к уравнению (2) область определения рас-
ширилась: в уравнении (1) она задается неравенст-
вом х > 5, тогда как для уравнения (2) областью оп-
ределения служит вся числовая прямая. Поэтому
найденное значение х = 4, являющееся корнем
уравнения (2), может оказаться посторонним кор-
нем для уравнения (1). В данном случае именно это
и происходит, поскольку х = 4 не принадлежит об-
ласти определения уравнения (1) (не удовлетворяет
неравенству х > 5). Итак, х = 4 _ посторонний
корень, т. е. заданное уравнение не имеет корней.

145. Рациональные уравнения. Уравнение ї(х) =
= 3'(х) называют рациональным, если ї(х) и 3(х) _
рациональные выражения. При этом если 1°(х) и 3'(х) _
целые выражения, то уравнение называют целым;
если же хотя бы одно из выражений 1°(х), 3(х) явля-
ется дробным, то рациональное уравнение ї(х) =
= 3'(х) называют дробным.

Например, цельпии являются линейные (см. п. 136),
квадратные (см. п. 137) уравнения.

Чтобы решить рациональное уравнение, нужно:
1) найти общий знаменатель всех имеющихся

дробей;
2) заменить данное уравнение целым, умножив

обе его Части на общий знаменатель;
3) решить полученное целое уравнение;
4) исключить из его корней те, которые обраща-

ют в нуль общий знаменатель.
П р и м е р. Решить уравнение

2 +1_ 4
2-х 2 х(2-х)'

Р е ш е н и е. Общим знаменателем имеющихся
дробей является 2х(2 - х). Найдя дополнительные
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множители для каждой дроби, освободимся от зна-
менателей. Имеем:

2 (2-х 2 .111 =і›
2-х 2 х(2-х)

4х+х(2-х)=8;

х2-6х+8=0.

Из уравнения х2 - бх + 8 = О Находим х1 = 2, х2 = 4
(см. п. 137). Осталось проверить, обращают ли най-
денные корни выражение 2х(2 - х) в нуль, т. е. про-
верить выполнение условия 2х(2 - х) і О. Замечаем,
что 2 не удовлетворяет этому условию, а 4 удовлет-
воряет. Значит, х = 4 _ единственный корень урав-
нения.

146. Решение уравнения р(х) = О методом раз-
ложения его левой части на множители. Суть это-
го метода состоит в следующем. Пусть нужно ре-
шить уравнение р(х) = О, где р(х) _ многочлен сте-
пени п. Предположим, что удалось разложить мно-
гочлен на множители: р(х) = р1(х) р2(х) р3(х), где
р1(х), р2(х), р3(х) _ многочлены более низкой степе-

ни, чем п. Тогда уравнение р(х) = О принимает вид
р1(х) ' р2(х) ° р3(х) = О. Если а _ корень уравнения
р(х) = О, то р1(а) ° р2(а) ° р3(а) = О, а потому хотя бы
одно из чисел р1(а), р2(а), р3(а) равно нулю.

Значит, а _ корень хотя бы одного из уравнений

12106) = 0, 10206) = 0, р3(х) = 0.
Верно и обратное: если І) _ корень хотя бы од-

ного из уравнений р1(х) = О, р2(х) = О, р3(х) = О, то
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І) _ корень уравненияр1(х) р2(х)р3(х) = О, т. е. урав-
нения р (х) = О.
Итак, ЄСЛИР (х) =р1(х)р2(х) 10306), где 12106), 10206),

р3(х) _ многочлены, то вместо уравнения р(х) = О
нужно решить совокупность уравнений р1(х) = О,
р2(х) = О, р3(х) = О. Все найденные корни этих урав-
нений, и только они, будут корнями уравнения
Их) = 0-

П р и М е р 1. Решить уравнение хз + 2х2 + Зх +
+ 6 = О.

Р е ш е н и е. Разложим на множители левую
часть уравнения. Имеем х2 (х + 2) + 3 (х + 2) = О,
откуда (х + 2)(х2 + 3) = О.

Значит, либо х + 2 = О, либо х2 + 3 = О. Из первого
уравнения находим х = - 2, второе уравнение не име-
ет корней. Итак, получили ответ: -2.

Метод разложения на множители применим к любым
уравнениям вида р(х) = О, где р(х) необязательно много-
член. Пустьр(х) =р1(х) - 112 (х) - р3(х), но среди выражений
р1(х),р2(х),р3(х) есть выражения более сложного вида, чем
многочлены (например, иррациональные, логарифмиче-
ские и т. д.). Среди корней уравнений р1(х) = О, р2(х) = О,
р3(х) = О могут быть посторонние для уравненияр(х) = О.

П р и м е р 2. Решить уравнение х2 А/э_с - 9 ^/_ = О.
Р е ш е н и е. Имеем ^/э_с (х2 - 9) = О; значит, либо А/э_с = О,

либо х2 - 9 = О. Из уравнения ^/э_с = О находим х = О, из урав-
нения х2 - 9 = О находим х = ±3.

Но х = -З не удовлетворяет исходному уравнению, так
как при этом значении не определено выражение А/э_с . Это
посторонний корень.

Итак, уравнение имеет два корня: З; О.
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147. Решение уравнений методом введения но-
вой переменной. Суть этого метода поясним на при-
мерах.

П р и М е р 1. Решить уравнение

(х2 - 3:02 + з (х2 - зх) - 28 = о.
Р е ш е н и е. Положив х2 - Зх = у, получим урав-

нение
у2 + зу - 28 = о,

откуда находим у1 = -7, у2 = 4. Теперь задача сво-
дится к решению совокупности уравнений

х2-Зх=-'7; х2-3х=4,т.е.

х2-зх+7=о; х2-зх-4=о.
Первое квадратное уравнение не имеет действи-

тельных корней, так как его дискриминант отрица-
телен.

Из второго квадратного уравнения находим х1 =

= 4, х2 = -1. Это корни заданного уравнения.
П р и м е р 2. Решить уравнение

24 15
х2+2х-8 х2+2х-З

Решение. Положимх2+2х-З=у, тогда

х2+2х-8=(х2+2х-3)-5=у-5

и уравнение примет вид
24 _ Ё = 2
у - 5 у

Решив это уравнение (см. п. 145), получим

у1= 12,5, у2=-3.
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Но у = х2 + 2х - 3. Значит, Нам остается решить
совокупность уравнений

х2+2х-3=12,5; х2+2х-3=-3,

или
х2+2х-15,5=0; х2+2х=0.

Из первого уравнения находим х1 = ф,

х2 = +Тж ; из второго уравнения получаем хз = О,

х4 = -2. Тем самым найдены Четыре корня заданно-
го уравнения.

148. Биквадратные уравнения. Биквадратным
уравнением называют уравнение вида

ах4+Ьх2+с=О,гдеа:/ЬО.

Биквадратное уравнение решается методом вве-
дения новой переменной: положив х2 = у, придем к
квадратному уравнению ау2 + Ьу + с = О.

П р и м е р. Решить уравнение х4 + 4х2 - 21= О.
Р е ш е н и е. Положив х2 = у, получим квадратное

уравнение у2 + 4у - 21= О, откуда находим у1 = -7,

у2 = 3. Теперь задача сводится к решению совокуп-

ности уравнений х2 = -7; х2 = 3. Первое уравнение
не имеет деиствительных корнеи, из второго нахо-

дим х1 = Ё , х2 = _]ё . Это _ корни заданного бик-
вадратного уравнения.
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149. Решение задач с помощью составления
уравнений. С помощью уравнений решаются много-
численные задачи, к которым приводят самые раз-
нообразные вопросы физики, механики, экономики
и т. д. Прежде всего напомним общий порядок ре-
шения задач с помощью уравнений.

1) Вводят переменные, т. е. буквами х, у, 2 обо-
значают неизвестные величины, которые либо тре-
буется найти в задаче, либо они необходимы для
отыскания искомых величин.

2) С помощью введенных переменных и данных
в задаче чисел и их соотношений составляют систе-
му уравнений (или одно уравнение).

3) Решают составленную систему уравнений (или
уравнение) и из полученных решений отбирают те,
которые подходят по смыслу задачи.

4) Если буквами х, у, 2 обозначили не искомые
величины, то с помощью полученных решений на-
ходят ответ на вопрос задачи.

З а д а ч а 1. Для перевозки 60 т груза из одного
места в другое затребовали некоторое количество
машин. Ввиду неисправности дороги на каждую
машину пришлось грузить на 0,5 т меньше, чем
предполагалось, поэтому дополнительно потребо-
вались 4 машины. Какое количество машин было
затребовано первоначально?

Р е ш е н и е. Обозначим через х количество ма-
шин, затребованных первоначально. Тогда на са-
мом деле было вызвано (х + 4) машин. Так как надо
было перевезти 60 т груза, то предполагалось, что

на одну машину будут грузить ё т груза, а на са-

мом деле грузили 604 т груза, что на 0,5 т меньше,
х+
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Чем предполагалось. В результате мы приходим к
уравнению

60 60_ - _ - 0,5.
х х + 4

Это уравнение имеет два корня: х = -24, х = 20.
Ясно, что по смыслу задачи значение х = -24 не
подходит. Таким образом, первоначально было за-
требовано 20 машин.

З а д а ч а 2. Моторная лодка, движущаяся со
скоростью 20 км/ч, прошла расстояние между дву-
мя пунктами по реке туда и обратно без остановок
за 6 ч 15 мин. Расстояние между пунктами равно
60 км. Найти скорость течения реки.

Р е ш е н и е. Пусть х км/ч _ скорость течения ре-
ки. Тогда лодка, собственная скорость которой
20 км/ч, идет по течению со скоростью (20 + х) км/ч,
а против течения _ со скоростью (20 - х) км/ч. Вре-
мя, за которое лодка пройдет путь между пунктами

по течению, составит 60 ч, а время, за которое
20 + х

о о 60лодка проидет обратныи путь, составит 20 ч.
-х

Так как путь туда и обратно лодка проходит за 6 ч

15 мин, т. е. % ч, приходим к уравнению

60 + 60 _25
20+х 2о_х ї,

решив которое, находим два корня: х = 4, х = -4.
Ясно, что значение х = -4 не подходит по смыслу
задачи. Итак, скорость течения реки равна 4 км/ч.

З а д а ч а 3. Найти двузначное число, зная, что
цифра его единиц на 2 больше цифры десятков и



216 Глава \/. УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

что произведение искомого числа на сумму его
цифр равно 144.

Р е ш е н и е. Напомним, что любое двузначное
число может быть записано в виде 10х + у, где х _
цифра десятков, а у _ цифра единиц. Согласно ус-
ловию, если х _ цифра десятков, то цифра единиц
равна х + 2 и мы получаем

(10х + (х + 2)) (х + (х + 2)) = 144.

Решив это уравнение, найдем х1 = 2, х2 = -312_1 .

Второй корень не подходит по смыслу задачи.
Итак, цифра десятков равна 2, цифра единиц

равна 4; значит, искомое число равно 24.

З а д а ч а 4. Двое рабочих, работая вместе, вы-
полнили некоторую работу за 6 ч. Первый из них,
работая отдельно, может выполнить всю работу на
5 ч скорее, чем второй рабочий, если последний бу-
дет работать отдельно. За сколько часов каждый из
них, работая отдельно, может выполнить всю ра-
боту?

Р е ш е н и е. Производительность труда, т. е.
часть работы, выполняемая в единицу времени
(обозначим ее через А), и время, необходимое для
выполнения всей работы (обозначим его через і), _
взаимно обратные величины, т. е. Аі = 1. Поэтому
если обозначить через х ч время, необходимое для
выполнения всей работы первому рабочему, а че-
рез (х + 5) ч _ второму, то часть работы, выпол-

1няемая первым рабочим за 1 ч, равна - , а часть ра-
х

боты, выполняемая вторым рабочим за 1 ч, равна
1_5 . Согласно условию, они, работая вместе, вы-

х+
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полнили всю работу за 6 ч. Доля работы, выпол-
6ненная за 6 ч первым рабочим, есть - , а доля ра-
х

боты, выполненная за 6 Ч вторым рабочим, есть

і. Так как вместе они выполнили всю
х+5
работу, т. е. доля выполненной работы равна 1,
получаем уравнение

*І
Ф 6+_=1,

х+5

решив которое, найдем х = 10.
Итак, первый рабочий может выполнить всю ра-

боту за 10 Ч, а второй _ за 15 ч.

З а д а Ч а 5. Из сосуда емкостью 54 л, наполнен-
ного кислотой, вылили несколько литров и долили
сосуд водой, потом опять вылили столько же литров
смеси. Тогда в оставшейся в сосуде смеси оказалось
24 л чистой кислоты. Сколько кислоты вылили в
первый раз?

Р е Ш е н и е. Пусть в первый раз было вылито х л
кислоты. Тогда в сосуде осталось (54 - х) л кисло-
ты. Долив сосуд водой, получили 54 л смеси, в кото-
рой растворилось (54 - х) л кислоты. Значит, в 1 л

54 - х
54

раствора). Во второй раз из сосуда вылили х л сме-

54 - х
54

кислоты. Таким образом, в первый раз было вылито
и 4 _

х Л КИСЛОТЬІ, ВО ВТОрОИ 55_4х

смеси содержится л кислоты (концентрация

СИ, В ЭТОМ КОЛИЧЄСТВЄ СМЄСИ СОДЄрЖаЛОСЬ 'хЛ

° х Л КИСЛОТЬІ, а ВСЄГО
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за два раза вылито 54 - 24 = 30 л кислоты. В резуль-
тате приходим к уравнению

54-х_І. . _ .х 54 х-30

Решив это уравнение, Найдем два корня: х1 = 90

и х2 = 18. Ясно, Что значение 90 не удовлетворяет
условию задачи.

Итак, в первый раз было вылито 18 л кислоты.

З а д а Ч а 6. Имеется кусок сплава меди с оловом
массой 12 кг, содержащий 45% меди. Сколько чис-
того олова надо прибавить к этому куску, чтобы по-
лучившийся новый сплав содержал 40% меди?

Р е ш е н и е. Пусть масса добавлегптого олова состав-
ляет х кг. Тогда получится сплав массой (12 + х) кг,
содержащий 40% меди. Значит, в новом сплаве
имеется 0,4(12 + х) кг меди. Исходный сплав мас-
сой 12 кг содержал 45% меди, т. е. меди в нем было
0,45 ° 12 кг. Так как масса меди и в имевшемся, и в
новом сплаве одна и та же, приходим к уравнению

0,4 (12 + х) = 0,45 - 12.
Решив это уравнение, получим х = 1,5. Таким обра-
зом, к исходному сплаву надо добавить 1,5 кг
олова.

З а д а ч а '7. Имеется сталь двух сортов с содер-
жанием никеля 5% и 40%. Сколько стали того и
другого сорта надо взять, чтобы после переплавки
получить 140 т стали с содержанием никеля 30% ?

Р е ш е н и е. Пусть масса стали первого сорта
равна х т, тогда стали второго сорта надо взять
(140 - х) т. Содержание никеля в стали первого со-
рта составляет 5%; значит, в х т стали первого со-
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рта содержится 0,05х т никеля. Содержание нике-
ля в стали второго сорта составляет 40%; значит,
в (140 - х) т стали второго сорта содержится
0,4 (140 - х) т никеля. По условию после соединения
взятых двух сортов должно получиться 140 т стали с
30% -ным содержанием никеля, т. е. после переплав-
ки в полученной стали должно быть 0,3 ° 140 т нике-
ля. Но это количество никеля складывается из
0,05х т, содержащихся в стали первого сорта, и из
0,4 (140 - х) т, содержащихся в стали второго со-
рта. Таким образом, приходим к уравнению

0,05х + 0,4 (140 - х) = 0,3-140,
из которого находим х = 40. Следовательно, надо
взять 40 т стали с 5% -ным и 100 т стали с 40% -ным
содержанием никеля.

150. Иррациональные уравнения. Иррациональ-
ным называют уравнение, в котором переменная со-
держится под знаком радикала или под знаком воз-
ведения в дробную степень. Например, ирраци-

ональными являются уравнения х - 2 = 2х - 1,
1

хз - 5 = 0.
Используются два основных метода решения ир-

рациональных уравнений:
1) метод возведения обеих частей уравнения в од-

ну и ту же степень;
2) метод введения новых переменных (см. п. 147).
Метод возведения обеих частей уравнения в одну

и ту же степень состоит в следующем:
а) преобразуют заданное иррациональное уравне-

ние к виду

”«/1°(х) = 'ї/Щх);
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б) возводят обе Части полученного уравнения в
п-ю степень:

тыл" = синий;
в) учитывая, что (її/съ” = а, получают уравнение

Их) = 906);
г) решают уравнение и, в случае четного п, дела-

ют проверку, так как возведение обеих частей урав-
нения в одну и ту же четную степень может привес-
ти к появлению посторонних корней (см. п. 142).
Эта проверка чаще всего осуществляется с по-
мощью подстановки найденных значений перемен-
ной в исходное уравнение.

П р и М е р 1. Решить уравнение Ё/х - 3 = 2.
Р е ш е н и е. Возведем обе части уравнения в шес-

тую степень; получим х - 3 = 64, откуда х = 67.
П р о в е р к а. Подставив 67 вместо х в данное

уравнение, получим 6467 - 3 = 2, т. е. 2 = 2 _ вер-
ное равенство.

О т в е т: 67.
П р и м е р 2. Решить уравнение

І`/эс-1 + ^/2эс+6 =6.

Р е ш е н и е. Преобразуем уравнение к виду

^/2эс+6 =6-^/х-1
и возведем обе части его в квадрат. Получим

(мтўчб-ЮР;
далее,

2х+6=36-12^/х-1 +х-1,

12 ^/эс-1 =29-х.
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Еще раз возведем обе части уравнения в квадрат:

144 (х - 1) = (29 - х)2, т. е. х2 - 20236 + 985 = 0,
откуда х1= 5, х2= 197.
Проверка. 1)Прих=5имеем

^/5 - 1 + ^/2 - 5 + 6 = 6 _ верное равенство.

Таким образом, х = 5 является корнем заданного
уравнения.

2) При х = 197 имеем ^/19'7 - 1 + ^/2 - 197 + 6 і 6.
Таким образом, х = 197 _ посторонний корень.

О т в е т: 5.
П р и м е р 3. Решить уравнение

ё 1
(гс-2)5 -(х-2)5 =2.

Р е Ш е н и е. Применим метод введения новой
переменной.

1 ё
Положим у = (х - 2) 5 . Тогда (х - 2) 5 = у2, и мы

получаем уравнение у2 - у - 2 = О, откуда находим
у1 = 2, у2 = _ 1'

Теперь задача свелась к решению совокупности
уравнений

СЛ
ІН

СЛ
ІН

(х-2) =2; (х-2) =-1.

1
Возведя обе Части уравнения (х - 2) 5 = 2 в пятую

степень, получим х - 2 = 32, откуда х = 34.
1

Уравнение (х - 2) 5 = -1 не имеет корней, по-
скольку под знаком возведения в дробную степень
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может содержаться только неотрицательное Число,
а любая степень неотрицательного Числа неотрица-
тельна.

О т в е т: 34.

151. Показательные уравнения. Показательное
уравнение вида

адх) = азы),

где а > О, а і 1, равносильно уравнению ї(х) = 3(х).
Имеются два основных метода решения показа-

тельных уравнений:
1) Метод уравнивания показателей, т. е. преобра-

зование заданного уравнения к виду адх) = адх),
а затем к виду ї(х) = 3'(х);

2) Метод введения новой переменной.
П р и М е р 1. Решить уравнение 23х2+3 = 21036.
Р е ш е н и е. Данное уравнение равносильно

уравнению 3х2 + 3 = 10х, откуда находим 3.162 -
- 10х + 3 = О. Решив это квадратное уравнение, по-

лучим х1 = 3, х2 = Ё.

П р и м е р 2. Решить уравнение

Щ” х_°”5 = 5 - 0,04х _ 1.
1%

Р е ш е н и е. Приведем все степени к одному ос-
1 х-0,5 1 0,5

нованию 5 . Получим уравнение (В) - (В) =

1 -1 1 х- 1 1 х
= (В) ° ((92) , которое преобразуем к виду (В) =

1 2х-3
= (В . УраВНЄНИЄ раВНОСИЛЬНО УраВНЄНИЮ х =

= 2х - 3, откуда находим х = 3.
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П р и М е р 3. Решить уравнение 4х + 2х + 1 - 24 = О.
Р е Ш е Н и е. Применим Метод введения новой

переменной. Так как 4”с = (2х)2, 23с + 1 = 2 ° 236, то дан-
ное уравнение Можно переписать в виде

(2х)2+2-2х-24=0.

Введем новую переменную, положив 23с = у. Полу-
чим квадратное уравнение у2 + 2у - 24 = О с корнями
1/1 = 4, у2 = -6. Теперь задача сводится к решению со-

вокупности уравнений 23с = 4, 23с = -6.
Из первого уравнения находим х = 2. Второе

уравнение не имеет корней, так как 23с > О при лю-
бых значениях х.

О т в е т: 2.

152. Логарифмические уравнения. Чтобы ре-
шить логарифмическое уравнение вида

108*а 1°(х) = 108*а их), (1)

где а > О, а і 1, нужно:
1) решить уравнение ї(х) = 3'(х);
2) из найденных корней отобрать те, которые

удовлетворяют неравенствам 1°(х) > О и 3(х) > О; ос-
тальные корни уравнения ї(х) = 3(х) являются по-
сторонними для уравнения (1).

Имеются два основных метода решения логариф-
мических уравнений:

1) метод, заключающийся в преобразовании
уравнения к виду 105;а ї(х) = 10,9а 3'(х), затем к виду

Их) = 306);
2) метод введения новой переменной.
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П р и М е р 1. Решить уравнение

10533 (х2 - Зх - 5) = 10533 (7 - 2х).

Р е ш е н и е. Перейдем от заданного уравнения

к уравнению х2 - Зх - 5 = '7 - 2х и решим его. Име-
ем х2 - х - 12 = О, откуда х1 = -3, х2 = 4. Проверку
найденных значений х выполним с помощью нера-

венств х2 - Зх - 5 > О и '7 - 2х > О. Число -3 этим
неравенствам удовлетворяет, а Число 4 _ нет. Зна-
чит, 4 _ посторонний корень.

О т в е т: -3.

П р и м е р 2. Решить уравнение

1%(х+4)+18~(2х+3)=18~(1 -2х).

Р е ш е н и е. Воспользовавшись тем, что сумма ло-
гарифмов равна логарифму произведения (см. п. 120),
преобразуем уравнение к виду

18" (х + 4)(2х + 3) = 18" (1 - 2х)

и далее

(х + 4)(2х + 3) = 1 - 2х.

Из последнего уравнения находим х1 = -1, х2 = -5,5.

Осталось сделать проверку. Ее можно выполнить
с помощью системы неравенств

х+4>Щ
2х+З>Ш
1-2х>&

Подставив поочередно найденные значения -1
и -5,5 в зти неравенства, убеждаемся, что -1 удов-



ё 14. Уравнения с одной переменной 225

летворяет всем неравенствам, а -5,5 _ нет, напри-
мер при этом значении Не выполняется первое нера-
венство. Значит, -5,5 _ посторонний корень.

О т в е т: -1.

П р и м е р 3. Решить уравнение

'721 +1 + 1 =_.08 2 х 082 х 10320596
Р е ш е н и е. Так как 1032 0,5х =1032 х +1032 0,5 =

= 1032 х - 1, заданное уравнение можно переписать
следующим образом:

2 '710 х +10 х + 1 =_.8" 2 82 108 2х _ 1

Введем новую переменную, положив 1032 х = у.
ПолуЧим

2 '7+ + 1 = _у у у _ 1

и далее

(у-1›(у2+у+1›=7;у3-1=7;у3=8;у=2.
Но у = 1032 х; из уравнения 1032 х = 2 находим

х = 4.
О т в е т: 4.

153. Примеры решения показательно-логариф-
мических уравнений.

П р и м е р 1. Решить уравнение

х1-12х=0,01. (1)
Р е Ш е н и е. Область определения уравнения:

х > О. При этом условии выражения, входящие в
обе Части уравнения (1), принимают только поло-
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жительные значения. Прологарифмировав обе час-
ти уравнения (1) по основанию 10, получим уравне-
ние

18 361-1236 =18~ 0,01,
равносильное уравнению (1). Далее имеем (1 - 13* х) ×
×13~ х = -2.

Полагая и = 13* х, получим уравнение (1 - и) и =
= -2, откуда и1 = -1, и2 = 2. Остается решить сово-

купность уравнений 13” х = -1, 13” х = 2. Из этой сово-
купности получим х1 = 0,1, х2 = 100 _ корни урав-
нения (1).

Здесь применен метод логарифмирования, за-
ключающийся в переходе от уравнения ї(х) = 3'(х)
к уравнению

102а их) = 102а гос).
П р и м е р 2. Решить уравнение

108х<зх1°гзх + 4) =2 108536. (2)

Р е ш е н и е. Воспользовавшись определением
логарифма, преобразуем уравнение (2) к виду

х21035х = 3х108'5х _|_ 4.

Полагая и = хІОЄБх , получим уравнение и2 - Зи - 4 = О,
корнями которого являются и1 = -1, и2 = 4.

Теперь задача сводится к решению совокупности
уравнений

х108`5х =_1; х108`5х =4.

Так как х1°8`Бх > О, а -1 < О, первое уравнение со-
вокупности не имеет решения. Прологарифмировав
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обе Части второго уравнения совокупности по осно-
ванию 5, получим

103% х =10$5 4, т. е. 10535 х = ± ^/10,<;54 ,

откуда находим х1,2 = 5±^11°3 54 _ корни уравнения (2).

154. Простейшие тригонометрические уравне-
ния. Уравнение Ѕіп х = а, где |а| < 1, имеет бесконеч-

но много корней. Например, уравнению Ѕіп х =

Ь'
ЭІ
І'-
І

'ТБ
УДОВЛЄТВОрЯЮТ СЛЄДУЮЩИЄ ЗНаЧЄНИЯ: 361 = ё , 362

,х3=%+2л,х4=%-2л,х5=5їл+2л,х6=

- 21: и т. д. Общая формула, по которой находятФІЁТ
ФІЁТ

все корни уравнения Ѕіп х = а, где |а| < 1, такова:

х = (-1)п агсЅіп а + пп. (1)
Здесь п может принимать любые Целые значе-

ния, каждому из них соответствует определенный
корень уравнения; в этой формуле (равно как и в
других формулах, по которым решаются простей-
шие тригонометрические уравнения) п называют
параметром. Записывают обычно п Є 2, подчерки-
вая тем самым, что параметр п может принимать
любые целые значения.

Решения уравнения соЅ х = а, где |а| < 1, находят
по формуле

х = ± агссоЅ а + 21т, п Є 2. (2)

Уравнение 133" х = а решается по формуле

х = агсід а + пп, п Є 2, (3)

а уравнение си; х = а _ по формуле

= агссів* а + пп, п Є 2. (4)
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П р и М е р 1. Решить уравнение Ѕіп х = Ё .

Р е ш е н и е. По формуле (1) имеем

х = (-1)п агсЅіпЁ + пп, п Є 2.

Так как агсЅіп Ё = Ё (см. п. 106), то х = (-1)"% +

+ пп, п Є 2.

_ _ ЛП р и м е р 2. Решить уравнение соЅ Зх - ї .

Р е ш е н и е. Воспользовавшись формулой (2),
получим

Зх = ± агссоЅ (- Ё) + 21:11, п Є 2.

Ё) Л л=3_11:=1т-агссоЅ_ = --2 2
Так как агссоЅ (-

4 4
(см. п. 107), то получаем

зх= ±3їл + 21:11,

х=± +_2Ёп,п€2.71
4

П р и м е р 3. Решить уравнение '03" ё = 2.

Р е ш е н и е. Воспользовавшись формулой (3), по-
лучим

Ё = агсіэг* 2 + пп,

откуда находим

х=2агс13$2+2лп,п€2.
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Заметим, что в некоторых случаях удобнее поль-
зоваться частными формулами:

1)Ѕіпх=0;х=1т. 5)соЅх=1;х=21т.
6) соЅ х = - 1;
х = п + 21:11.

, '7)1:3“х=0;х=1ш.
__* =_7_'с3)Ѕ1пх- 1,х 2+21т.8)0,с€х=0;

2)Ѕіпх=1;х=ё +21т.

11:
4)соЅх=О;х=ё+1т. х=ё+1т.

Во всех формулах п _ любое целое число.

155. Методы решения тригонометрических
уравнений.

Имеются два основных метода решения тригоно-
метрических уравнений:

1) метод разложения на множители;
2) метод введения новой переменной.

П р и м е р 1. Решить уравнение

Ѕіп 5х + Ѕіп х + 2Ѕіп2х = 1.

Р е ш е н и е. Перенесем 1 в левую часть и, выпол-
нив преобразования левой части, разложим ее на
множители.

Применим к Ѕіп 5х + Ѕіп х формулу для суммы си-

нусов (см. п. 130) и воспользуемся тем, что 2 Ѕіп2 х =
= 1 - соЅ 2х (см. п. 129). Тогда уравнение примет вид
2Ѕіп3хсоЅ 2х+(1 -соЅ 2х)- 1 =ОидалеесоЅ 2х×
× (2 Ѕіп Зх - 1) = О. Теперь задача свелась к решению
совокупности уравнений соЅ 2х = О; 2 Ѕіп Зх - 1 = О.

Из уравнения соЅ 2х = О находим 2х = ё + пп, т. е.

х= +пїп,п€2.

ьЬ
Ід
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Из уравнения 2 Ѕіп Зх - 1 = О Находим Ѕіп Зх = М
ІН

и далее

Зх = (-1)Ё агсЅіп Ё + ліг,

зх=(-1)'г-%+1иг,

х=(1)'гї+_1гєг.

Таким образом, решения заданного уравнения
таковы:

11: пп [гл лІг=-+_, 1 _8+_, 62, 62.х 4 2 х= (- ) 3 п Іг

П р и м ер 2. Решить уравнение

20052 х+ 14 соЅх= 351112 х.

2 2Р е ш е н и е. Так как Ѕіп х = 1 - соЅ х, уравнение
можно переписать следующим образом:

2соЅ2х+14соЅх-3(1-соЅ2х)=О

идалее5соЅ2х+14соЅх-3=О.
Положив соЅ х = у, получим квадратное уравне-

ние бу2 + 14у - 3 = О. Решив это уравнение, полу-

чим у1= Ё , у2 = -3. Значит, либо соЅ х = Ё , откуда

1находим х = ±агссоЅ Б + 21:11, либо соЅ х = -3 _

это уравнение не имеет решений, так как |соЅ х| < 1

Ответ:х=±агссоЅ% +21т,п€2.
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156. Однородные тригонометрические уравне-
ния. Однородными тригонометрическими уравне-
ниями называют уравнения вида

авіпх+ЬсоЅх=О
(однородное уравнение 1-й степени),

аЅіп2х+ЬЅіпхсоЅх+ссоЅ2х=О

(однородное уравнение 2-й степени).
Рассмотрим случай, когда а і О. Разделим обе

части первого уравнения на соЅ х, а обе Части второ-
го уравнения на соЅ2 х. В результате получим сле-
дующие уравнения, алгебраические относительно
1:3" х, а потому решаемые подстановкой '03" х = у:

аЪ3х+Ь=О,

аЪЅ2х+ЬЪ3х+с=О.
При а г: О однородному уравнению не удовлетво-

ряют те значения х, при которых соЅ х = О. Поэтому
деление на соЅ х (или соЅ2 х) обеих частей однород-
ного уравнения в случае а і О не приводит к потере
корней.

П р и м е р 1. Решить уравнение

ЅЅіпх-7соЅх=О.
Р е ш е н и е. Разделив обе части уравнения по-

членно на соЅ х, получим 8 133" х - '7 = О. Далее имеем
'7133" х = ё , откуда

х=агс133`ё +1т, 1162.

П р и м е р 2. Решить уравнение

2Ѕіп2х+2$іпхсоЅх-3сов х=0.
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Р е ш е Н и е. Разделив обе части этого однород-
ного уравнения второй степени на соЅ2 х, получим
13532 х + 2 133" х - 3 = О. Далее положим и = 133" х, тогда
приходим к квадратному уравнению

и2+ 2и- 3 = О, откуда и1 =-3, и2= 1.

Решив совокупность уравнений 133" х = -3, 133" х =
= 1, получим

х=агсЪ$(-З)+ліг; х=ї +1т,1г62,п62.

П р и м е р 3. Решить уравнение

бзіп2х+ Ё ЅіпхсоЅх+6соЅ2х=5.

Решение.

2 х = 5 (51112 х + соЅ2 х);551п2х+ Ё ЅіпхсоЅх+6соЅ

2х=0. (в
В полученном уравнении отсутствует член вида

2

Ё Ѕіп х соЅ х + соЅ

а Ѕіп х, т. е. а = О. Здесь делить обе части уравне-

НИЯ На СОЅ2 х НЄЛЬЗЯ, Так Как ТЄ ЗНаЧЄНИЯ х, ПрИ КО-

торЫх соЅ2 х = О, удовлетворяют уравнению (1), а по-
тому деление на соЅ2 х приведет к потере корней. По-
ступим иначе: разложив левую часть уравнения (1)

на множители, получим соЅ х (Ё Ѕіп х + соЅ х) = О.
Теперь задача сводится к решению совокупности

уравнений

соЅх=О; ЁЅіпх+соЅх=О. (2)

Из первого уравнения совокупности (2) нахо-

дим х = ё + лІг, Іг Є 2. Разделив обе части однород-
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ного уравнения первой степени Ё Ѕіп х + соЅ х = О

на соЅ х, получим Ё 133" х + 1 = О, откуда

1 1Ъ$х=-_, х=агс138~ -_ +1т,мё ( в)
х=-% +1т, 1162.

Итак, получаем две серии решений:

_ 713 _ 71:х- ё +пІг, х-- ё +1т,1г62,п62.

157*. Универсальная подстановка (для тригоно-
метрических уравнений). Если х і л + 27:11, то спра-
ведливЫ следующие тождества:

1 432% 2123356
соЅх=_х; Ѕіпх=_х- (1)

2_ 1 2-1 +'с3 2 +'Б8 2

В самом деле,

ЅінгэёС

х 1 _ х1 _1532- соЅг-
_2 = +2 =соЅ2зёС -Ѕі1г12эёС =соЅх,

1 мёд-С
2 соЅгэ-С

2

Ѕіиэ-с
2 - 2

тёё созэёС
= =2Ѕінёсо$їс=$іп3а

1 +1;,<;2”-с 1 2 22 236сов -
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Итак, Ѕіп х и соЅ х (а значит, и 133" х, и си; х) ра-
хционально выражаются Через и = 133" ё , поэтому

подстановку 1:3" ё = и называют универсальной.

Она может быть использована в уравнениях вида
В (Ѕіп х; соЅ х) = О, где В (Ѕіп х; соЅ х) _ рациональ-
ное выражение относительно Ѕіп х и соЅ х.

Поскольку использование универсальной под-
становки возможно лишь при х а: л + 21:11, нужно
проверять, не являются ли числа вида х = л + 21:11
решениями заданного уравнения.

П р и м е р 1. Решить уравнение

ЗЅіпх+4соЅх=5.

Р е ш е н и е. Выразив Ѕіп х и соЅ х Через 133" Ё по

формулам (1) и введя новую переменную 133" Ё = и,

придем к рациональному уравнению

_ 2з- 2” +4-1 и =5.
1+и2 1+и2

Решив это уравнение, получим и = . Из уравне-

Ф
О
ІН

ния '03" ё = Ё находим

ё =агс133~Ё +1т, т. е.х=2агс1:3~% +21т,п€2.

Проверкой убеждаемся, что значения х = л + 21:11
НЄ УДОВЛЄТВОрЯЮТ ЗаДаННОМУ УраВНЄНИЮ.

Ответ:х=2агс1:8“% +21т,п€2.
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П р и М е р 2. Решить уравнение

ЗЅіп2х+соЅ2х+1=0.
Р е ш е н и е. Воспользуемся универсальной под-

становкой. Выразив Ѕіп 2х и соЅ 2х Через 133" х и
введя новую переменную 1:3" х = и, получим раци-
ональное уравнение

_ 26” +1 и +1=0,
1+и2 1+и2

откуда и = - . Из уравнения 1:3" х = -Ё находим

Ф
О
ІН

х = агсізё; (-Ё) +пІс, Іс 62.

Нужно еще проверить, не удовлетворяют ли за-
данному уравнению те значения х, при которых

2х = п + 21:11, т. е. значения х = ё + пп. Подставив

ё + пп вместо х в выражение 3 Ѕіп 2х + соЅ 2х + 1,

получим

3 Ѕіп (п + 21:11) + соЅ (п + 21:11) + 1=

=3$іпп+со$п+1=3°О-1+1=О.

Таким образом, значения ё + пп являются реше-

ниями заданного уравнения.

Ответ: х=агс138~(- Ё) +пІс; х=ё+1т,1с62,

1162.

158*. Метод введения вспомогательного аргу-
мента (для тригонометрических уравнений). Иног-
да при решении тригонометрических уравнений
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ОКаЗЬІВаЄТСЯ ПОЛЄЗНЬІМ ЗаМЄНИТЬ ВЬІраЖЄНИЄ а СОЅ х +

+ І) ЅіпхнаАЅіп (х +(р), гдеА: ^/а2+152, Ѕіпф =

=±, СОЅ (р =± (см. н. 132). В этом слу-
А/а2 + 192 А/а2 + 192

ЧаЄ (р НаЗЬІВаЮТ ЗСПОМОЗСІШЄЛЪНЪЪМ аргументом.

П р и М е р 1. Решить уравнение

8соЅх+ 1551пх= 17.

Р е ш е Н и е. Разделив обе Части уравнения на

,#82 + 152 = 17, получим

%с05х+ї_ЁЅіпх=1. (1)

8 2 15 2 _Так как 1-7 + 1-7 - 1, существует такое (р,

что Ё? = Ѕіп (р и Ё = соЅ (р. Перенишем уравнение

(1) в виде

ЅіпсрсоЅх+ЅіпхсоЅ<р=1.

Но Ѕін (р соЅ х + Ѕін х соЅ (р = Ѕін (х + (р). Значит,

Ѕіп (х+(р)= 1, откуда х =ЁІ +21т-(р. Так какср=

= агсЅіп 127 , получаем следующие решения задан-

ного уравнения:

Е . 8х = - агсЅш _ + 21:11, п 62.
2 17

П р и М е р 2. Решить уравнение

551нх-12соЅх+ 1351н3х=0.
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Решение. Имеем:

,#52 + 122( Ѕіпх- соЅ х) =5 12

^/52+122 ^/52+122
= -13 Ѕіп Зх,

5 ° 12 о

_ - _ х = -Ѕш Зх.13 Ѕшх 13 соЅ

Полагая Ё = соЅ (р, 12 = Ѕіп (р, получимБ

Ѕіп х соЅ (р - соЅ х Ѕіп (р = -Ѕіп Зх

и далее

Ѕіп (х - (р) + Ѕіп Зх = О; 2Ѕіп (2х - ё) соЅ (х + ё) = О.

Решив совокупность уравнений Ѕіп (2х - ё) = О;

Ф)_ _Ф т _п_<рЅх+- -0, о х--+_,х-- -+лІгсо( 2 плучим 4 2 2 2

Учтя, что (р = агссоЅ Ё , получаем

1 5 пп 11: 1 5=- _+_, =--- Ѕ_+л1г,х 4 агссоЅ 13 2 х 2 2 агссо 13

п62,1г62.

159. Графическое решение уравнений. На прак-
тике довольно часто оказывается полезным графи-
ческий метод решения уравнений. Он заключается
в следующем: для решения уравнения ї(х) = О стро-
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ят график функции у = ї(х) и находят абсциссы то-
чек пересечения графика с осью х; эти абсциссы и
являются корнями уравнения. Так, для решения
уравнения ах2 + Ьх + с = О достаточно построить
график квадратичной функции у = ах2 + Ьх + с и
найти абсциссы точек пересечения этого графика с
осью х.

Например, график функции у = -х2 + бх - 5 (см.
рис. 1.88) пересекает ось х в точках (1; О) и (5; О);
значит, уравнение -х2 + бх - 5 = О имеет два корня:
х1 = 1 и х2 = 5. График функции у = х2 - 4х + 5
(см. рис. 1.87) не пересекает ось абсцисс; значит,
уравнение х2 - 4х + 5 = О не имеет действительных
корней.

Часто уравнение ї(х) = О заменяют равносиль-
ным уравнением 3(х) = Іг(х), затем строят графики
функций у = 8*(х) и у = Іъ(х) (если это проще, чем
построение графика функции у = ї(х)) и находят
абсциссы точек пересечения построенных гра-
фиков.

Так, для решения уравнения х3 - Зх + 1 = О мож-
но преобразовать уравнение к виду х3 = Зх - 1, за-
тем построить графики функций у = х3 и у = Зх - 1
и найти абсциссы точек пересечения этих гра-
фиков.

П р и м е р 1. Решить графически уравнение

х2 - х - 2 = О.

Р е ш е н и е. Уравнение целесообразно перепи-
сать в виде

х2=х+2.
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Теперь решение уравнения у]
может быть сведено к нахожде-
нию абсцисс точек пересечения В Л”
графиков функций у = х2 и у =
= х + 2. А

На рисунке 1. 100 построены
в одной системе координат / _10 2- х
графики функций у = х2 и у =
= х + 2. Определяем абсциссы
точек А и В пересечения этих
графиков: хА = -1, хВ = 2. Таким образом, задан-
ное уравнение имеет два корня: -1; 2.

Рис. 1.100

П р и м е р 2. Решить уравнение Л = | х - 2 І.
Р е ш е н и е. Построим в одной системе коорди-

нат графики функций у = Л и у = | х - 2 І. График

функции у = Л изображен на рисунке 1.101.
Чтобы построить график функции у = | х - 2|, рас-
смотрим два случая: если х 2 2, то х - 2 2 О и потому
|х-2|=х-2;еслижех<2,тох-2<Оипотому
|х-2|=2-х.Такимобразом,записьу=|х-2|
эквивалентна записи

_ х-2,еслих>2,
_ 2-х,еслих<2.

График этой функции изображен на рисунке
1.102. На рисунке 1.103, оба графика изображены

уА уА у
у=И-Щ

у=\/ї = _ \д у 'х 2' 2 у=\/37

о 5; 0 2 4 5; 012 4 х
Рис. 1.101 Рис. 1.102 Рис. 1.103
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в одной системе координат. Они пересекаются в
двух точках с абсциссами х1 = 1, х2 = 4. Это два
корня данного уравнения.

С графическим Методом решения уравнения ї(х) =
= 3'(х) связан функциональный метод решения
уравнения, основанный на том, что если одна из
функций у = 1°(х) и у = 3'(х) возрастает, а другая
убывает, то уравнение ї(х) = 3(х) либо не имеет кор-
ней (рис. 1.104), либо имеет единственный корень
(рис. 1.105).

П р и м е р 3. Решить уравнение 23с = 6 - х.
Р е ш е н и е. Легко заметить, что х = 2 _ корень

уравнения. Так как функция у = 2х возрастает, а
функция у = 6 - х убывает, то других корней это
уравнение не имеет (рис. 1.106).

у у у

у = их) \ \6 у = гх
у = Юг) 4-

/ 1

у = все) / у = 6-х
у = вы)

Рис. 1.104 Рис. 1.105 Рис. 1.106

160. Уравнения с параметром. Пусть дано ра-
венство с переменными х, а:

1°(х; а) = О.

Если ставится задача для каждого действитель-
ного значения а решить это уравнение относитель-
но х, то уравнение 1°(х; а) = О называют уравнением
с переменной х и параметром а.
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Решить уравнение с параметром а _ значит для
каждого значения а найти значения х, удовлетво-
ряющие этому уравнению.

П р и м е р 1. Решить уравнение
2а(а- 2)х= а -2.

Р е ш е н и е. Рассмотрим прежде всего те значе-
ния параметра, которые обращают в нуль коэффи-
циент при х (при этих значениях параметра невоз-
можно деление обеих частей уравнения на коэффи-
циент при х, а при остальных значениях параметра
такое деление возможно). Такими значениями яв-
ляются а = О, а = 2. При а = О уравнение принимает
вид О ° х = -2. Это уравнение не имеет корней. При
а = 2 данное уравнение принимает вид О ° х = О, кор-
нем его служит любое действительное число. При
а і О и а і 2 уравнение можно преобразовать к виду

х =Д , откуда находим х = і .
2а(а - 2) 2а

Таким образом, если а = О, то уравнение не имеет
корней; если а = 2, то корнем служит любое дейст-

1вительное число; если а а: О и а а: 2, то х = 2_ .
а

П р и м е р 2. Решить уравнение

(а- 1)х2+2(2а+ 1)х+4а+з=о.
Р е ш е н и е. Выделим особо значение параметра

а = 1. Дело в том, что при а = 1 данное уравнение
не является квадратным, а при а і 1 оно квадрат-
ное. Решать уравнение в каждом из этих случаев
надо по-своему. При а = 1 уравнение принимает

вид бх + '7 = О, откуда находим х = -%. В случае

а а: 1 для квадратного уравнения выделим те зна-
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чения параметра, при которых дискриминант

уравнения обращается в нуль. Имеем Ё = ба + 4.

4Значит, а = -Б _ значение параметра, на которое

нам надо обратить внимание.

Если а < -Ё , то 1) < О и, следовательно, уравне-

ние не имеет действительных корней; если а > - и

СЛ
Іі-Ь

а і 1, то 1) > О и мы получаем

х=-(2а+1)±^/5а+4_
а-1 ,

_2а+14еслиа=-Б, тоВ=0имыполучаемх= , т. е.

4) 1
ПОСКО ЬК. а=_- х=_-.( Л У 5 з

4 О иИтак, если а < -Б , то деиствительных корнеи

4 1
Нетёеслиа=1,Т0х=_%;еслиа=_5,тох=_ё;

еслиа>-Ё иа#1,то

х=-(2а+1)±^/5а+4
а-1

П р и м е р 3. При каких значениях параметра а
уравнение

х2+2(а+1)х+9а-5=0

имеет два различных отрицательных корня?
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Р е ш е Н и е. Так как уравнение должно Иметь
два различных действительных корня х1 и х2,
его дискриминант должен быть положительным.
Имеем

р=4(а+ 1)2-4(9а-5)=4а2-28а+24=
= 4 (а - 1)(а - 6).

Значит, должно выполняться неравенство 4 (а - 1) ×
×(а - 6) > О.

По теореме Виета для заданного уравнения
имеем

х1+х2=_2 (а-І- 1),

361362 = 961 _ 5.

Так как, по условию, х1 < О и х2 < О, то -2(а + 1) < О
и 9а - 5 > О.

В итоге мы приходим к системе неравенств (см.
п.177у

4(а-1)(а-6)>О,
-2(а+1)<0,
9а-5>О.

Из первого неравенства системы находим (см. п.
180, 183) а < 1; а > 6; из второго а > -1; из третьего

а > Ё . С помощью координатной прямой (рис. 1.107)

находим, что либо Ё < а < 1, либо а > 6.

/ // / 1429221* же а
-1\ %\ 1 в\ ×

Рис. 1.107
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5 15. Уравнения с двумя переменными

161. Решение уравнения с двумя переменными.
График уравнения с двумя переменными. Рассмот-
рим уравнение с двумя переменными 1°(х; у) = О.
Пару значений переменных, обращающую уравне-
ние с двумя переменными в верное равенство, назы-
вают решением уравнения. Если дано уравнение с
двумя переменными х и у, то принято в записи его
решения на первое место ставить значение перемен-
ной х, а на второе _ значение у.

Так, пары (10; О), (16; 2), (-2; -4) являются ре-
шениями уравнения х - Зу = 10. В то же время пара
(1; 5) решением уравнения не является.

Это уравнение имеет и другие решения. Для их
отыскания удобно выразить одну переменную через
другую, например х через у, получив уравнение х =
= 10 + Зу. Выбрав произвольное значение у, можно
вычислить соответствующее значение х. Например,
если у = '7, то х = 10 + 3 ° '7 = 31; значит, пара (31; '7)
является решением уравнения; если у = -2, то х =
= 10 + 3 (-2) = 4; значит, пара (4; -2) также являет-
ся решением заданного уравнения.

Уравнения с двумя переменными называют рав-
носильными, если они имеют одни и те же решения
(или оба не имеют решений).

Для уравнений с двумя переменными справедли-
вы теоремы 1 и 2 (см. п. 135) о равносильных преоб-
разованиях уравнения.

Пусть дано уравнение с двумя переменными
1°(х; у) = О. Если все его решения изобразить точка-
ми на координатной плоскости, то получится неко-
торое множество точек плоскости. Это множество
называют графиком уравнения ї(х; у) = О.
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2Например, графиком уравнения у - х = О явля-
ется парабола у = х2 (см. рис. 1.10); графиком урав-
нения у - х = О является прямая (биссектриса перво-
го и третьего координатных углов, см. рис. 1.8); гра-
фиком уравнения у - 3 = О является прямая, парал-
лельная оси х (рис. 1.108), а графиком уравнения
х + 2 = О _ прямая, параллельная оси у (рис.
1.109). Графиком уравнения ^/х - 1 + ^/у - 2 = О яв-
ляется одна точка (1; 2), так как координаты только
этой точки удовлетворяют уравнению.

162. Линейное уравнение с двумя переменны-
ми и его график. Уравнение вида ах + Ьу = с, где
х, у _ переменные, а а, І), с _ числа, называют
линейным; числа а и І) называют коэффициента-
ми при переменных, с _ свободным членом.

Графиком любого линейного уравнения ах + Ьу = с,
у которого хотя бы один из коэффициентов при пе-
ременных отличен от нуля, является прямая; если
І) = О, то эта прямая параллельна оси у, если а = О,
то эта прямая параллельна оси х.

П р и м е р. Построить график уравнения 2х - Зу =
= -6.

Р е Ш е н и е. Графиком этого линейного урав-
нения является прямая. Для построения прямой

у" х+2=0 -ш

Рис. 1.108 Рис. 1.109
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ум достаточно знать две ее точки.
/ ,с Подставив в уравнение 2х - Зу =
/2 ,293 = -6 вместо х значение О, полу-

/'19 чим -Зу = -6, откуда у = 2. Под-
,3 , ставив в уравнение 2х - Зу = -6

_ О х вместо у значение О, получим
2х = -6, откуда х = -3.

рис, 1,110 Итак, мы нашли две точки
графика: (0; 2) и (-3; О). Проведя

через них прямую, получим график уравнения 2х -
- Зу = -6 (рис. 1.110).

Если линейное уравнение имеет вид О ° х + О ° у = с,
то могут представиться два случая:

1) с = О; в этом случае уравнению удовлетворяет
любая пара (х; у), а потому графиком уравнения яв-
ляется вся координатная плоскость;

2) с а: О; в этом случае уравнение не имеет реше-
ния; значит, его график не содержит ни одной
точки.

5 16. Системы уравнений

163. Системы двух уравнений с двумя пере-
менными. Равносильные системы. Пусть даны
два уравнения с двумя переменными: ї(х,° у) = О и
3(х; у) = О. Если ставится задача найти все общие
решения двух уравнений с двумя переменными, то
говорят, что надо решить систему уравнений. Пару
значений переменных, обращающую в верное ра-
венство каждое уравнение системы, называют ре-
шением системы уравнений. Решить систему _
значит найти все ее решения или доказать, что
их нет.
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Уравнения, образующие систему, объединяются
фигурной скобкой. Например, запись

х - Зу = 10,
Зх - 2у = 2

означает, что уравнения х - Зу = 10 и Зх - 2у = 2
образуют систему.

Две системы уравнений называют равносильны-
ми, если эти системы имеют одни и те же решения.
Если, в частности, обе системы не имеют решений,
то они также считаются равносильными. При реше-
нии системы уравнений обычно заменяют данную
систему другой, более простой или по каким-либо
причинам более «удобной» , но равносильной перво-
начальной. Возможность такой замены обусловле-
на следующими двумя теоремами.

Теорема 5. Если одно уравнение системы двух
уравнений с двумя переменными оставить без изме-
нения, а другое уравнение системы заменить урав-
нением, ему равносильным, то полученная система
будет равносильна заданной.

Так, системы

{х-зу=1о, И {х=3у+10,
3х-2у=2 3х-2у=2

равносильны.
Следствие. Если каждое уравнение системы за-

МЄНИТЬ раВНОСИЛЬНЬІМ УраВНЄНИЄМ, ТО ПОЛУЧИТСЯ

СИСТЄМЭ., раВНОСИЛЬНаЯ ДаННОЙ.

Так, равносильными будут следующие системы:

х-3у=10, И х=3у+10,
3х-2у=2 {
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Теорема б. Если одно уравнение системы двух
уравнений с двумя переменными оставить без изме-
нения, а другое уравнение заменить суммой или
разностью обоих уравнений системы, то получен-
ная система будет равносильна заданной.

Так, системы

х-3у=10, И (х-Зу)+(Зх-2у)=10+2,
{3х-2у=2 {3х-2у=2

равносильны: мы заменили уравнение х - Зу = 10
суммой двух уравнений заданной системы, а урав-
нение Зх - 2у = 2 оставили неизменным.

164. Решение систем двух уравнений с двумя
переменными методом подстановки. Метод под-
становки заключается в следующем.

1) Одно из уравнений системы преобразуют к ви-
ду, в котором у выражен Через х (или х Через у).

2) Полученное выражение нодставляют вместо у
(или вместо х) во второе уравнение. В результате
получается уравнение с одной переменной.

3) Находят корни этого уравнения.
4) Воспользовавшись выражением у через х (или

х через у), находят соответствующие значения у
(или х).

П р и м е р. Решить систему уравнений

х - Зу = 10,
{х2 - 241/ = 100.

Р е ш е н и е. Из первого уравнения находим х =
= Зу + 10. Подставим выражение Зу + 10 вместо х
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во второе уравнение системы. Получим (Зу + 10)2 -
- 24у = 100, откуда Находим у1 = 0, у2 = -4. Соот-
ветствующие значения х найдем из уравнения х =
= 3у+ 10. Еслиу=0, тох = 10; еслиу = -4, тох=-2.
Итак, система имеет два решения: (-2; -4) и (10; 0).

165. Решение систем двух уравнений с двумя
переменными методом сложения. Метод сложе-
ния основан на теоремах 5 и 6 (см. п. 163). Суть его
поясним на примерах.

П р и м е р 1. Решить систему уравнений

{Зх-у= 16.

Р е ш е н и е. Умножив обе Части второго уравне-
ния системы на 3, получим систему

{2.'Х3 + Зу = 7, (2)

эх - зу = 48,
равносильную данной по теореме 5.

Сложим уравнения полученной системы. По тео-
реме 6, система

{2х+3у=7, (3)
(2х+3у)+(9х-3у)=7+48

равносильна системе (2). Система (3), в свою оче-
редь, преобразуется к виду

{2х + Зу = '7,
11х = 55.

Из уравнения 11х = 55 находим х = 5. Подставив
это значение в уравнение 2х + Зу = '7, находим
у = -1.

Итак, (5; -1) _ решение системы (3), а значит, и
решение равносильной ей системы (1).
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П р и М е р 2. Решить систему уравнений

х2+у2-2х + у=0,
2х2+2у2+х -3у-5=0.

Р е ш е н и е. Если обе Части первого уравнения
системы умножить на 2 и вычесть полученное урав-
нение из второго уравнения системы, то взаимно
уничтожатся Члены, содержащие переменные во
второй степени:

(2х2+2у2+х-Зу-5)-(2х2+2у2-4х+2у)=0,
5х - 5у - 5 = 0,
х-у-1=&

Мы приходим к более простой системе

{х2+у2-2х + у=0,
х - у - 1 = О,

которую нетрудно решить методом подстановки.
Имеем у = х - 1; значит,

х2+(х-1)2-2х+(х-1)=0,
2х2-3х=0,

х1=0,х2=1,5.

Еслих=0,тоу=х-1=О-1=-1;еслих=1,5,
тоу=х-1=1,5-1=0,5
Ответ: (0; -1)и(1,5; 0,5).

166. Решение систем двух уравнений с двумя
переменными методом введения новых перемен-
ных. Метод введения новых переменных применя-
ется при решении систем двух уравнений с двумя
переменными одним из следующих способов:
1) вводится одна новая переменная только для од-
ного уравнения системы; 2) вводятся две новые пе-
ременные сразу для обоих уравнений.
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П р и М е р 1. Решить систему

%9_С -|- 11 = Ё ,
у х 6
х+у=б

Решение. Положим 3-6 = 2,тогдаи = 1 ипер-
у х 2

вое уравнение системы примет вид 2 + 1_- ї. Рее-
2

шим полученное уравнение относительно новой пе-
ременной 2:

622-132+6=0,откуда21Ё22=Ё.

х _ 2 _ ЗхТаким образом, либо - - ё, т. е. у - ї , либо
у

х З 2_х- = -, т. е. _ .у 2 у з
Итак, первое уравнение заданной системы распа-

лось на два уравнения: у-_ 3_х , у-_ _хг .В соответст-
2 З

вии с этим нам предстоит теперь решить совокуп-
ность двух систем:

х+у=5; х+у=б

Из первой системы находим х = 2, у = 3, из второй
х = 3, у = 2.

О т в е т: (2; 3); (3; 2).

П р и м е р 2. Решить систему уравнений

{х2+у2+х+у=з2,
ху+2(х+ у)=26.
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Решение.Положимх+у=и,ху=и.
Тогда х2 + у2 = (х + у)2 - 2ху = и2 - 21) и система

примет вид

2и -2и+и=32,{ (1)
и+2и=26.

Полученную систему можно решить методом под-
становки. Выразив из второго уравнения и Через и,
получим и = 26 - 2и. Подставим этот результат в
первое уравнение системы (1):

и2-2(26-2и)+и=з2,

и2+5и-84=0,
и1=_12, и2= 7.

Соответственно находим 01 = 50, 02 = 12.
Итак, нашли два решения системы (1):

{и1 = _12, {и2 = 7,

121 = 50; 02 = 12.

Возвращаясь к исходным переменным, получим
совокупность двух систем

х+у=-12, х+у=7,
{ху= 50; {ху = 12,

каждую из которых нетрудно решить методом
подстановки (выразив, например, у через х из пер-
вого уравнения). Первая система не имеет дейст-
вительных решений, а вторая имеет два решения:
(3; 4) и (4; 3). Они и будут решениями исходной
системы.
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167. Графическое решение систем двух уравне-
ний с двумя переменными. Для того Чтобы графи-
чески решить систему двух уравнений с двумя пере-
менными, нужно в одной системе координат
построить графики уравнений и найти координаты
точек пересечения этих графиков.

П р и м е р 1. Решить графи- у м
чески систему линейных уравне-
ний \

{3х + 2у = 5,
2х - у = 8. г

х

Р е Ш е н и е. Построим прямую_ “2
график уравнения Зх + 2у = 5 _ ч;
по двум точкам, например (1; 1) и Хс,
(3; -2) (рис. 1.111). _8 *К

Построим прямую _ график / д
уравнения 2х - у = 8 _ по точ- Рис” 1_111
кам (0; -8) и (4; О) (рис. 1.111).

Полученные прямые не параллельны, их пересе-
чением служит точка М(3; -2). Значит, (3; -2) _
решение заданной системы.

П р и м е р 2. Решить графически систему урав-
нений

*962 + у2 = 25,
ху = 12.

Р е ш е н и е. Графиком уравнения х2 + у2 = 25
является окружность с центром в начале координат
и радиусом, равным 5 (см. «Геометрия», п. 107). Гра-
фиком уравнения ху = 12 является гипербола у =

= 1% (см. п. 82). Построив графики в одной системе
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координат (рис. 1.112), найдем координаты точек
А, В, С, 1) пересечения окружности и гиперболы:
А(4; 3), В(3; 4), С(-4; -3), 1) (-3; -4). Значит, реше-
ния заданной системы таковы:

(4; 3), (3; 4), (_4; -3), (_3; -4)-

ул

В
4

ху = 12
А

_5 _4 _3 0 3 4 5:;

-3
С

_4 х2+ у2= 251)
-5

Рис. 1.112

168. Исследование системы двух линейных урав-
нений с двумя переменными. Пусть даны два линей-
ных уравнения с двумя переменными и все коэффици-
енты при переменных отличны от нуля:

(1136 + ь1у = 01; (1236 + ь2у = 02.

Графиком каждого из этих линейных уравнений

а1 ь 1является прямая (см. п. 162). Если _ і _ , то пря-
а І)2 2

а1 _ І91 _ с 1мые пересекаются в одной точке; если _____ ,
а2 62 с2



ё 16. Системы уравнений 255

а1 І91 с1то прямые совпадают; если _ = _ а: _
а Ь с2 2 2

параллельны и не совпадают.
Отсюда следует, что система двух линейных

уравнений с двумя переменными
а1х + Ь1у = с1,

а2х + Ь2у = с2

, то прямые

а Ь
имеет единственное решение, если _1 г* -1 ,

а Ь2 2
с а1 І91 с 1имеет бесконечно много решении, если _ = _ = - ,

а Ь с2 2 2
с а1 І91 с 1не имеет решении, если _ = _ гг _ .

а2 62 с2
Например, система

{5х + 2у = З,
Зх+4у=7

5 2имеет одно решение, так как ё гг 1 . Система

{2х - 4у = 1,
4х - 8у = З

Не имеет решений, поскольку Ё = __: і Ё. Система

Зх - у = - 4,
{-9х + Зу = 12

имеет бесконечно много решений, поскольку ЁЭ =

_-1_-4
3 12 °

169*. Решение систем двух уравнений с двумя
переменными методами умножения и деления.
Методы умножения и деления при решении систем
уравнений основаны на следующем утверждении.
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Теорема 7. Если обе части уравнения Ґ2(х; у) =
32(х; у) ни при каких значениях (х; у) одновременно
не обращаются в нуль, то системы

{І°1(х; у) = 8100; у),
ї2(х; у) = 8200; у),

{1°1(х: у) = 8106: у),
ї1(х; у) ї2(х; у) = 3106; у) 3206; у),

ї1(х; у) = 2106; у),
Іс1(х; у) = 310311)
Іс2(х; у) 3206; у)

равносильны.

П р и М е р 1. Решить систему уравнений

Ё =^/х+у +^/х-у,

1_56х =^/х+у- ^/зс-у.

Р е щ е н и е. Рассмотрим первое уравнение. Ле-
вая его Часть обращается в О при у = О. Если у = О,
то правая Часть обращается в О при х = О. Но при
х = О левая Часть не имеет смысла. ЗнаЧит, нет та-
ких пар (х; у), при которых обе Части первого урав-
нения системы одновременно обращаются в О. По-
этому можно заменить первое уравнение произведе-
нием обоих уравнений системы, оставив второе
уравнение системы без изменений.

ПолуЧим

іїу°д=<ш+ш×ш-шьх бу

1_;х =мхт_1_у
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Преобразовав первое уравнение этой системы, по-
лучим

8=(х+у)-(х-у),т.е.у=4.

Подставив найденное значение у во второе урав-
нение системы, получим

4їх=^/х+4-^/х-4. (1)

Решим это иррациональное уравнение (см. п. 150):

(Югчт _тв,
4% =х+4-2т +х-4,

5т = зх,
25362 - 400 = 9362,

х2 = 25,
361: 5, х2=_5.

Второе значение не удовлетворяет уравнению
(1), т. е. является посторонним корнем. Значит,
система имеет одно решение

{х = 5,
у = 4.

П р и м е р 2. Решить систему уравнений

{(х _ у)ху = 30,
(х + у)ху =120.

Р е ш е н и е. Ни при каких значениях (х; у) обе
части второго уравнения системы не обращаются в
нуль одновременно. Значит, можно применить ме-
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тод деления, перейдя от заданной системы
к системе

(х _ у)ху = 30,
(х - ушу = 3_0
(х + у)ху 120 °

Из второго уравнения этой системы находим

= 3_х
5

Подставим найденное выражение у Через х в первое

х+у 4,4х 4у х у,3х 5у,

уравнение системы. Получим (х - Ё х) ° х - Ёх = 30

и далее Ё х3 = 30, х3 = 125, х = 5. Из уравнения у =

= Ёх находим, Что если х = 5, то у = 3. Итак, (5; 3) _
решение системы.

170. Системы показательных и логарифмиче-
ских уравнений. Решение систем показательных и
логарифмических уравнений не содержит ка-
ких-либо принципиально новых моментов. Исполь-
зуются обычные приемы решения логарифмиче-
ских и показательных уравнений (см. пп. 151, 152)
и обычные приемы решения систем уравнений
(см. пп. 164_166, 169).

П р и м е р. Решить систему уравнений

1032 х +1034 у = 4,

3362 = 9 - з15у+2.
Р е ш е н и е. Рассмотрим первое уравнение сис-

темы. Воспользуемся тем, что 1032 х = 10322 х2 =
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= 1034 х2 (см. п. 121). Тогда уравнение Можно запи-

сать в виде 1034 х2 + 1034 у = 4 и далее 1034х2у = 4
(см. п. 120), откуда х2у = 44, т. е. х2у = 256.

Теперь рассмотрим второе Уравнение системы:
3352 = 32 _ 315у+ 2,

х2 = 15у + 4.
Задача свелась к решению следующей системы

уравнений:
*ду = 256,
х2 = 15у + 4.

Подставим 15у + 4 вместо х2 в первое уравнение:

(15у+4)у=256,15у2+4у-256=0,у1=4,у2=-%.
Еслиу=4,тох2=15у+4=15°4+4=64, т. е.х2=

= 64, откуда находим х1 = 8, х2 = -8. Если у = -%, то

х2= 15у+4= 15-(-%) +4=-60,
т. е. х2 = -60 _ это уравнение не имеет действи-
тельных корней.
Итак, мы нашли две пары значений переменных:

{х1 =8, {х2=-8,

у1 = 4; у2 = 4.

Так как заданная система содержит выражения
1032 х, 1034 у, то долэкны выполняться условия х > О,

8,у > О. Поэтому пара {ў2Ё; исходной системе не2 _
удовлетворяет.
Ответ: (8; 4).
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171*. Системы тригонометрических уравнений
с двумя переменными. При решении систем триго-
нометрических уравнений используются обычные
приемы решения систем уравнений и формулы три-
гонометрии.

П р и м е р. Решить систему уравнений

Гіп х + сов у = 1,5,

Ѕін2 х + соЅ2 у = 1,25.

Р е ш е н и е. Положим Ѕіп х = и, соЅ у = и. Тогда
и+и=1,5,

ПОЛ ЧИМ СИСТЄМУ У {и2 + 02 = 1,25. Из первого урав-

нения этой системы находим и = Ё - и. Подставив

3
ВЬІраЖЄНИЄ ё _ и ВМЄСТО 1) ВО ВТОрОЄ УраВНЄНИЄ СИС-

ТЄМЬІ, ПОЛУЧИМ

3 3 1
Е = 1, = _ _ = _ _ 1 = _.СЛИ и ТОО 2 и 2 2

Если и = , то

[\Э
ІН

и: _и:

[\Э
ІС
Ю

[\Э
ІС
Ю І

[\Э
ІІ'

-І ІІ р-ъ

Итак, мы получили две пары решений:

и1=1 1
ё,

1.

\І

1,62:

=1°
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Так как и = Ѕіп х, и = соЅ у, то Нам остается решить
две системы уравнений:

Ѕіпх=1, . 1
1 ЅІПх=ё,

соЅу=-;
2 соЅу=1.

Из уравнения Ѕіп х = 1 находим х = Ё + 210%, Іг Є 2.

Из уравнения соЅ у = Ё находим у = ±ё + 2лп, п Є 2.

Ѕіп х = 1,
Значит, решения системы 1 имеют вид

соЅ у = -
2

х = + 2лІг, Іг Є 2,7.15
2

у=±ё +2лп,п€2.

Из уравнения Ѕіп х = Ё находим х = (-1)Іг Ё + лІг,

Іг Є 2. Из уравнения соЅ у = 1 находим у = 21т, п Є 2.

Значит, решения системы Ѕш х = ё › имеют вид
соЅу=1

х=(-1)'г%+шг,1ге2,
у = 2лп,п€2.

З а м е ч а н и е. При решении систем тригонометриче-
ских уравнений следует использовать различные обозначе-
ния для параметра (п, Іг, т, ...) в записи решений первого и
второго уравнений системы. Иными словами, если в пер-
вом уравнении системы при записи решения в качестве па-
раметра использована буква Іг, то для второго уравнения
эту букву уже использовать нельзя _ в рассмотренном
примере для этой цели использовалась буква п.
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172. Системы трех уравнений с тремя перемен-
ными. Рассмотрим систему трех уравнений с тре-
мя переменными

Пх; у; 2) = 0,
е(х; у; 2) = 0,
Іъ(х; у; 2) = О.

Решением такой системы называют всякую трой-
ку чисел, удовлетворяющую каждому уравнению
системы.

Для систем трех уравнений с тремя переменны-
ми применяются методы решения, аналогичные
тем, что используются для систем двух уравнений с
двумя переменными.

П р и м е р. Решить систему уравнений

х+у+2=2,
2х+3у+2=1,
х2+(у+2)2+(г-1)2=9.

Р е ш е н и е. Применим метод нодстановки. Вы-
разим из первого уравнения х через у и 2 и подста-
вим результат во второе и третье уравнения сис-
темы.

х=2-у-д
2(2-у-2)+3у+2=1,

(2-у-2›2+(у+2›2+(2- 1›2=9;
х=2-у-&
у-2=-&

2 2 _ =у + 2 + уг 32 0.

Последние два уравнения полученной системы в
свою очередь образуют систему двух уравнений с
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двумя переменными. Решим эту систему Методом
подстановки.

{у=2_3›

(г-з)2+г2+г(2-з)-зг=о;
{у=2_3э

22-42+з=0.
Из Уравнения 22 - 42 + З = О Находим 21 = 1, 22 = З.
Из уравнения у = 2 - З получаем соответственно
у1 = -2, у2 = О, а из уравнения х = 2 - у - 2 находим
х1 = З, х2 = -1.
Итак, получили два решения исходной систе-

мы: (З; -2; 1) и (-1; О; З).

173. Решение задач с помощью составления
систем уравнений.

З а д а Ч а 1. Два пешехода идут навстречу друг
другу из двух пунктов, расстояние между которы-
ми равно 30 км. Если первый выйдет на 2 ч раньше
второго, то встреча произойдет через 2 ,5 ч после вы-
хода второго. Если же второй пешеход выйдет на
2 ч раньше первого, то встреча произойдет через З ч
после выхода первого. С какой скоростью идет каж-
дый пешеход?

Р е ш е н и е. Пусть х км/ч _ скорость первого
пешехода, а у км/ч _ скорость второго пешехода.
Если первый выйдет на 2 ч раньше второго, то, со-
гласно условию, он будет идти до встречи 4,5 ч, тогда
как второй _ 2,5 ч. За 4,5 ч первый пройдет путь
4,5х км, а за 2,5 ч второй пройдет путь 2,5у км. Их
встреча означает, что суммарно они прошли путь
30 км, т. е.

4,5х + 2,5у = 30 _ первое уравнение.
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Если второй выйдет на 2 ч раньше первого, то, со-
гласно условию, он будет идти до встречи 5 ч, тогда
как первый _ З ч. Рассуждая, как и выше, придем
ко второму уравнению:

зх+5у=зо.
В итоге получаем систему уравнений

{4,5х + 2,51; = зо,
зх + ву = зо,

откуда находим х = 5, у = 3.
О т в е т: первый пешеход идет со скоростью 5 км/ч,

а второй _ З км/ч.

З а д а Ч а 2. У старшего брата было вдвое больше
денег, Чем у младшего. Они положили свои деньги
на год на счета в разные банки, причем младший
брат нашел банк, который дает на 5% годовых боль-
ше, чем банк старшего брата. Сняв свои деньги со
счетов через год, старший брат получил 4600 руб.,
а младший _ 2400 руб. Сколько денег было бы у
братьев в сумме, если бы они с самого начала поме-
няли свои банки?

Р е ш е н и е. Пусть х руб. _ сумма денег, кото-
рую положил в банк младший брат, тогда 2х руб. _
сумма денег, которую положил в банк старший
брат.

Пусть, далее, банк старшего брата дает у% годо-
вых, тогда банк младшего брата дает (у + 5)% годо-
вых.

Значит, через год на счету старшего брата будет

(2х + %6) руб., а на счету младшего брата будет

(х + _ьъбч
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В итоге приходим к системе уравнений

2ху2х + _ = 4600,
100

х(у + 5) =х + 100 2400.

Решив эту систему, получим х = 2000, у = 15.
Осталось получить ответ на вопрос задачи: сколь-

ко денег было бы у братьев в сумме, если бы они с
самого начала поменяли свои банки? В этом случае
младший брат положил бы свои 2000 руб. в банк
под 15% годовых, а старший _ 4000 руб. в банк под
20% годовых. Младший брат в конце года получил
бы 2300 руб., а старший _ 4800 руб. Всего у них
стало бы '7100 руб.

О т в е т: '7100 руб.
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5 17. Решение неравенств

174. Основные понятия, связанные с решением
неравенств с одной переменной. Пусть дано нера-
венство 1"(х) > 3(х). Всякое значение переменной х,
при котором данное неравенство, обращается в вер-
ное числовое неравенство, называютрешением нера-
венства. Решить неравенство с переменной - зна-
чит найти все его решения или доказать, что их нет.

Два неравенства с одной переменной называют
равносильными, если решения этих неравенств сов-
падают; в частности, неравенства равносильны, ес-
ли оба не имеют решений.

При решении неравенств обычно заменяют дан-
ное неравенство другим, более простым, но равно-
сильным данному; полученное неравенство снова
заменяют более простым, равносильным данному
неравенством и т. д. Такие замены осуществляются
на основе следующих утверждений.

Теорема 1. Если из одной части неравенства пе-
ренести в другую слагаемое с противоположным
знаком, то получится неравенство, равносильное
данному.

Теорема 2. Если обе части неравенства с одной
переменной умножить или разделить на одно и то
же положительное число, то получится неравенст-
во, равносильное данному.
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Теорема З. Если обе части неравенства с одной
переменной умножить или разделить на одно и то
же отрицательное число, изменив при этом знак не-
равенства на противоположный, то получится нера-
венство, равносильное данному.

Например, неравенства х2 + бх < 6 и х2 + бх - 6 < О
равносильны по теореме 1. Неравенства Зэс2 + бх < 9
и х2 + 2х < З равносильны по теореме 2 (обе Части
неравенства Зх2 + 6х < 9 разделили на положитель-
ное Число 3, оставив без изменения знак < исходно-
го неравенства). Неравенства -6х < 12 и х > -2 рав-
носильны по теореме З (обе Части неравенства -6х < 12
разделили на отрицательное Число -6, изменив при
этом знак < исходного неравенства на знак >).

На практике иногда полезны теоремы, являю-
щиеся обобщениями теорем 2 и 3.

Теорема 4. Если обе Части неравенства умно-
жить или разделить на одно и то же выражение,
принимающее при всех значениях переменной по-
ложительные значения, то получится неравенство,
равносильное данному.

Теорема 5. Если обе Части неравенства умно-
жить или разделить на одно и то же выражение,
принимающее при всех значениях переменной от-
рицательные значения, изменив при этом знак не-
равенства на противоположный, то получится нера-
венство, равносильное данному.

175. Графическое решение неравенств с одной
переменной. Для графического решения неравенст-
ва Ґ(х) > 5,1(х) нужно построить графики функций
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у = Ґ(х) и у = 3(х) и выбрать те участки оси абсцисс,
на которых график функции у = 1"(х) расположен
выше графика функции у = 3(х).

П р и М е р. Решить графически неравенство

1032 х > ё .
х

Р е ш е н и е. Построим в одной системе координат

графики функций у = 1032 х и у = 3% (рис. 1.113).

Из рисунка видно, что график функции у = 1032 х

расположен выше графика функции у = Ё при х > 2.

Ответ: (2; +00).

ум

у = 1032х

2

1 у = ї2с

=7//////////////////////////////й :
0 1 2 х

Рис. 1.113

176. Линейные неравенства с одной переменной.
Линейным называют неравенство вида ах > І) (или со-
ответственно ах < 1), ах 2 І), ах < 1)). Если а > О, то

НЄраВЄНСТВО ах > ь раВНОСИЛЬНО НЄраВЄНСТВУ х > Ё
а

(см. теорему 2); значит, Множество решений нера-
І)венства есть промежуток (а ; +00 . Если а < О, то

НЄраВЄНСТВО ах > ь раВНОСИЛЬНО НЄраВЄНСТВУ х < Ё
а
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(см. теорему 3); значит, Множество решений нера-

д _венства есть промежуток -0<>; а . Если а - О, то

неравенство принимает вид О - х > І); оно не имеет ре-
шений, если І) 2 О, и верно при любых х, если І) < О.

Многие неравенства в процессе преобразований
сводятся к линейным.

П р и м е р. Решить неравенство

2(х-З)+5(1-х)>3(2х-5).

Р е ш е н и е. РаскрьІв скобки, получим

2х-6+5-5х>6х-15,

-3х-126х-15,

-Зх-бх 2 -15+1,

-9х 2-14. (1)

По теореме 1 это неравенство равносильно задан-
ному неравенству. Разделим теперь обе Части не-
равенства (1) на отрицательное Число -9 и изме-
ним знак неравенства. Получим согласно теореме З

неравенство, равносильное неравенству (1): х < Ё .

Значит, множество решений заданного неравенства

есть луч (-00; %] .

177. Системы неравенств с одной переменной.
Говорят, что несколько неравенств с одной перемен-
ной образуют систему неравенств, если ставится
задача найти все общие решения заданных нера-
венств.
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Значение переменной, при котором каждое нера-
венство системы обращается в верное числовое не-
равенство, называют решением системы нера-
венств.

Неравенства, образующие систему, объединяют
фигурной скобкой. Например, запись

{2х - 1 > 3,
Зх - 2 < 11

означает, Что неравенства 2х - 1 > З и Зх - 2 < 11
образуют систему.

Иногда используют запись в виде двойного нера-
венства.

Например, систему неравенств

{2х+1>1,
2х+1<5

можно записать в виде двойного неравенства
1 < 2х + 1 < 5.

П ри м е р 1. Решить систему неравенств
{5х + 2 > Зх - 1,

Зх + 1 > '7х - 4.

Р е ш е н и е. Первое неравенство системы преоб-

раЗУЄТСЯ В раВНОСИЛЬНОЄ ЄМУ НЄраВЄНСТВО х > _Ё , а

второе _ в неравенство х < Ё. Таким образом, зада-
ча сводится к решению системы

х > _;
х < ё.

4
С помощью координатной прямой (рис. 1.114)

находим, что множество решений системы есть ин-
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5тервал (-Ё; Е (пересечение зашрихованных на

рис. 1.114 промежутков).

///
х

МІС
Ю

'
\

І-Ы
СЛ×\\ _

Рис. 1.114

П р и М е р 2. Решить систему неравенств

зоны-3% <5х-7-х7+3,

2х-Ё+6<4х-а
Р е ш е н и е. Выполнив преобразования каждого

из неравенств системы, получим

х < -Ё ,
5

27
ў _ ох 7

зНаЧЄНИЙ х, УДОВЛЄТВОрЯЮЩИХ ОДНОВрЄМЄННО Нера-

56 272ВЄНСТВаМ х < _? И х 7 , НЄТ; СЛЄДОВаТЄЛЬНО, За-

ДаННаЯ СИСТЄМЭ. НЄраВЄНСТВ НЄ ИМЄЄТ рЄШЄНИЙ.

178. Совокупность неравенств с одной перемен-
ной. Говорят, что несколько неравенств с одной пе-
ременной образуют совокупность неравенств, если
ставится задача найти все такие значения перемен-
ной, каждое из которых является решением хотя
бы одного из данных неравенств.

Значение переменной, при котором хотя бы одно
из неравенств, образующих совокупность, обраща-
ется в верное числовое неравенство, называютреше-
нием совокупности неравенств.
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П р и м е р. Решить совокупность неравенств

2х-3 >3х-2; їс +1>3_х_
5 2 3

Р е ш е н и е. Преобразовав каждое из неравенств,
получим совокупность, равносильную заданной:

4 6 и .,х < _ ; х < - . С помощью числовои прямои нахо-
11 7

дим, Что решением заданной совокупности является

промежуток (-00; Ё) (рис. 1.115) (объединения за-

штрихованных на рис. 1.115. промежутков).

'/
ъ і

11

Рис. 1.115

ч|с
ъ

-

179. Дробно-линейные неравенства. Дробно-ли-
нейные неравенства _ это неравенства вида
ах+Ь > О < 0 .
сх + (і ( )

2х+1П р и м е р 1. Решить неравенство 3 2 > О.

Р е ш е н и е. Дробь положительна, если числи-
тель и знаменатель ее имеют одинаковые знаки,
т. е. либо оба полоэкительны, либо оба отрицатель-
нь1. Значит, мы получаем совокупность двух систем
неравенств

{2х+1>0, {2х+1<0,

3х-2>0; Зх-2<0.

х > _1,
Из первой находим 2

2 2
х > _, то ее х > _

3 3



ё 17. Решение неравенств 273

х < __,

Из второй находим 2

2
В итоге получили следующие решения заданного

неравенства:

х<їё,'ЪЄ.х<ї_1.

Зх + 7 > 5.

2х-7
Р е ш е н и е. Имеем последовательно:

П р и м е р 2. Решить неравенство

3х+7---5>Ц
2х-7

3х+7_10х+35 20

2х-7

_7х_+42>0_
2х-7

Умножим обе Части неравенства на -1, изменив
при этом знак неравенства (см. теорему З, п. 174).
Получим

7221472 < 0'
Дробь меньше или равна нулю в двух случаях:
1) если числитель меньше или равен нулю, а знаме-
натель больше нуля; 2) если числитель больше или
равен нулю, а знаменатель меньше нуля. Значит,
мь1 получаем совокупность двух систем неравенств

{7х-42<0, дух-4220,
2х-'7>0; 2х-'7<0.
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х <
Из первой находим

х

Из второй находим т. е. система Не'7
ё э

имеет решений.

Значит, множество решений заданного неравен-

ства есть промежуток (ё ; 61.

180. Квадратные неравенства. Здесь речь идет
о неравенствах вида

ах2+19х+с>0илиах2+19х+с<0,гдеа±0.

Теорема б. Если дискриминант 1) = 192 - 4ас квад-
ратного трехчлена ах2 + Ьх + с отрицателен, а стар-
ший коэффициент а положителен, то при всех зна-
чениях х выполняется неравенство ах2 + Ьх + с > О.

Рассмотрим теперь случай, когда 1) 2 О. Для ре-
шения неравенства ах2 + Ьх + с > О (или ах2 + Ьх +
+ с < 0) нужно разложить квадратный трехчлен
ах2 + Ьх + с на множители по формуле

ах2+Ьх + с = а(х -х1)(х - х2)

(см. п. 56), затем разделить обе части неравенства
а(х-х1)(х-х2) > О (или а(х - х1)(х - х2) < 0) на чис-
ло а, сохранив знак неравенства, если а > О, и изме-
нив знак неравенства на противоположный, если
а < О (см. п. 174), т. е. перейти к неравенству

(х - х1)(х - х2) > О
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(или (х - х1)(х - х2) < О). Теперь остается восполь-
зоваться тем, что произведение двух чисел положи-
тельно (отрицательно), если множители имеют оди-
наковые (разные) знаки.

П р и М е р 1. Решить неравенство 2эс2 + 5х + 2 > О.
Р е ш е н и е. Найдем корни трехчлена 2эс2 + 5х + 2.

Из уравнения 2эс2 + 5х + 2 = О получаем х1 = -2, х2 =

=-Ё.значит, 2х2+5х +2=2(х+2)(х + Ё), имы

приходим к неравенству 2 (х + 2)(х + Ё) > О и далее

(х + 2)(х + Ё) > О. Выражения х + 2 и х + Ё должны

ИМЄТЬ ОДИНаКОВЬІЄ ЗНаКИ, Т. Є.

х+2>ц х+2<ц

Из первой системы находим х > -Ё , а из второй

х<-2
П р и м е р 2. Решить неравенство '7х + 10 2 Зхг.
Р е ш е н и е. Преобразуем неравенство к виду

'7х +10 - Зх2 2 О и, умножив обе части последнего
неравенства на -1, получим Зх2 - '7х - 10 < О. Кор-
ни квадратного трехчлена Зх2 - '7х - 10 таковы:

х1 = -1, х2 = 1%) . Разложив квадратный трехчлен

на множители, получим З (х + 1)(х - ІЁО) < О и далее
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(х + 1)(х - ІЁО) < 0. От последнего неравенства пере-

ХОДИМ К СОВОКУПНОСТИ СИСТЄМ НЄраВЄНСТВ

10 10х-_>0; х-_<0.
3 3

Первая система Не имеет решений, а из второй на-
ходим

-1 < х < Ё.
3

П р и м е р 3. Решить неравенство х2 - бх + 9 > О.
Р е ш е н и е. Квадратный трехчлен х2 - бх + 9

имеет два одинаковых корня х1 = х2 = 3. Значит,
х2 - бх + 9 = (х - З)2 и неравенство принимает вид
(х - З)2 > О. Это неравенство выполняется при всех
х, кроме х = 3.

П р и м е р 4. Решить неравенство х2 2 25.
Р е ш е н и е. Последовательно имеем

362-2520, (х-5)(х+5)>0,
гс - 5 2 О, гс - 5

откуда х > или +5
0,

х О//
\/
/\

Из первой системы получаем х 2 5, из второй
х < -5.

181. Графическое решение квадратных нера-
венств. Графиком квадратичной функции у = ах2 +
+ Ьх + с является парабола с ветвями, направлен-
ными вверх, если а > О, и вниз, если а < О. При этом
возмоэкны три случая:
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1) парабола пересекает ось х (т. е. уравнение
ах2 + Ьх + с = О имеет два различных корня);

2) парабола имеет вершину на оси х (т. е. уравне-
ние ах2 + Ьх + с = О имеет один корень);

З) парабола не пересекает ось х (т. е. уравнение
ах2 + Ьх + с = О не имеет корней).

Итого возможны шесть положений параболы,
служашей графиком функции у = ах2 + Ьх + с отно-
сительно оси х, - они представлены на рисунках
1.116_1.121. Опираясь на эти графические иллю-
страции, можно решать квадратные неравенства.

0 \/ Эс 0 Ёс 0 Ёс

РИС. 1.116 РИС. 1.117 РИС. 1.118

ум ум ум

о 5: о Ё о Ё

Рис. 1.119 Рис. 1.120 Рис. 1.121



278 Глава \/І. НЕРАВЕНСТВА

П р и М е р 1 . Решить неравенство 2эс2 + бх + 2 > О.
Р е ш е н и е. Уравнение 2эс2 + бх + 2 = О имеет два

корня: х = -2, х = -1 . Парабола, служащая графи-1 2 2

ком функции у = 2эс2 + бх + 2, имеет вид, изображен-

ный на рисунке 1.116. Неравенство 2эс2 + бх + 2 > О
выполняется при тех значениях х, при которых точ-
ки параболы лежат выше оси х: это будет при х < х1

или при х > х2, т. е. при х < -2 или при х > -Ё

Значит, решения неравенства таковы: х < -2,

х > -Ё (см. пример 1 из п. 180).

П р и М е р 2. Решить неравенство Зх2 - '7х - 10 <
< О.

Р е ш е н и е. Уравнение Зх2 - '7х - 10 = О имеет два

корня: х1 = -1, х2 = 1%) . Парабола, служащая графи-

ком функции у = Зх2 - '7х - 10, имеет вид, изобра-

женный на рисунке 1 . 1 16. Неравенство Зх2 -
- '7х - 10 < О выполняется при тех значениях х, при
которых точки параболы лежат на оси х или ниже ее:
это будет при х из промежутка [х1; х2]. Значит, мно-

., 10жество решении неравенства есть отрезок [-1; ї]

(см. пример 2 из п. 180).
П р и м е р З. Решить неравенство -эс2 + 4х - 4 > О.
Р е ш е н и е. Уравнение -эс2 + 4х - 4 = О имеет

один корень х = 2. Парабола, служащая графиком
функции у = -эс2 + 4х - 4, имеет вид, изображенный
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на рисунке 1.120. Неравенство -х2 + 4х - 4 > О вы-
полняется при тех значениях х, при которых точки
параболы лежат выше оси х. Таких точек нет; зна-
чит, неравенство не имеет решений.

П р и М е р 4. Решить неравенство -3х2 + х - 5 < О.
Р е щ е н и е. Уравнение -Зх2 + х - 5 = О не имеет

действительных корней. Парабола, служащая
графиком функции у = -Зх2 + х - 5, имеет вид, изо-
браженный на рисунке 1.121. Неравенство -Зх2 +
+ х - 5 < О выполняется при тех значениях х, при
которых точки параболы лежат ниже оси х. Так как
вся парабола лежит ниже оси х, то неравенство вы-
полняется при любых значениях х.

182. Неравенства с модулями. При решении не-
равенств, содержащих переменные под знаком мо-
дуля, используют определение модуля:

_ {1°(х), если 1”(х) > 0,
Их) І _ -і(х), если их) < о.

Иногда полезно воспользоваться геометрической
интерпретацией модуля действительного числа, со-
гласно которой |а| означает расстояние точки а коор-
динатной прямой от начала отсчета О, а| а - І) | оз-
начает расстояние между точками а и І) на коорди-
натной прямой (см. п. 27).

Кроме того, можно использовать метод возведе-
ния в квадрат обеих частей неравенства, основан-
ный на следующей теореме.

Теорема 7. Если выражения Ґ(х) и 3'(х) при лю-
бЬІХ х ПрИНИМаЮТ ТОЛЬКО НЄОТрИЦаТЄЛЬНЬІЄ ЗНаЧЄ-

НИЯ, то Неравенства их) > гос) И (1136))2 > (8136))2
равносильны.
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Применяется эта теорема при решении нера-
венств с модулями так.

Пусть нужно решить неравенство

|І°(х)| > |8`(х)|-
Так как при любых х из области определения выра-
жений 1"(х) и 3(х) справедливы соотношения | 1"(х) | > О,

Ів<х>|> 0 (|і(х›|›2= (і(х››2 и (|8~(х›|›2= (г(х››2 то данное
неравенство равносильно неравенству

(ї(х››2 > (г(х››2.
П р и М е р 1. Решить неравенство Іх - 1| < 2.
Р е ш е н и е.
Способ 1-й. | х - 1| Можно рассматривать как рас-

стояние на координатной прямой между точками х
и 1. Значит, нам нужно указать на координатной
прямой все тоЧки х, которые удалены от тоЧки 1
меньше Чем на 2 единицы. С помощью координат-
ной прямой (рис. 1.122) устанавливаем, Что множе-
ство решений неравенства есть интервал (-1; З).

у///////////////,////////////////3/ г х
-1 1

Рис. 1. 122

Способ 2-й. Возведя обе Части данного неравенст-
ва в квадрат, полуЧим равносильное ему неравенст-
во (х - 1)2 < 4. Решая последнее неравенство, полу-
Чим х2 - 2х - З < О, откуда находим, Что -1 < х < З
(см. п. 180 или 181).

Способ 3-й. По определению модуля Числа,

х-1,еслих-1>0,Іх-ц={-(х- 1), еслих- 1 < О,
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ПОЭТОМУ ДаННОЄ НЄраВЄНСТВО МОЖНО ЗаМЄНИТЬ СОВО-

КУПНОСТЬЮ ДВУХ СИСТЄМ НЄраВЄНСТВ

{х-120, {х-1<0,

Из первой системы получаем 1 < х< З, из вто-
рой системы -1 < х < 1. Объединив эти решения,
получим промежуток (-1; 3).

П р и м е р 2. Решить неравенство |2х + 5| 2 '7.
Р е ш е н и е. Имеем Іх + 2,5І 2 3,5. Нам нужно

указать на координатной прямой все такие точки х,
которые удалены от точки -2,5 на расстояние, боль-
шее или равное 3,5. С помощью координатной пря-
мой (рис. 1.123) находим решения: х < -6; х 2 1.

7///////////4 , 7/////2 х
-6 -2,5 1

Рис. 1.123

П р и м е р З. Решить неравенство |2х - 1| < ІЗх + 1|.
Р е ш е н и е. Возведя обе Части неравенства в

квадрат, получим неравенство (2х - 1)2 < (Зх + 1)2,
равносильное данному. Преобразовав последнее не-
равенство, получим 5х2 + 10х 2 О, откуда находим
х < -2; х 2 О.

П р и м е р 4. Решить неравенство |2х + 4| < Зх + 2.
Решение. Если2х+420, то|2х+4|=2х+4и,

следовательно, неравенство примет вид 2х + 4 < Зх +
+ 2. Если же 2х+4<0, то |2х+4|=-(2х+4)ине-
равенство примет вид -(2х + 4) < Зх + 2. Таким обра-
зом, данное неравенство можно заменить совокупно-
стью двух систем неравенств:

{2х+420, {2х+4<0,
2х+4<3х+2; -(2х+4)<3х+2.
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Из первой системы находим х 2 2, вторая систе-
ма не имеет решений. Значит, Множество решений
неравенства _ луч [2; +06).

183. Решение рациональных неравенств мето-
дом промежутковІ. Решение рациональных нера-

венств вида 1% > 0 (вместо знака > может быть и
(1 х

любой другой знак неравенства), где р(х) и 9(х) -
многочлены, основано на следующем рассуждении.

(х - а)(х - Ь)
(х _ с)(х _ 01) ,

а < І) < с < сі. Если х > сі, то каждый из множителей
х - а, х - І), х - с, х - сі положителен и, следователь-
но, на промежутке (сі; +06) имеем Іъ(х) > О. Если
с < х < сі, то х - сі < О, а остальные множители
по-прежнему положительны. Значит, на интервале
(с; сі) имеем Іъ(х) < О. Аналогично, на интервале
(1); с) будет Іъ(х) > О и т. д. (рис. 1.124).

Изменение знаков Их) удобно иллюстрировать с
помощью волнообразной кривой (ее называют «кри-
вой знаков»), которую чертят справа налево, начи-
ная сверху (рис. 1.125). Эту иллюстрацию нужно
понимать так: на тех промежутках, где эта кривая
проходит выше координатной прямой, выполняется
неравенство Іъ(х) > О, на тех же промежутках, где
кривая проходит ниже прямой, имеем Іъ(х) < О.

Рассмотрим выражение Іъ(х) = где

_ + _ +> х \ А 1 > х
а, ь С (1 М М

РИС. 1.124 РИС. 1.125

1 ЭТОТ МЄТОД ИНОГДа НаЗЬІВаЮТ МЄТОДОМ ИНТЄрВаЛОВ.
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Для проведенного выше рассуждения было несу-
щественно количество линейных множителей в
числителе и знаменателе, а также взаимное распо-
ложение корней числителя и знаменателя дроби на
координатной прямой. Поэтому оно применимо для
любой функции у = Ґ(х) вида

кх) = (х - а1)(х - а2)...(х - ап) ,
(х - 191)(х - 192)...(х - Ьд)

где числа а1, а2, ..., ап, 121, 192, ..., 19,, попарно различ-

ны. Изменение знаков функции у = 1"(х) мы также
можем иллюстрировать с помощью кривой знаков,
которую чертят справа налево, начиная сверху, и
проводят Через все отмеченные на координатной
прямой точки а1, а2, ..., ап, 121, 122, ..., 191,. На этом ос-
нован метод промежутков, который с успехом при-
меняется для решения рациональных неравенств.

П р и м е р 1. Решить неравенство

(х+ ёжх- Мё><х+Л> < 0_
(2х _ з)(4х + 5)

Р е ш е н и е. Выполним преобразования левой
части неравенства

(итог-Лимд <02<х-з>-4<х+з>
и умножим обе части неравенства на 8; получим не-

(х + 5)(х - «Ёжх + Л) < О равносильное

(х-Ё)(х+ї)
равенство

данному.



284 Глава \/І. НЕРАВЕНСТВА

Изменение знаков функции у = 1"(х), где

их) = (х + 5)(х _ «ЁЖХ + Л) ,(зе-ана
иллюстрируем с помощью кривой знаков (рис. 1 . 126).
Значения х, при которых Ґ(х) < О (заштриховано),
удовлетворяют следующим неравенствам:

х<-5;-Л <х<-Ё; Ё <х< Л.

ЭТО рЄШЄНИЯ ИСХОДНОГО НЄраВЄНСТВа.

/ / /

_5 455312В
Рис. 1.126

П р и М е р 2. Решить неравенство (х _ 3,2)(36 + 2) < 1.
х -1

2_ _
Решение. Имеем х_2х16 - 1 <0идалее

х _

х+5
(х-1)(х+1)
Начертим кривую знаков для функции у =

х+5= с.1.12'7.Сееоо юао(х_1)(х+1) (ри ) н м щь н х дим

рЄШЄНИЯ НЄраВЄНСТВа:

-5<х<-1;х>1.

Рис. 1.127
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_ 5 2
П р и М е р З. Решить неравенство (х 1) (х + 2) < О.

х

Р е ш е н и е. Выражение (х - 1)4(х + 2)2 обраща-
ется в нуль при х = 1 и при х = -2, а при остальных
значениях х оно положительно. Значения х = 1 и
х = -2 удовлетворяют данному нестрогому неравен-
ству, т. е. являются его решениями. Пусть теперь
х а: 1, х а: -2, тогда (х - 1)4(х + 2)2 > О, а потому, раз-

делив обе Части заданного неравенства на (х - 1)4 ><
>< (х + 2)2 и сохранив знак заданного неравенства,

х-1получим неравенство < О, равносильное исход-

ному (см. п. 174). Полученное неравенство имеет ре-
шение О < х < 1. В ответ нужно включить и отмечен-
ное выше решение х = -2.
Ответ:0<х< 1;х=-2.

184. Показательные неравенства. При решении

неравенств вида адх) > адх) следует помнить, что
показательная функция у = ах возрастает при а > 1
и убывает при О < а < 1 (см. п. 94). Значит, в случае,

когда а > 1, неравенство (17Е(х) > адх) равносильно не-
равенству того же смысла 1"(х) > 3(х). В случае же, ког-
да 0 < а < 1, неравенство (17Е(х) > адх) равносильно не-
равенству противоположного смысла 1"(х) < 3(х).

П р и м е р 1. Решить неравенство 2336 + 7 < 2236 _ 1.
Р е ш е н и е. Здесь основание степени больше 1, по-

зтому, сравнивая показатели, запишем неравенство то-
го же смысла Зх + '7 < 2х - 1. Решив это неравенство,
получим х < -8.
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П р и М е р 2. Решить неравенство (0,04)5х _ 362 _ 8 <
< 625.

_2
Р е ш е Н И е. так как 625 = 252 = (її-5) = (о,о4)-2,

ТО ЗаДаННОЄ НЄраВЄНСТВО МОЖНО ЗаПИСаТЬ В ВИДЄ

(0,04) 5х-х2-8 < (о,о4)-2.
Так как О < 0,04 < 1, то, сравнивая показатели, за-
пишем неравенство противоположного смысла 5х -
- х2 - 8 2 -2. Далее,

5х-х2-8+2>о,

-х2+5х-6>о,

х2-5х+6<0,

(х-2)(х-З)<0,
2<х< 3.

185. Логарифмические неравенства. При реше-
нии неравенств вида Іоёа Ґ(х) > 103а 3'(х) следует
помнить, Что логарифмическая функция у = Іоёах
возрастает при а > 1 и убывает при О < а < 1 (см. п. 96).
Значит, в случае, когда а > 1, от исходного неравен-
ства следует перейти к неравенству того же смысла
Ґ(х) > 3'(х). В случае же, когда О < а < 1, от исходно-
го неравенства следует перейти к неравенству про-
тивоположного смысла Ґ(х) < 3(х). При этом следует
учитывать, что логарифмическая функция опреде-
лена лишь на множестве положительных чисел.
Значит, должны выполняться неравенства Ґ(х) > О
и 3(х) > О.
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Таким образом, неравенство 103а Ґ(х) > 103а 3(х)
при а > 1 равносильно системе неравенств

1"(х)> 0,
1806) > 0, (1)
ї(х) > віх),

а при О < а < 1 равносильно системе неравенств

1"(х)> 0,
в'(х) > 0, (2)
ї(х) < 306)-

Заметим, что систему (1) можно упростить: не-
равенство 1"(х)> О вытекает из неравенств 1"(х) > 3(х),
3(х) > О, поэтому неравенство 1"(х) > О можно опус-
тить, т. е. переписать систему (1) в виде

1306) > 0,
ї(х) > 306)-

Аналогично, систему (2) можно переписать в
виде

11%) > 0,
ї(х) < 306)-

П р и м е р 1. Решить неравенство 1031 (2х + 59) >
ё

> -2.
Р е ш е н и е. Так как -2 = 1031 9, то данное нера-

ё
венство можно переписать в виде 1031 (2х + 59) >

ё
> 1031 9. Далее имеем

ё
12х+59>0, 1х>-29,5,
2х+59<9; х<-25,

откуда -29,5 < х < -25.
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П р и М е р 2. Решить неравенство 13 (х + 2) <
- 13 (2х - 6).
Р е ш е н И е. Чтобы все логарифмы имели смысл,

должны выполняться неравенства х + 2 > О и 2х - 6 >
> О. Используя свойства логарифмов, преобразуем
заданное неравенство:

13(х+2)+13(2х-6)<2,

13 (х + 2) (2х - 6) < 13 100.
Таким образом, заданное неравенство равносиль-

но системе неравенств
х+2>ц
2х - 6 > О,
(х + 2)(2х - 6) < 100.

Имеем последовательно:
х>ё2э х>3, {х>3,

:2>_3;_ 56<0; 1<х+ 7›(х-8›<0; _7<х<8.
С помощью координатной прямой (рис. 1.128)

устанавливаем, что множество решений последней
системь1, а значит, и заданного неравенства есть
интервал (3; 8).

///////////////////////////////////
-7 ?Ж\\\\\\\\ЧЖ\\\

Рис. 1.128

186*. Иррациональные неравенства. При реше-
нии иррациональных неравенств используется сле-
дующее утверждение:

Теорема 8. Если обе Части неравенства принима-
ют на некотором множестве Х только неотрица-
тельнь1е значения, то, возведя обе части неравенст-
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ва в квадрат (или в любую четную степень) и сохра-
нив знак исходного неравенства, получим неравен-
ство, равносильное данному (на множестве Х).

Возведение обеих частей неравенства в одну и ту
же нечетную степень (с сохранением знака неравен-
ства) всегда является равносильным преобразова-
нием неравенства.

Рассмотрим неравенство вида

«/І°(х) < 200)- (1)

Ясно, что решение этого неравенства является в
то же время решением неравенства Ґ(х) 2 О и реше-
нием неравенства 3(х) > О (из неравенства (1) следу-

ет, Что 3'(х) > ^/]"(эс) 2 О). Значит, неравенство (1)
равносильно системе неравенств

ї(х) 2 0,
з(х) > 0,
«/1°(х) < 306)-

Так как при выполнении условий, задаваемых пер-
выми двумя неравенствами этой системы, обе части
третьего неравенства системы определены и прини-
мают только неотрицательные значения, их возве-
дение в квадрат есть равносильное преобразование
неравенства. Выполнив это преобразование, придем
к системе

их) > о,
з(х) > 0,
их) < (г(х››2.
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Итак, неравенство ^/ї`(х) < 3'(х) равносильно сис-
теме неравенств

кх) > о,
з(х) > 0,
их) < (г(х››2.

Рассмотрим теперь неравенство вида

«/1°(х) > 306)- (2)

Как и выше, заключаем, что Ґ(х) 2 О, но в отли-
чие от предыдущего случая здесь 3'(х) Может прини-
мать как неотрицательные, так и отрицательные
значения. Поэтому заданное неравенство (2) рас-
смотрим в каждом из следующих случаев: 3'(х) < О,
3(х) 2 О. Получим совокупность систем неравенств:

ї(х) 2 0, ї(х) 2 0,
«/1°(х) > вы); «/1°(х) > 21х)-

В первой из этих систем можно опустить последнее
неравенство _ оно вытекает из первых двух нера-
венств системы. Во второй системе можно выпол-
нить возведение в квадрат обеих частей последнего
неравенства.

В итоге приходим к следующему результату: не-
равенство ^/І"(х) > 5,1(х) равносильно совокупности
двух систем неравенств:

306) < 0, вы) > О,
мы) > 0; т) > 0›

их) > (г(х››2.
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П р и М ер 1. Решить неравенство ^/х2 - х - 12 < х.

Р е ш е н и е. Это неравенство равносильно систе-
ме неравенств

х2-х-1220,
х>0,

х2-х-12<х2.

Решив систему, Находим х 2 4.

П р и м е р 2. Решить неравенство ^/х2 - Зх + 2 >

> х + 3.
Р е ш е н И е. Данное неравенство равносильно со-

вокупности двух систем неравенств:

{х+3<д х+з>а
х2-3х+2>0; х2-Зх+2>0,

х2-3х+2>(х+3)2.
Второе неравенство второй системы Можно опус-

тить как следствие третьего неравенства той же сис-
темы.

Решив первую систему, получим х < -3, из второй

системы получаем -З < х < _; . Объединив найден-

7ные решения, получим х < -ё .

187. Решение тригонометрических неравенств.
Рассмотрим примеры графического решения про-
стейших тригонометрических неравенств, т. е. не-
равенств вида Ґ(х) > а (или Ґ(х) < а), где Ґ(х) - одна
из тригонометрических функций.



292 Глава \/І. НЕРАВЕНСТВА

П р и м е р 1. Решить неравенство Ѕіп х > О.
Р е щ е н и е. Построим график функции у = Ѕіп х

и выберем на оси х значения аргумента х, которым
соответствуют точки графика, лежащие выше оси
х. Одним из промежутков, содержащих такие точ-
ки оси х, является интервал (0; л) (рис. 1.129), а
всего таких интервалов будет бесконечно много,

ъ7

Х
///////////

211: 31'Е\

у

1

@/% ///////////

_211: _пК/Г) ЕМ-1

Рис. 1.129

причем в силу периодичности функции у = Ѕіп х
каждый из них получается из (0; л) сдвигом по оси
х на 2л/г, где Іг Є 2. Таким образом, решением за-
данного неравенства служит объединение интерва-
лов вида (0 + 271%; 11: + 271%), т. е. (2л/г; л + 2л/г), Іг Є 2.
Это можно записать так:

2лІг< х <л+2лІг,/г€2.

П р и м е р 2. Решить неравенство соЅ х < Ё .

Р е щ е н и е. Построим график функции у = соЅ х
1и проведем прямую у = ё . Нас интересуют те значе-

ния аргумента х, которым соответствуют точки гра-

фика, лежащие ниже прямой у = Ё. Одним из нуж-

11: 511:
ных нам промежутков является интервал (5; ї)
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/-\ А у = Ё

/ /////////////////Д \` в,
0 5_п х

3

Рис. 1.130
ФФ

ІГ-
і

(рис. 1.130). Воспользовавшись периодичностью
функции у = соЅ х, запишем о т в е т:

ё+2ліг<х<_3713+2лі<є, ІгЄИ.

П р и М е р 3. Решить неравенство 1:3 х 2 -1.
Р е ш е н и е. Построим график функции у = 1:3 х

и проведем прямую у = -1. Нас интересуют те зна-
чения х, которым соответствуют точки графика, ле-
жащие не ниже прямой у = -1.

Одним из нужных нам промежутков является

[ ї Ё) (рис.1.131),аВСЄГОТаКИХПРОМЄЖУТКОВбУ'
дет бесконечно много, причем в силу периодичнос-

ул *ь

30
//
ё;

47/// /////

ап

МІ
Г-І МІ
Г-І

Рис. 1.131
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., 11; 11:ти функции у = 1:3 х каждыи получается из [-1 ; ё)

сдвигом по оси х на лІг, где Іг Є 2. Это позволяет за-
писать решение следующим образом:

Ё +л1г<х<1ё+л1г,/гє2.

188. Неравенства и системы неравенств с двумя
переменными. Рассмотрим неравенство 1"(х; у) >
> 3(х; у). Решением неравенства с двумя перемен-
ными называют пару значений переменных, кото-
рая обращает неравенство с переменными в верное
числовое неравенство. Известно, что пара действи-
тельных чисел (х; у) однозначно определяет точку
координатной плоскости. Это дает возможность
изобразить решения неравенства или системы нера-
венств с двумя переменными геометрически, в виде
некоторого множества точек координатной плос-
кости.

П р и м е р 1. Изобразить на координатной плос-
кости множество решений неравенства х + у - 1 > О.

Р е ш е н и е. Преобразуем данное неравенство к ви-
ду у > -х + 1. Построим на координатной плоскости
прямую у = -х + 1. Так как ордината любой точки,
лежащей выше прямой у = -х + 1, больше, чем ор-
дината точки, имеющей такую же абсциссу, но ле-
жащей на прямой, то множество точек плоскости,
расположенных выше этой прямой, и будет геомет-
рическим изображением решений заданного нера-
венства (рис. 1.132).

П р и м е р 2. Изобразить на координатной плос-
кости множество решений неравенства х (х - 2) <
< у - З.
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уМ уи у=х2-2х+3

ъ"" 3

` 21 `~"
"` ъ ъ

0 1`\ 36 о 1 'х
"
"
"

у = -х + 1

Рис. 1.132 Рис. 1.133

Р е ш е н и е. Преобразуем неравенство к виду
у 2 х2 - 2х + З. Построим на координатной плоскос-
ти нараболу _ график функции у = х2 - 2х + 3.
Так как ордината любой точки, лежащей выше

нараболы у = х2 - 2х + З, больше, Чем ордината
точки, имеющей ту же абсциссу, но лежащей на

нараболе, и так как неравенство у 2 х2 - 2х + З
нестрогое, то геометрическим изображением
решений заданного неравенства будет множество
ТОЧЄК ПЛОСКОСТИ, ЛЄЖаЩИХ На ПарабОЛЄ у = 362 _

- 2х + З и выше нее (рис. 1.133).

П р и м е р 3. Изобразить на координатной плос-
кости множество решений системы неравенств

х20,
у>0,
ху>4,
х+у<5.

Р е ш е н и е. Геометрическим изображением ре-
х20,
у > О ЯВЛЯЄТСЯ МНО-
/

шений системы неравенств {
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жество точек первого координатного угла (рис.
1.134). Геометрическим изображением решений не-
равенства х + у < 5 или у < 5 - х является Множество
точек, лежащих ниже прямой, служащей графиком
функции у = 5 - х (рис. 1.135). Наконец, геометриче-
ским изображением решений неравенства ху > 4

4или, поскольку х > О, неравенства у > - является
х

множество точек, лежащих выше ветви гинерболы,
., 4служашеи графиком функции у = - (рис.1.136). В

х
ИТОГЄ ПОЛУЧаЄМ МНОЖЄСТВО ТОЧЄК КООРДИНаТНОЙ ПЛОС-

ум ул

"\5
~"
\
\~"

~"
: \_5 _

0 х О "х" ЗС

Рис. 1.134 Рис. 1.135

ум ул

\
"- ".

'1 5`~"
4'_`ч 4Ц*

\ \\
" 4 \:\2 _ 2 `

"`~Ё_ х 1 ":`_`_ _у = ЗІ-с
Т ___ 7 І `А~ г

0 1 2 4 х 0 1 2 4 5`~` х
`

у = 5 - х

Рис. 1.136 Рис. 1.137
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кости, лежащих в первом координатном углу ниже
прямой, служащей графиком функции у = 5 - х, и
выше гиперболы, служащей графиком функции у =

=Ё (рис.1.137).

ё 18. Доказательство неравенств

189. Метод оценки знака разности. Суть этого
метода заключается в следующем: для того, чтобы
установить справедливость неравенства 1”(х; у; 2) >
> 3(х; у; 2) (1с < 3', 1" 2 3', 1" < 3), составляют разность
1"(х; у; 2) - 3(х; у; 2) и доказывают, что она положи-
тельна (соответственно отрицательна, неотрицатель-
на, неположительна).

П р и м е р. Доказать, что если х 2 О, у 2 О, то

(среднее арифметическое двух неотрицательных
чисел не меньше их среднего геометрического; это
неравенство называют неравенством Каши).

+

Р е ш е н и е. Составим разность хТу - ^/ху.

Имеем:

%/ _уїу =х+у-22«/х_у =(Лс-2^/ў)2_

Неравенство (І - Му )2 2 О верно при любых неот-

рицательных значениях х и у. Значит, %и 2 І`/эсу ,

причем равенство имеет место лишь в случае х = у.
Из неравенства Коши, в частности, следует нера-

1венство х + - 2 2, справедливое для всех х > О.
х



298 Глава \/І. НЕРАВЕНСТВА

190. Синтетический метод доказательства нера-
венств. Суть этого метода заключается в следую-
щем: с помощью ряда преобразований выводят тре-
буемое неравенство из некоторых известных (опор-
ных) неравенств. Опорными неравенствами явля-
ются, например, такие:

х +_у 2^/хху, где х2 О, у2 О (неравенство

Коши);

2)эс+1Е
3)--<1 Ѕіп0с<1;
4)--1<соЅос<1.

22,гдех>0;

П р и М е р. Доказать, Чтощ 2 4,/адссі,

где а, 1), с, сі _ неотрицательные числа.
Р е ш е н и е. Используем здесь в качестве опор-

ного неравенство Коши, составленное для неот-
а+Ь с+дрицательных чисел х = _, у = 2 . Имеем

2

а+Ь с+д

% 2 ,6%-6301 . Применив теперь нера-

венство Коши к числам а и І), а также к числам с
и сі, получим

[аТМ-сёд2 А/Ш-Ы.Но^/Ш-Мс_сі = Маша.

Таким образом,Щ 2 4^/а1)ссі .

Равенство имеет место тогда и только тогда, когда
а = І) = с = сі.
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191. Доказательство неравенств методом от
противного. Суть этого метода заключается в сле-
дующем. Пусть нужно доказать истинность нера-
венства

ї(х: у: 2) > 306; у; 2) (1)

для любых х, у, 2.
Предполагают противное, т. е. что хотя бы для

одного набора переменных справедливо неравен-
ство

1"(х; у, 2) < 806: у; 2)- (2)
Используя свойства неравенств, выполняют пре-
образования неравенства (2). Если в результате
этих преобразований получается неверное нера-
венство, то это означает, что предположение о
справедливости неравенства (2) неверно, а потому
верно неравенство (1).

Пример 1.Доказать,чтоеслиа>0,Ь>0,с>0,
420, то

4(а+с)(ь+а) >Ш +15).

Р е ш е н и е. Предположим противное, т. е. что
для некоторого набора неотрицательных значений
а, 1), с, сі справедливо неравенство

,/(а+с)(ь+а) <Ш +15).
Возведем обе его части в квадрат. Получим

ад + Ьс + асі + ссі < ад + 2,/аЬссі + ссі,

откуда Ьс + асі < 2 ^/аІ')ссі и далее МТМІ < ^/аІ')ссі.
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Но это противоречит неравенству Коши, составлен-
ному для неотрицательных чисел Ьс и асі.

Значит, наше предположение неверно, т. е. для
любых неотрицательных значений а, 1), с, сі спра-
ведливо неравенство

4(а+с)(ь+а) 2 Ш + Ы.
П р и м е р 2. Доказать неравенство

соЅ (ос + В) соЅ (ос - В) < соЅ2 ос.

Р е ш е н и е. Предположим противное, т. е. пред-
положим, Что существуют такие ос и В, для которых
выполняется неравенство

соЅ (ос + В) соЅ (ос - В) > соЅ2 ос.

Воспользовавшись формулами

соЅ2В+соЅ2оссоЅ (ос + В) соЅ (Ос- В) =
2

(см. п. 131) и
СОЅ2 (Х = 1 + соЅ2ос

2

(см. п. 129), получим с°Ѕ2ВЁс°Ѕ2а >щ , от-

куда соЅ 26 > 1 . Так как на самом деле соЅ 26 < 1 при
любых значениях В, то мы получили противоречие.
Значит, наше предположение неверно, а потому спра-
ведливо неравенство соЅ (ос + В) соЅ (Ос - В) < соЅ2 Ос.

192*. Использование неравенств при решении
уравнений.

Пусть нужно решить уравнение Ґ(х) = 3'(х), и
пусть существует такое число А, которое является
одновременно наибольшим значением функции у =
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= Ґ(х) и наименьшим значением функции у = 3(х).
Тогда корнями уравнения Ґ(х) = 3'(х) являются об-
щие корни уравнений 1"(х) = А, 3'(х) = А, и только
они. Этот метод является Частным случаем функци-
онального метода решения уравнений (см. н. 159).

П р и м е р. Решить уравнение х2 + іг = 2 - (х - 1)4.
х

Р е щ е н и е. С одной стороны, х2 + іг 2 2 при
х

всех х і О (см. н. 189). С другой стороны, при всех
х выполняется неравенство 2 - (х - 1)4 < 2. Зна-
чит, корнями данного уравнения будут общие кор-

ни уравнений х2 + іг = 2 и 2 - (х - 1)4 = 2 (если,
х

конечно, такие общие корни есть; если их нет, то
уравнение не имеет корней).

Из уравнения х2 + іг = 2 находим х1 = 1, х2 = -1.
х

Из уравнения 2 - (х - 1)4 = 2 находим х = 1.
Общим корнем этих уравнений является значе-

ние х = 1, оно и является единственным корнем за-
ДаННОГО УраВНЄНИЯ .
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ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

ё 19. Числовые последовательности

193. Определение последовательности. Если каж-
дому натуральному числу поставлено в соответствие
определенное действительное число (числу 1 соответ-
ствует число а1, числу 2 _ число а2, числу З _ чис-
ло а3, ..., числу п _ число ап и т. д.), то говорят, что
задана числовая последовательность, и пишут а1, а2,
..., ап, или (ап). Числа а1, а2, а3, ..., ап, называ-
ют членами числовой последовательности: а1 _
первый член, а2 _ второй член, ..., ап _ п-й член
последовательности.

П р и м е р 1. 12, 22, 32, ..., п2, . Эта последо-
вательность построена таким образом: каждому на-
туральному числу соответствует его квадрат. Здесь
ап = п .

П р и м е р 2. Для любой бесконечной десятичной
дроби можно построить последовательность ее деся-
тичных приближений по недостатку или по избыт-
ку. Например, для числа е = 2,71828... последова-
тельность десятичных приближений по недостатку
имеет вид

2; 2,7; 2,71; 2,718; 2,7182; 2,71828;....

194. Способы задания последовательности.
Имеется три основных способа задания последова-
тельности.

1. Аналитический способ. Последовательность
задается формулой п-го члена. Например, форму-



ё 19. Числовые последовательности 303

., плои ап = _ задается последовательность а1, а2,п +1

из, ..., ап, ..., у которой

1 1 2 2 3 3а =_=-; а =_=-; а =_=-,...,11+ 2 22+1з 3з+14
1 2 3 п. . ост -,-,-,...,_,....т е последовательн ь 2 3 4 п+ 1

2. Рекуррентный способ. Любой член последова-
тельности начиная с некоторого выражается через
предшествующие члены. При этом способе задания
последовательности указывают ее первый член
(или несколько начальных членов) и формулу, по-
зволяющую определить любой член последователь-
ности по известным предшествующим членам.

Пример:а1=1,а2=1,ап+2=ап+ап+1.
Имеем

а3=а1+а2=1+1=2; а6=а4+а5=3+5=8;
а4=а2+а3=1+2=3; а7=а5+а6=5+8=13;
а5=а3+а4=2+3=5; а8=а6+а7=8+13=21....

В итоге получаем последовательность

1, 1, 2, З, 5, 8, 13, 21, 34, .
Каждый ее член, кроме первых двух, равен сумме
двух предшествующих ему членов.

3. Словесный способ. Задание последовательнос-
ти словесным описанием. Такова, например, после-
довательность десятичных приближений числа е по
недостатку (см. п. 193).

195. Возрастание и убывание последовательнос-
ти. Последовательность (ап) называют возрастаю-
щей, если каэкдый ее член меньше следующего за
ним, т. е. если ап < ап + 1 для любого п. Последова-
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тельность (ап) называют убывающей, если каждый
ее член больше следующего за ним, т. е. если ап >
> ап + 1 для любого п.

Рассмотрим примеры.

1) 1, 4, 9, 16, 25, ..., п2, _ возрастающая по-
следовательность.

2) 2, 5, 8, 11, 14, ..., Зп - 1, _ возрастающая
последовательность.

1 2 3 4 пЗ) ё, ё, Е, Б, ..., П, _ возрастающая по-

следовательность.
4) -1, -2, -З, -4, ..., -п, _ убывающая после-

довательность.

5) 1, 1 , 1 , 1 , ..., 1 , _ убывающая последова-
2 3 4 п

тельность.
6) -1, 2, -З, 4, -5, 6, ..., (-1)п - п, ..._ зта после-

довательность не является ни возрастающей, ни
убывающей.

'7) З, З, З, З, ..., З, ..._ это постоянная, или ста-
ционарная, ПОСЛЄДОВаТЄЛЬНОСТЬ.

196. Определение арифметической прогрессии.
Последовательность (ап), каждый член которой на-
чиная со второго равен предыдущему, сложенному с
одним и тем же числом сі, называют арифметиче-
ской прогрессией. Число сі _ разность прогрессии.
Таким образом, арифметическая прогрессия есть по-
следовательность, заданная рекуррентно (см. п. 194)
равенством

ап+1=ап+а.

Например, а5 = а4 + сі; а94 = а93 + сі и т. д.
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При сі > О арифМетическая прогрессия возраста-
ет, при сі < О убывает.

П р и М е р 1. Последовательность З, 5, '7, 9, 11,
13, _ арифМетическая прогрессия, у которой
а1 = З, сі = 2.

П р и М е р 2. Дано: а1 = -2, сі = 0,5. Этими усло-
вияМи задается арифМетическая прогрессия, у ко-
торой а2 = -2 + 0,5 = -1,5;

а3=а2+сі=-1,5+0,5=-1;
а4=аз+€і=_1+0,5=_0,5;

а5=а4+сі=-0,5+0,5=0;а6=а5+сі=0+0,5=0,5.
Получаем арифМетическую прогрессию

-2; -1,5; -1; -0,5; О; 0,5; .

П р и М е р З. Постоянная последовательность 2, 2,
2, 2, ..., 2, является арифМетической прогресси-
ей, у которой а1 = 2, сі = О.

Иногда рассМатривают не всю последователь-
ность, являющуюся арифМетической нрогрессией,
а лишь ее первые несколько членов. В этоМ случае
говорят о конечной арифметической прогрессии.

Для указания того, Что последовательность (ап)
является арифМетической нрогрессией, иногда ис-
пользуется обозначение

+а1, а2, из, ..., ап, О.. О

197. Свойства арифметической прогрессии.
1°. Формула п-го члена арифметической про-

грессии:

ап=а1+сі(п-1).
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2°. Формулы суммы первых п членов арифмети-
ческой прогрессии:

= аІ+оьп.Ѕп - п; (1)

2а1+а(п-1)
= 2 -пЅп (2)

Здесь Ѕ1 = а1, Ѕп = а1 + а2 + из + + ап.
З°. Характеристическое свойство арифметиче-

ской прогрессии. Последовательность является
арифметической прогрессией тогда и только тогда,
когда каждый ее член, кроме первого (и последнего
в случае конечной арифметической прогрессии), ра-
вен среднему арифметическому предыдущего и по-
следующего членов:

ап-1+ап 1ап: 2

П р и М е р 1. Спортсмен за первую минуту бега
пробежал 400 м, а в каждую следующую минуту
пробегал на 5 м меньше, чем в предыдущую. Какой
путь пробежал он за 1 ч?

Р е щ е н и е. За первую минуту бегун пробежал
400 м, за вторую _ 395 м, за третью _ 390 м и т. д.
Числа 400, 395, 390, образуют арифметическую
прогрессию, у которой а1 = 400, сі = -5. Путь
за 1 ч, т. е. за 60 мин, равен сумме первых 60 чле-
нов прогрессии. Применив формулу (2), получим

ЅбгТвмщ -60=15150.

Итак, за 1 ч бегун пробежит 15 км 150 м.
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П р и М е р 2. При делении 13-го члена арифмети-
ческой прогрессии на ее 3-й член в частном получа-
ется 3, а при делении 18-го члена на '7-й член в част-
ном получается 2 и в остатке 8. Найти 20-й член
прогрессии.

Р е ш е н и е. Из условия следует, что а13 = Заз,

а а18 = 2а7 + 8 (см. п. 3). По формуле п-го члена имеем
03:01 +24, а13=а1+ 124, 617: 611 + ба, 6118 = 611 +

+ 17сі. В итоге приходим к системе двух уравнений
с двумя переменными а1 и сі:

а1 + 124 = 3(а1 + 24),
{а1 + 1701 = 2(а1 + 601) + 8.

Решая эту систему, получаем

{а1 = Зоі,
а1 = 501 - 8,

откуда сі = 4, а1 = 12. Зная а1 и сі, нетрудно найти
(120:

а20=а1+ 1эа= 12+19~4=88.

198. Определение геометрической прогрессии.
Последовательность (дп), первый член которой от-
личен от нуля и каждый член начиная со второго
равен предыдущему, умноженному на одно и то же
отличное от нуля число 9, называют геометриче-
ской прогрессией. Число 9 _ знаменатель прогрес-
сии. Таким образом, геометрическая прогрессия
есть последовательность, заданная рекуррентно
(см. п. 193) равенством

ьп + 1 = ьпЧ,

ГДЄ ь1 ?'-' О, Ч ?'-' О. НаПрИМЄр, ь? = ьбЧ, ь54 = ьбЗЧ.
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П р и М е р 1. Последовательность 1, 2, 4, 8, 16,
32, _ это геоМетрическая прогрессия, у которой
121 = 1, 9 = 2.

П р и М е р 2. Последовательность 100, 30, 9, ї-Ѕ ,

Ё, % , _ это геоМетрическая прогрессия, у

которой 191 = 100, 9 = 1%.

П р и М е р 3. Дано: 191 = 2, 9 = -З. ЭтиМи усло-
вияМи задается геоМетрическая прогрессия, у кото-
РОЙ І92 = І919 = 2 ' (-3) = _6; І93 = 1929 = (-6) ° (-3) =
= 18; Ь4 = Ьза = 18 - (-3) = -54; Ьб = Ь4а= (-54) - (-3) =
= 162, . ПолучаеМ геоМетрическую прогрессию

2, -6, 18, -54, 162, .

П р и М е р 4. Постоянная последовательность 2, 2,
2, 2, ..., 2, является геоМетрической прогрессией,
у которой 191 = 2, 9 = 1.

Иногда рассМатривают не всю последователь-
ность, являющуюся геоМетрической прогрессией, а
лишь ее первые несколько членов. В зтоМ случае го-
ворят о конечной геометрической прогрессии.

Для указания того, Что последовательность (дп)
является геоМетрической прогрессией, иногда ис-
пользуется обозначение

.-: 111, 112, ьп, .
199. Свойства геометрической прогрессии.
1°. Формула п-го члена геометрической прогрессии:

п-1
ьп = ЪІЧ
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2°. Формулы суммы первых п членов геометри-
ческой прогрессйй:

ЬЧ-ЪІ
Ѕп=_':1_1 ;

Ь "_1Ѕп: 1(Ч )
(_1-1

Здесь Ѕ1 = 121, Ѕп = 191 + 192 + 193 + + Ьп, 9 че 1; если
Ч = 1, ТО Ѕп = пь1.

3°. Характеристическое свойство геометриче-
ской прогрессйй. Последовательность является гео-
метрической прогрессией тогда и только тогда, когда
каждый ее член, кроме первого (и последнего в слу-
чае конечной геометрической прогрессии), связан с
предыдущим и последующим членами формулой

2
І,п =ьп-1°ьп+1°

П р и м е р 1. Найти 8-й член геометрической
прогрессии, у которой 191 = З, дп = 96, Ѕп = 189.

Р е ш е н и е. Так как дп = 1919" _ 1 (свойство 1°),
то получаем 96 = 39" _ 1, 9" _ 1 = 32 или 9" = 329.

в в о І71(Чп _ 1)С другои стороны, по своиотву 2 , Ѕп = а_І ,

откуда находим

189:Ш, ИЛИ Ш =63_ (1)
9-1 9-1

Но 9" = 329 (см. выше). Подставив это выражение в
равенство (1), получим

% =6з,329-1=639-63,9=2.
Зная 191 и 9, найдем 198:

118 = ь197= з - 27= 384.
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П р и м е р 2. Три числа образуют конечную гео-
метрическую прогрессию. Если второе число увели-
чить на 2, то Новая тройка чисел будет представлять
собой конечную арифметическую прогрессию. Если
третье число этой новой тройки увеличить на 9, то
снова получится геометрическая прогрессия. Най-
ти первую тройку чисел.

Р е Ш е н и е. Обозначим искомь1е три числа 61,

62, 63.
Используя обозначения + для арифметической

прогрессии и ї_' для геометрической прогрессии,
запишем условие следующим образом:

1) І_- 61, 62, 63.
2) + 61, 62 + 2, 63.
З)% 61, 62+2, 63+9.

Воспользовавшись характеристическими свойст-
вами арифметической (свойство 3°, п. 197) и геомет-
рической (свойство З°, п. 199) прогрессий, получим
соответственно:

6 6

= ь1(ь3 + 9).

Так как 62 = 619, а 63 = 6192, то:
61 + 6192

2

= 61(6192 + 9). Первое условие как тождественное ра-

2
1) І91 92 = І9119192;2)191Ч + 2 = ;З) (619 + 2)2 =

венство можно опустить. МЫ приходим к системе
двух уравнений с двумя переменными 61 и 9:

шт + 2) = Ь1 + Ь1а2,
Ма + 2)2 = Ь1<Ь1а2 + 9).



ё 19. Числовые последовательности 311

Имеем далее

{д1(1+ Ч2 _ 29) = 4,
ь1(9 - 49) = 4.

Выразим Ь1 через 9 из второго уравнения систе-

мы Ь1 = . Подставим это выражение вместо Ь1і
9-49

2 _
в первое уравнение системы, получим ІЪЧ_42Ч = 1,

_ Ч
откуда находим 91 = 2, 92 = -4.

Следовательно, Ь1 = 4 при 9 = 2 и Ь1 = 24_5 при

Ч=-4
Значит, условию задачи удовлетворяют две трой-

ки чисел:

1) 4, 8, 16 (при Ь1 = 4, Ч = 2);

4 16 4 4_,-_, _ (приЬ1= _,9=-4).
25 25 25 25

200. Понятие о пределе последовательности.
Число Ь называют пределом последовательности
(ап), если, какое бы положительное число ни взять
(это число обычно обозначают е _ греческая буква
«зпсилон»), найдется номер Ы, начиная с которого
(т. е. при п 2 Ы) выполняется неравенство

|ап-Ь| <е.

Пишут Ііш ап = Ь, или ап _> Ь. Говорят, что по-
п -› ОО

следовательность (ап) сходится к Ь.
Геометрический смысл предела последователь-

ности заключается в следующем. Если Ь _ предел
последовательности (ап), то, какую бы окрестность
точки Ь ни выбрать, вся последовательность начи-
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ная с некоторого номера Ы будет изображаться точ-
ками, принадлежащими этой окрестности; окрест-
ность точки І) _ это интервал с центром в точке І)
(рис. 1.138).

7/////////////////////////// г
Ь-є Ь Ь+є

Рис. 1.138

Примеры.
1 1 1 11) 1 - , . Чем больше номер члена, 2, ё, Е, "ч Б

ПОСЛЄДОВаТЄЛЬНОСТИ, ТЄМ МЄНЬШЄ ЭТОТ ЧЛЄН ОТЛИЧа-

ется от числа О. Эта последовательность сходится,

предел ее равен О, т. е. 11111 1 = .
п_›ООп

1 2 3 4 п и
2 _, _, _, _, 000, _, о.. о Ч е ЬІ этоИ Пос е 0-)2 з 4 5 п+1 ЛН Лд

вательности по мере увеличения номера все меньше
и меньше отличаются от числа 1. Эта последова-

тельность сходится, причем 11111 і = 1.
п-›ОО “+1

В самом деле п, п + 1
найдется номер Ы такой, что для всех п 2 Ы выполняется

1-1|=_ .Какоебь18>0нивзять,
п+1

1 _,неравенство 1 < а. Чтобы наити такое Ы, достаточно
п +

решить неравенство < 8 и взять в качестве Ы любое

натуральное число, удовлетворяющее этому неравенству.

) 1 1 1 і , . Эта последовательностьё, ў, фан-э Зп

- 1сходится, ее предел равен О, т. е. 11111 _п = О.
п-›ОО
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4) 2, О, З, 2, О, З, 2, О, З, о.. о Эта Последователь-

ность Не сходится, Не имеет предела.
5) Постоянная последовательность а, а, а,

а,... сходится к пределу а, т. е. 11111 а = а.
п-›ОО

201. Вычисление пределов последовательнос-
тей. Для вычисления пределов последовательнос-
тей используются такие утверждения.

11) Последовательность - сходится к Числу О

(см. пример 1) из п. 200):

11111 1 = О.
п_›оооон

2) Последовательность Ч", где ІЧІ < 1, сходится к

Числу О (см. пример З) из п. 200, где Ч = Ё) :

11111 9” = О, если |9| < 1.
п-›ОО

З) 11111 а = а (см. пример 5) из п. 200.
п-›ОО

Теорема 1. Если 11111 ап = а, а 11111 Ьп = І), то:
п_›ОО п-›ОО

а) 11111(ап ± дп) = а ± І);
п-›ОО

б) 11111 апЬп=аЬ;
п-›ОО

а
веслиЬіО, то 1 Щ=Ё.

) оодп 1)

Пример 1.Вь1числить 11111 іг.
п-›о<›п
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Решение.Таккакі =1 '1,а1 ->0,то
112 12 12 12

1 _ - 1 _
__›0.0_00Итак, 11111 __00

122 п-›<><›122

1Аналогично устанавливается, Что _Іг _> О для
12

любого натурального 12.
2

Пример 2. ВЬІЧИсЛить 11111 Щ
12-›00 2122-12_1

Р е ш е н И е. Разделим почленно числитель и
знаменатель данной дроби на наивысшую (из

имеющихся) степень переменной 12, т. е. на 122. По-
лучим

2 2 1 1'2-2+ї2+-2 1+Е+2-_2
. . 1211111 п п п =11111 _

п_›оо 2122 12 1 12_>00 2_1_і
122 122 122 п 112

. 1 .
Воспользовавшись тем, что 11111 - = О, 11111 і = О,

п _› ОО п п -› ОО 11,2

11111 а = а, и теоремой об арифметических операци-
п-›ОО

ях над пределами, получим

- 2 2 1+0+2~011111 п +п+ =

п_›оо2п2-п-1 2_0_0
12.

202. Сумма бесконечной геометрической прогрес-
сии при |с1| < 1. Пусть 111, 112, 113, ..., дп, _ беско-
нечная геометрическая прогрессия, у которой ІЧІ <
< 1. Рассмотрим сумму первых ее 12 членов: Ѕп = 111 +
+ 112 + + дп. Имеем (см. п. 199):

= то” - 1›_Ѕп Ч_]-
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Вычислим Ііш Ѕп:
п-›ОО

. . д(9”-1) . 12111шЅ =11ш 1 =11ш_ п-1=

І71 І,1=_ -1 =_.
Ч-1(0 ) 1-2

Итак, для бесконечной геометрической прогрес-

сии, у которой ІЧІ < 1, существует Ііш Ѕп . Этот пре-
п -› ОО

дел называют суммой бесконечной геометрической
прогрессии и обозначают Ѕ:

П р и м е р. Сумма бесконечной геометрической
прогрессии при ІЧІ < 1 равна 9, а сумма квадратов ее
членов равна 40,5. Найти сумму первых Шести чле-
нов прогрессии.

Р е ш е н и е. Обозначим заданную прогрессию
так:

" 111, 112, ьз, ьп, ....
Ь

По условию, ее сумма равна 9, т. е. 1_1 = 9.

2 2 2
Рассмотрим последовательность 191 , 192, 193 , ...,

2
п, о.. оІ) Каждый ее член получается из предыдуще-

го умножением на 92, т. е. это геометрическая про-
грессия В1, В2 ВЗ, ..., Вп, ..., у которой первый член

2 2
авен І) , т. е. В = І) , а знаменатель Є авен 2,1 1 1

т. е. Є = 92. Так как |92| < 1, т. е. 62| < 1, сумма новой
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В
10 . По условию, эта сумма рав-прогрессии равна 1

на 40,5.
Значит, в итоге приходим к системе двух уравне-

ний с двумя переменными

Выразим 191 из первого уравнения: 191 = 9(1 - 9).
Подставив результат во второе уравнение, получим

Ё _ 22
81 1 Ч = 8_1, откуда

1-9 2
1-9: 1 =

1+9 2, Ч СЮ
ІН

Тогда 121 = 9 (1 - 9) = 9 (1 - Ё) = 6. Теперь можно
найти сумму первых шести Членов прогрессии:

6

Ѕб: шуб-1) = (ЗКЁ) _1) =880
9-1 1_ 8_13 1

ё 20. Предел функции

203. Предел функции у = ї(х) при х _> 00. Гори-
зонтальная асимптота. Число І) называют преде-
лом функции у = ї(х) при стремлении х к +00,
если, какое бы Число 8 > О ни взять, найдется Число
М > 0 такое, Что для всех х > М выполняется нера-
венство | Ґ(х) - Ь| < е. Пишут Ііш 1"(х) = І).

х -› +00
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Геометрически это означает, Что график функ-
ции у = Ґ(х) при выборе достаточно больших значе-
ний х безгранично приближается к прямой у = Ь
(рис. 1.139), т. е. расстояние от точки графика до
прямой у = Ь по мере удаления абсциссы х от нача-
ла координат Может быть сделано Меньше любого
числа е > О. Прямую у = Ь называют в этом случае
горизонтальной асимптотой графика функции
у = І"(х) (ПРИ х _> +00)-

ЗС

Возьмем для примера функцию у = (Ё) . Для этой

функции Имеем дв) = 3%; то) = ; і(100)=
1_0124

1_-2_100 ; (1000)_- 1_2000..Замечаем, Что Чем больше

выбирается значение аргумента, тем меньше отли-
чается от нуля значение функции, причем это отли-
чие можно сделать меньше любого наперед заданно-

о 1 хго положительного числа Є. Значит, 11111 (- = О.
х -› +00 2

Это подтверждается и геометрически: прямая у = О
является горизонтальной асимптотой графика

ЗС

функции у = (Ё) (рис. 1.140).

Прямая у = Ь может быть горизонтальной асимпто-
той графика функции у = 1"(х) и при выборе достаточ-
но больших по модулю, но отрицательных значений

'ІІЦ уд

у=Ь

2 х
/т 1%

/о Ё -10

Рис. 1.139 Рис. 1.140
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аргумента (рис. 1.141). Тогда говорят, Что Число Ь яв-
ляется пределом функции у = 1"(х) при стремлении х
к -0<>, и пишут 11111 1"(х) = Ь. Например,

х_›_ОО

11111 (3 + 236) = З (рис. 1.142).
х_›_ОО

ум ул

Ь
4А = 3 + 2”С

_/

3

\ О ЁС >

\у = их) О 1 х
Рис. 1.141 Рис. 1.142

Наконец, прямая у = Ь может быть горизонталь-
ной асимптотой графика функции у = Ґ(х) и при
х -> +00, и при х _> -0<>. Так, прямая у = 1 - гори-

2
зонтальная асимптота графика функции у = 1 2

+ х
(рис. 1.143). В этом случае говорят, что число Ь яв-
ляется пределом функции у = Ґ(х) при стремлении
х к ОФ, и пишут 11111 1"(х) = Ь. Так, верны равенства

х _› ОО

. 362 . 111111 =1, 11111 - =0.
х_›оо]_+х2 х_›оох

*Е

0

Рис. 1.143



ё 20. Предел функции 319

Число Ь называют пределом функции у = ї(х) при
стремлении х к -00, если, какое бы число е > 0 ни
взять, Найдется число М > 0 такое, что для всех х < -М
выполняется неравенство | ї(х) - Ь | < е.

Число Ь называют пределом функции у = 7"(х) при
стремлении х к 00, если, какое бы число е > 0 ни взять,
Найдется число М > 0 такое, что для всех х таких, что
|х| > М, выполняется неравенство | ї(х) - Ь | < е.

Зная предел функции при х _> 00, Можно постро-
ить горизонтальную асиМптоту графика (если пре-
дел равен Ь, то у = Ь _ горизонтальная асиМптота);
обратно: если известна горизонтальная асиМптота
графика функции, Можно сделать вывод о ее преде-
ле при х _> 0<> (если у = Ь - горизонтальная асимп-
тота, то Ііш ї(х) = Ь).

х_›оо

204. Вычисление пределов функций при х _> 00.
Для вычисления пределов функций при х -> 00 ис-
пользуют теоремы об арифметических операциях
над пределами.

Теорема 2. Если Ііш 1"(х)= а, Ііш 3'(х)= Ь, то
х-›ООх_›ОО

Ііш (1"(х) + 3'(х)) = а + Ь (теорема о пределе суммы).
х -› ОО

Теорема З. Если Ііш Ґ(х)_- а, х11111ФФ_,<,2`(.9С) - Ь, то
х_›ОО

Ііш ї(х)3'(х) = аЬ (теорема о пределе произве-
х_›ОО

дения).

Теорема 4. Если Ііш ї(х)-_ а, то х1111г1оф/аг]°(х)=
х _› ОО

Іш (теорема о вынесении постоянного множителя
за знак предела).
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Теорема 5. Если 11111 ї(х)_- а, х11111о053'(=эс) Ьи
х _› ОО

І) гг О, то 11111 ш= -а(теорема о пределе част-
х _› со 3(х ) Ь

ного).
з _ 2

П р И М е р 1. Вычислить 11111 Зх 236 +х+3 .
х _> 00 хз + 4

Р е ш е н и е. Разделив числитель и знаменатель но-
2 1 33 - - + _ + _

3 - х х2 :›с3членно на х , получим 11111 и далее
х _› ОО 4

1 + _3
х

Ііш х х х х х х
х_› со 1 1 11 + 4 ..... _

х х х
- 1Так как 11111 - = О (см. н. 203), то, воспользовавшись

хх_›ОО

3-2-0+0-0+3-0~0~02-, =теоремами 5 ноЛУЧИМ 1+4.0.0.0
3. Итак,

Ііш 3х3-2х2+х+3 =3
х_>00 х3+4

П р и м е р 2. Найти горизонтальную асимнтоту гра-
фика функции у = І`/:›с + 2 - ^/:Тс нри х -› +00.

Р е ш е н и е. Чтобы найти горизонтальную асимнтоту,
надо вычислить нредел функции нри х _> +00. Имеем

11111 (,/х+ -Лс)= 11111 МХМ-ЛМХШЫЕ):
х_›+00 х_>+00 ,/х+22+,`/3_с

= Ііш ("'х+2)2_(^/3_с)2=11ш =0
х_>+°° ^/эс+2+,\/э_с х_>+°°^/_х+2+,\/_

Значит, у = О _ горизонтальная асимнтота графика
функцииу = ^/х+ - Л.
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205. Предел функции при х -> а. Непрерывные
функции. Рассмотрим функции у = 1"(х), у = 3'(х) и
у = Ь(х), графики которых изображены на рисун-
ках 1.144-1.146. Это разные функции, они отлича-
ются своим поведением в точке х = а. Если же х г: а,
то 1"(х) = 3(х) = Ь(х). Во всех трех случаях замеча-
ем, что чем ближе х к а, тем меньше отличается
значение функции Ґ(х), или 3(х), или Ь(х) от числа
Ь _ это отличие характеризуется выражением со-
ответственно |1°(х) - Ь 3(х) - Ь |, | Ь(х) - Ь . Для
любой из рассматриваемых функций говорят, что
предел функции при стремлении х к а равен Ь;
пишут соответственно: Ііш Ґ(х) = Ь, Ііш 3'(х) = Ь,

х _) а х _) а

Ііш Ь(х) = Ь.
х _) а

Подчеркнем еще раз, что значение функции в са-
мой точке а (и даже сам факт существования или
несуществования этого значения) не принимается
во внимание.

9

Определение формулируется так: число Ь называют
пределом функции у = ї(х) при стремлении х к а, если,
какое бы число Є > 0 ни взять, для всех достаточно близких
к а значений х, т. е. для всех х из некоторой окрестности
точки а, исключая, быть может, саму эту точку, будет вы-
полняться неравенство | ї(х) - Ь | < 8.

у А у = дх) у м у = 300 у д у = Их)

Ща) _
Ь Ь- ь-

о а 32 о 21 Ё о а Ё

а) б) в)
Рис. 1.144 Рис. 1.145 Рис. 1.146
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Вернемся еще раз к рисунку 1.144. Замечаем,
что для функции у = 1"(х), график которой изобра-
жен на рисунке 1.144, выполняется равенство Ь =
= да), т, е. Ііш 1"(х) = Ка). Если Ііш 1"(х) = На), ТО

функцию у = 1"(х) называют непрерывной в точке а.
Если функция непрерывна в каждой точке интерва-
ла (а; Ь), то ее называют непрерывной на этом ин-
тервале. Если функция непрерывна на интервале
(а; Ь), определена в точках а и Ь и при стремлении
точки х интервала (а; Ь) к точкам а и Ь значения
функции у = Ґ(х) стремятся соответственно к значе-
ниям 1"(а), 1"(Ь), то функцию у = 1"(х) называют непре-
рывной на отрезке [а,° Ь].

206. Вертикальная асимптота.
График функции у = 1”(х), изобра-
женный на рисунке 1.147, обла-
дает следующей особенностью:
какое бы число р > О ни взять,
можно указать такую окрест-
ность точки а, что для любого х
из зтой окрестности (х гг а) соот-
ветствующая ордината графика
по модулю будет больше р, т. е.

|1°(х)| > р. Говорят, что прямая х = а является верти-
кальной асимптотой графика функции у = 1"(х), и

уд

у
ё

Лас
)

Ф Э ап

Рис. 1.147

пишут Ііш 1"(х) = 00.
х _) а

Например, график функции у = 316 имеет верти-

кальную асимптоту х = О и горизонтальную асимп-
тоту у = О (рис. 1.148); график функции у = 1031 х

2
имеет вертикальную асимптоту х = О (рис. 1.149);
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ум ум

2 ___ у =.%
1

-1 а и
0 1 2 х о 1 2 Ё

1 -1

у = 105313Сё
Рис. 1.148 Рис. 1.149

график функции у = 1:3 х имеет вертикальные асимн-

тотых= 7-13,х=-7-І, х = 313, х =-3_п ит.д.
2 2 2 2

Если 1”(х) = [йа и в точке а функции у = р(х),

у = Ч(х) ненрерывны, причем р(а) гг О, Ч(а) = О, то
х = а _ вертикальная асимнтота графика функции

у = ї(х)-
Например, график функции у = имеет две

х2-9
вертикальные асимнтоты: х = З и х = -З (рис.
1.150) _ при указанных значениях х знаменатель
х2 - 9 обращается в нуль.

ум

ап-3

Рис. 1.150
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207. Вычисление пределов функций при х _> а.
Для вычисления пределов функций в точке основ-
ными являются следующие факты.

1) Любая элементарная функция, т. е. функция,
заданная аналитически рациональным (см. п. 48),
иррациональным (см. п. 48), трансцендентным (см.
п. 118) выражением или выражением, составлен-
ным из перечисленных с помощью конечного числа
арифметических операций, непрерывна в любой
внутренней точке области определения функции
(т. е. в любой точке, принадлежащей области опре-
деления функции вместе с некоторой своей окрест-
ностью); если х = а - внутренняя точка области оп-
ределения сложной функции у = ї(3'(х)), то и слож-
ная функция у = 1"(3'(х)) непрерывна в точке а.

2) Если функция у = 1"(х) непрерывна в точке х = а,
то

11111 ї(х) = да)-
х _) а

2
П р и м е р 1. Вычислить Ііш ш .

Р е ш е н и е. Точка х = 4 _ внутренняя точка
области определения функции у = Ґ(х), где 1"(х) =

= А/:7с+:›с22 + 1 ; значит, функция непрерывна в этой точ-
х

2
ке. Имеем Ґ(4) = % = 2. Значит,

2ш^/э_с+х=

П р и м е р 2. Вычислить Ііш Щ .
х-›л: с052х+139х
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Р е щ е Н и е. Функция у = 1"(х), где 1"(х)

Ѕіпх=_ определена, а значит, непрерывна в
сое2х+139х

точке х = л, поэтому

11шщ=<л_$їі=і_
_› 2 1; 2 1; 1+0х л: соЅ х+ ах соЅ л+ 311:

- х2+9П р и М е р З. Вычислить 11111 _.
х*3х2-5х+6

Р е щ е н и е. Функция у = 1"(х), где 1"(х)

х2+9-_, не определена в точке х = З, так как в2х - бх + 6

этой точке знаменатель дроби обращается в нуль.
Но числитель х2 + 9 отличен от нуля в точке х = З,

2
поэтому 11111 х +9_ = 00 (см. п. 206); прямая

х*3х2-5х+6

х = З является вертикальной асимптотой графика

х2+9нкции =_.
фу у х2 - бх + 6

П р и м е р 4. Вычислить 11111Щ .
х -› 3 х2 - бх + 6

Р е щ е н и е. Здесь в отличие от предыдущего
примера и числитель, и знаменатель обращаются в О
при х = 3. В подобных случаях для вычисления пре-
дела необходимы тоэкдественные преобразования
выраэкения, задающего функцию.

х2-9 =(:›с-$З)(эс+3)
х2-5х+6 (х_3)(х-2)

х _> З значение функции в самой точке х = З не при-

Имеем . Поскольку при
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нимается во внимание (см. п. 205), дробь Можно со-

кратить на х - З, получим зі: . Итак,

х2-9 Ііш (х-3)(х+3) = 8 + СЮ11111 _= 11111 =
х-›3х2-5х+6 х-›3(х_3)(х_2) х-›3х-2

3+3=_=6.
3-2

- 2Пример 5. Вычислить 11111 Д.
дсп-2 І`/'7-х-3

Р е ш е н и е. При х = -2 и числитель, и знамена-
тель обращаются в нуль. Выполним следующие
преобразования заданного выражения:

х+2 = (х+2)(^/7-х+3) =
^/'7-х-3 (^/7-х-3)(^/7-х+3)

=(х+2)(,`/'7-х+3)=(х+2)(^/'7-х+3)=_ /_7_ +3
(А/7_х)2_32 -(х+2) ( х )°

Итак,

- х+2 = - _ _ _ =,12112 _гз 21:11; И х 3)
=-(т+з)=-6.

ё 21. Производная и ее применения

208. Приращение аргумента. Приращение функ-
ции. Пусть функция у = 1"(х) определена в точках х
и х1. Разность х1 - х называют приращением аргу-
мента, а разность 1"(х1) - Ґ(х) _ приращением
функции при переходе от значения аргумента х к
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значению аргумента х1. Приращение аргумента
обозначают Ах; значит, Ах = х1 - х, т. е. х1 = х + Ах.

Приращение функции обозначают Аї или Ау:

Аї= І"(х1)_ І"(х) = І°(х + Ах) _ Юг)-
П р и М е р 1. Найти приращение функции у = х

при переходе от значения аргумента х к значению
х1 = х + Ах.

Р е ш е н и е. Имеем 1"(х) = хз, 1"(х + Ах) = (х + Ах)3.
Значит,

3

М = их +Аа - на = (х +МЗ _ хз =
= хз + 3х2 - Ах + зх (Ахў + (Аддз _ хз =

= Зх2 Ах + Зх (Ах)2 + (Ах)3_

Итак, Аї = (Зх2 + Зх - Ах + (Ах)2) Ах. По этой
формуле можно вычислять значение АҐ для любых
заданных х и Ах. Например, при х = 2, Ах = 0,1
имеем

Аі=і(2,1)-і(2)=(з-22+з-2-0,1+0,12)-0,1=1,261;
при х = 1, Ах = -0,2 получаем

Аі= дов) - і(1)= (з - 12 + з-1-(-0,2)+
+ (-0,2)2) - (-0,2) = -0,488.

П р и м е р 2. Доказать, что для линейной функ-

ции у = Ігх + І) справедливо равенство Іг = % .
х

Решение.Имеем1°(х)=Ігх+д,]°(х+Ах)=
=Іг(х+Ах)+І).
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Значит, Ау = 1"(х + Ах) - Ґ(х) = (Іг(х + Ах) + 1)) -

- (Ігх + 1)) = ІгАх, откуда получаем й = Іе, что и тре-

бовалось доказать.
Геометрический смысл доказанного равенства

проиллюстрирован на рисунке 1.151: из тре-

угольника АМВ получаем % = 1:3 ос = Іг.
х

Е¦/у=Ігх+Ь

Ау
А

Рис. 1.151

209. Определение производной. Пусть функция
у = Ґ(х) определена в точке х и в некоторой окрест-
ности этой точки. Пусть Ах _ приращение аргу-
мента, причем такое, что точка х + Ах принадлежит
указанной окрестности точки х, а Аї _ соответст-
вующее приращение функции, т. е.

Аї=ї(х+Ах)_І°(х)-
Если существует предел отношения приращения

функции Аї к приращению аргумента Ах при усло-
вии, что Ах -> О, то этот предел называют значением
производной функции у = 1"(х) в точке х и обозна-
чают ї'(х) или у', а функцию у = 1"(х) называют диф-
ференцируемой в точке х.
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Итак,

І = І: . Аі: . лиш-т.
ї(х) у АВЁО Ах АЪСІЁО Ах ,

ї'(х) _ это Новая функция, определенная во всех та-
ких точках х, в которых существует указанный вы-
ше предел; эту функцию называют производной
функции у = Юг)-

П р и м е р 1. Найти ї'(2), если 1"(х) = х2.
Р е ш е н и е.

і(2) = 22 = 4, і(2 + Ах) = (2 + Ах)2,

Аі = і(2 + Ах) - і(2) = (2 + Ах)2 - 4 = 4Ах + (Ахў.

2
тоГдаА_]с =Ш =4+Ах,а1і_ш А_]с =

Ах Ах Ах_›0 Ах

= Ііш (4+Ах)=4.
Ах_>0

Значит, І”(2) = 4.
Опираясь на определение, Можно рекомендовать сле-

дующийплан отыскания производной

фУНкцИИ у = 1"(х)=
1) фиксируем значение х, находим 1"(х);
2) даем аргументу х приращение Ах, находим

ї(х + Ах);
З) вычисляем приращение функции Аї = 1"(х +

+ Ах) - ї(х);
А!"4) составляем отношение А_ ;х

А!"5) находим предел отношения А_ при Ах _> О.
х
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П р и М е р 2. Найти производную функции у = хз.
Р е ш е н и е:

1) их) = хз;
2) ї(х + Ах) = (х + Ах)3;
з) м = их + Ах) - их) = (х + МЗ - хз = (3362 +_|_ Зх . Ах -|- (Ах)2)Ах (сМ. п. 208);

4) 277: = Зх2 + Зх ° Ах + (Ах)2;

5) Ііш А_7с = Ііш (3х2+3х°Ах+(Ах)2)=Зх2+
Ах-›0Ах Ах-›о

+зх-о+о2=зх2.
Итак, (х3)' = 3х2.

210. Формулы дифференцирования. Таблица
производных. Операцию отыскания производной
называют дифференцированием. В п. 209 получена
одна из формул дифференцирования: (х3)' = Зхг. По
такому же плану Можно вывести остальные форму-
лы, которые приведены ниже.

1. (С)' = О. 10. (1:3 х)' = 2 .
2. (Ігх + Ь)' = Іг. ЄОЅ х
З.(х")'=гх"_1. 11-(0138 х)'=- _12 .

Ѕш х
4. ех ' = ех.

( ) 12. (агсЅіп х)' = 1
5. (ах)'=ах 111 а. 1 _х2

6. (1п х)' = 1 . 13. (агссоЅ х)' = - 1
х 1 -х2

І = 1 , _ 17- (10861 х) хІпа - 14. (агсізё х) - 1 + хг .

8. (Ѕіп х)' = соЅ х. 115. агссіз х ' = - .
9. (соЅ х)' = -Ѕіп х. ( 8 ) 1 + х2
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Например, (2х - З)' = 2 (формула 2); (х10)' = 10х9,

(іг), = (НУ = -2х_3, ету = (хЁ) = Ёх 2 (фор-
х

мула З);

(536)-_ 5х1т1 5 (формула 4); (13 х)= _(фОр-
мула 7).

211. Дифференцирование суммы, произведе-
ния, частного. Если функции и и и дифференциру-
емы в точке х, то:

1°. Их сумма дифференцируема в точке х и

(и+и)'=и'+и'
(теорема о дифференцировании суммы).

2°. Функция Си, где С _ постоянная, дифферен-
цируема в точке х и

(Си)' = Си'
(теорема о вынесении постоянного множителя за
знак производной).

3°. Произведение функций и и и дифференциру-
емо в точке х и

(ии)' = и'и + ии'

(теорема о дифференцировании произведения).

4°. Частное функций и и и дифференцируемо в
точке х и

(Е) =ии-ш›
1) '02

(теорема о дифференцировании частного; здесь
и(х) гг 0).
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П р и М е р 1. Найти производную функции

СОЅХ _|_ 5.у=2щпх-

Р е ш е н и е. Воспользовавшись теоремами 1о и
2°, получим

(2 Ѕіп х - (30:36 +5)'= (2 Ѕіп х)' + (-Ё соЅ х), + 5' =

= 2 (Ѕіп х)' -Ё (соЅ х)' + 5'.

Осталось применить соответствующие формулы диф-
ференцирования (см. п. 210). ПолуЧим

2соЅх-Ё (-Ѕіпх)+0=2соЅх+% Ѕіпх.

Итак, (25111 х - (30:36 + 5) = 2 соЅ х + ЅІЁх .

2
П р и м е р 2. Найти (х5 ІоЄЗхУ.
Р е ш е н и е. Воспользовавшись теоремой о

дифференцировании произведения, получим

2 , 3
(х5 ІоЄЗхУ = (всё) 1033 х + х5 (1033 х)'.

Осталось применить соответствующие формулы диф-
з

ференцирования (см. п. 210). ПолуЧим Ё х 5 Іоёзх +
2
Б . 1х хшз'

а _ё -Ё
Итак, (хб Іоёзх) = Ё х 5 1033х+ х_ =ш.

5 1113 513731113
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236

х2+1

Р е ш е н и е. Сначала Найдем ї'(х). Воспользовав-
шись теоремой о дифференцировании частного, по-
лучим

П р и М е р 3. Вычислить ї'(0), если Ґ(х) =

1 = (2дс)'(эс2 + 1)- 2х(х2 + 1)' =
,с (х) (х2+ 1)2

= 2361112 - (х2+ 1)- 2х - 2х
(х2+ 1)2 О

Теперь вычислим ї'(0):

, _201п2-(02+1)_20-2-0_
О _ _1 20Н) (02+1)2 И

212*. Сложная функция и ее дифференцирова-
ние. Рассмотрим функцию у = Ѕіп х2. Чтобы найти
значение этой функции в фиксированной точке х,
нужно:

1) вычислить х2;
2) найти значение синуса от полученного значе-

ния х2. Иными словами, сначала надо найти значе-

ние 3'(х) = х2, а потом найти Ѕіп 5,1(х). В подобных
случаях говорят, что задана сложная функция у =
= 1"(3'(х)). В нашем примере и = 3'(х) = х2, а у = 1"(и) =
= Ѕіп и. Рассмотрим еще два примера.

П р и м е р 1. Составить сложную функцию у =

= ї(в'(х)), если вы) = 1п х, ди) = Ла.
Решение.у=і(8~(х))= ^/г<,›~(х = Ш.
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П р и м е р 2. Из каких функций составлена
сложная функция у = 1:35 (2х + 1)?

Р е ш е н и е. Эта функция _ композиция со-

ставляющих: 3'(х) = 2х + 1, Щи) = 1:3 и, 1"(2) = 25.

в самом деле, ким» = шт»5 = (и: (гот)5 =
= щ; (ах + 1))5 = ъдб (ах + 1).

Пусть у = 1”(3'(х)) _ сложная функция, причем
функция и =3`(х) дифференцируема в точке х, а
функция у = Ки) дифференцируема в соответствую-
щей точке и. Тогда функция у = 1"(3'(х)) дифференци-
руема в точке х, причем

у' = і'(г(х)) - е'ос).
Запись ї'(3'(х)) означает, что производная вычис-

ляется по формуле для Ґ'(х), но вместо х подставля-
ется 3'(х).
п р И м е р з. найти ((зх + 5)4)'.
Р е ш е н и е. Здесь 8*(х) = Зх + 5, 1"(и) = и4, ї(8`(х)) =

= (зх + 5)4. значит, у' = і'(,<,›~(х)) - аих) = 4 (зх + 5)3 ×
×(зх+5)'=4(зх+5)3-з= 12 (зх+ 5)3.
Пример 4. Найти (1:3 (х2 +х + 1))'.

Решение.Таккак(1:3и)'= 1 ,то(1:3(х2+
соЅги

/ 1 2 / 2х+1+х+1 = - х +х+1 = .
)) соЅ2(х2+х+1) ( ) с052(х2+х+ 1)

213. Физический смысл производной. Если з =
= з(±) _ закон прямолинейного движения, то з'(±)
выражает скорость движения в момент времени
і, т. е. и = з'(±) (мгновенная скорость).
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Например, закон свободного падения тела выра-
2

жается зависимостью з = 8% . Тогда скорость паде-

ния в Момент і такова:

Вообще производная функции у = Ґ(х) в точке х
выражает скорость изменения функции в точке х,
т. е. скорость протекания процесса, описываемого
зависимостью у = Ґ(х). В этом состоит физический

2

13.2 =2 і 372

смысл производной. Например, для функции у = х
имеем Ґ(х) = 2х, при х = 2 имеем ї'(2) = 4, а при х = З
имеем Ґ(З) = 6. Это значит, что в точке х = 2 функ-
ция изменяется в 4 раза быстрее аргумента, а в точ-
ке х = З _ в 6 раз быстрее.

214*. Вторая производная и ее физический
смысл. Пусть функция у = 1"(х) имеет производную.
Производная _ это новая функция, которая, в свою
очередь, может иметь производную. Производную
ї'(х) называют второй производной функции у = 1"(х)
и обозначают 1”“(х) или у".

П р и м е р 1. Найти у", если у = х10.
Р е Ш е н и е. Имеем (х10)' = 10х9, а (10369)/ =

= 90х8. итак, (х1°)“ = 90368.
Если з = з(±) _ закон прямолинейного движения,

то вторая производная выражает скорость измене-
ния скорости этого движения, т. е. ускорение а =
= з“(±). В этом состоит физический смысл второй
производной.
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П р и м е р 2. Материальная точка движется пря-

молинейно по закону з = ж±1 . Доказать, что сила,

действующая на тело, пропорциональна кубу прой-
денного пути.

Р е ш е н и е. По второму закону Ньютона, Р =
= та, где Р _ сила, действующая на тело, а _ ус-
корение, т _ Масса; а = з". Имеем:

Ѕ'= ( (21 - 1)-1)' = - (21 - 1)-2 - (21 - 1)' = -2 (21: - 1)-2;
3" = (-2 (21: - 1)_2)' = -2 (-2) - (21: - 1)_3 - (21: - 1)' =

= 8(21:-1)_3= 8
(21: _ 1)3°

Значит, Р = та = 8_т = 8 тзз, т. е. сила Р(21: _ 1)3
пропорциональна 33 (8т _ коэффициент пропор-
циональности).

215. Касательная к графику функции. Касатель-
ной к графику функция у = 1"(х), дифференцируемой
в точке х = а, называют прямую, проходящую через

точку (а; 1"(а)) и имею-
ум щую угловой коэффици-у=дщ

Ё/ ент ї'(а).
Геометрический смысл

Р этого определения состо-
1 ит в следующем. Рассмот-

і М рим график функции у =
щ = Юг), дИффЄрЄНцИрУЄ-

/ . > мой в точке а, выделим на
О а, а + Ах х нем точку М (а; 1"(а)) и

проведем секущую МР2,

Рис. 1.152 где Р2 _ точка графика,
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соответствующая значению аргумента а + Ах
(рис. 1.152). Угловой коэффициент прямой МР2

вычисляется по формуле Ігсек = й (см. п. 208).

Если точку Р двигать по графику, приближая ее
к точке М, то прямая МР начнет поворачиваться
вокруг точки М (на рис. 1 . 152 указаны два положе-
ния точки Р _ Р1 и Р2). Чаще всего в этом процессе
секущая МР стремится занять некоторое предель-
ное положение. Это предельное положение пред-
ставляет собой прямую, с которой практически
сливается график функции у = 1"(х) в некоторой ок-
рестности точки а; эта прямая и есть касательная
к графику функции у = 1"(х) в точке х = а. В самом
деле, угловой коэффициент такой предельной пря-
мой (обозначим его Іг) получается из углового ко-
эффициента секущей в процессе предельного пере-
хода от Р к М:

Іе = РІЬШМКСЄК .

Но условие Р -> М можно заменить условием
ААх _> О, а вместо Іг написать А_у . В итоге получаем
хСЄК

Іг = Ііш Ы .

Но Ііш Ы - это значение производной функции
Ах _> 0 х

у = 1”(х) в фиксированной точке х = а, т. е. ї'(а) (см.
п. 209).
Итак, Іг = ї'(а), т. е. значение производной функ-

ции у = Ґ(х) в точке х = а равно угловому коэффи-
циенту касательной к графику функции у = Ґ(х)
в точке х = а (рис. 1.153). В этом состоит геомет-
рический смысл производной.
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уд Если функция у =
у = Кх) = ї(х) дифференцируема

в точке х = а, то в этой
точке к графику Можно
провести касательную;

ї,(61) = днас: *да верно и обратное: если в
точке х = а к графику

І функции у = 1"(х) Можно
/ 0 а х провести невертикаль-

ную касательную, то
функция дифференци-
руема в точке х.

Это позволяет по
графику функции на-
ходить точки, в кото-
рьІх функция имеет
или не имеет производ-
ную. Так, функция,
график которой изо-
бражен на рисунке
1.154, дифференциру-
ема во всех точках,

кроме точки х = 1; в этой точке график имеет заост-
рение и касательную провести нельзя.

Уравнение касательной к графику функции у =
= 1"(х) в точке х = а имеет вид

у = На) + Ґ(а)(х _ 0)- (1)

П

Рис. 1.153

ум

\ у = дх)

П

Рис. 1.154

П р и м е р 1. Составить уравнение касательной

к графику функции у = Л в точке х = 4.

Решение. Имеем:1°(х)= ^/э_с,1“(х)=±;а=4,
213?

= 4=2д =±=да) «Г На) “а мы
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Подставив найденные значения а, На) и ї'(а)
в уравнение (1), получим

1 1_ _|_ _ . . _ _|_ .у-2 4- (х 4),т е у-4-х 1

П р и м е р 2. Найти угол, который образует с осью

х касательная к графику функции у = ў Ѕіп Зх,
3

проведенная в точке х = О.

Р е ш е н и е. Имеем: Ґ(х) = із ЅіП 336, Іи(х) =

1= _ соЅ Зх°3=«/ЁсоЅЗх;
,Ё

а=0,]“(а)=«/Ё соЅО= МЁ.

Значит, Ігкас = 1:3 ос = «Ё , откуда заключаем, что

искомый угол ос равен 60°.

П р и м е р 3. К графику функции у_- х_Ё про-

вести касательную так, чтобы она была параллель-
на прямой у = -х + 2.

Р е ш е н и е. Две прямые параллельны тогда и
только тогда, когда их угловые коэффициенты рав-
ны (см. п. 81). Угловой коэффициент прямой у =
= -х + 2 равен -1, а угловой коэффициент касатель-
ной равен ї'(а). Значит, точку касания мы можем
найти из уравнения Ґ'(а) = -1.

имеемі(х)=х_2+2,і(х)= ОНИ-(х 2)- (х+2)(х- 2);
(х- 2)2

=1(х-2)-1(х+2)= _4
(гг-2)2 (х_2)

±
(а-2›2'

2 ; значит, Ґ'(а) = -
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ё
(а - 2)2

= 4; значит, либо а - 2 = 2, откуда а1 = 4, либо а - 2 =
= -2, откуда а2 = О.

Решим уравнение - = -1. Имеем (а - 2)2 =

Если а = 4, то ї(а) = Ё = 3 и уравнение каса-

тельной имеет вид у = 3 - (х - 4), т. е. у = '7 - х.

Если а = О, то На) = 8_ЁЁ = -1 и уравнение каса-

тельной имеет вид у = -1 - (х - О), т. е. у = -х -1.

П р и м е р 4. Через точку О (0; О) провести каса-
тельную к графику функции у = 1п х.

Р е ш е н и е. Здесь, как и в предыдущем примере,
неизвестна точка касания х = а. Чтобы ее найти, со-
ставим уравнение касательной в общем виде. Име-

ем ї(х) = 1п х, ї'(х) = 316; значит, На) = 1п а, ї'(а) =

И уравнение КасатЄЛЪНОй ИМЄЄТ ВИД

Э
Н

-ъ

у=1па+ё(х-а). (2)

По условию касательная должна проходить через
точку О (0; О), т. е. координаты точки О (0; О) долж-
ны удовлетворять уравнению (2). Подставив х = О,

у = О в уравнение (2), получим О = 1п а + ё (О - а),

откуда О =1п а - 1, 1п а = 1, а = е. Если теперь
в уравнение (2) подставить найденное значение точ-

1ки касания а = е, получим у = 1п е + - (х - е), т. е.
е

9.6=1+9_С_1, =
у е у е
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Это_ уравнение искомой касательной (рис. 1 . 155).

%у=1пх
*Ё ®\'2

2~

|...
А

П

Рис. 1.155

216. Применение производной к исследованию
функций на монотонность. Производная позволяет
во многих случаях сравнительно просто исследо-
вать функцию на монотонность. Достигается это с
помощью следующих двух теорем:

Теорема 6. Пусть функция у = ї(х) определена и
непрерьІвна в промежутке Х и во всех внутренних
точках этого промежутка имеет неотрицательную
производную (1"'(х) 2 О), причем равенство ї'(х) = О
выполняется не более Чем в конечном числе точек
этого промежутка. Тогда функция у = ї(х) возраста-
ет на промежутке Х.

Теорема 7. Пусть функция у = ї(х) определена
и непрерывна в промежутке х и во всех внутренних
точках этого промежутка имеет неположительную
производную (1”(х) < О), причем равенство ї'(х) = О
выполняется не более чем в конечном числе точек
этого промежутка. Тогда функция у = ї(х) убьІвает
на промежутке Х.
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П р и М е р 1 . Исследовать на монотонность функ-
цию

у = х5 + хз + 1.

Р е ш е н и е. Имеем у' = 5х4 + 3х2. Справедливо

неравенство 5х4 + 3х2 > О, причем знак равенства
Имеет место лишь в одной точке х = О. Значит, по
теореме 6 функция у = хб + хз +1 возрастает на всей
числовой прямой.

П р и м е р 2. Исследовать на монотонность функ-
цию

у = 2 Ѕіп х - Зх.

Решение.Имеему'=2соЅх -3.Таккак
|соЅ х| < 1, то 2 соЅ х - 3 < О при всех х. Значит, по
теореме '7 функция у = 2 Ѕіп х - Зх убывает на всей
числовой прямой.

П р и м е р 3. Исследовать на монотонность функ-
цию

хг

І = 1 0 _ 0 _1 =Решение.Имеему 2 2х 3 х_2

і = х2-2х-З = (х-З)(х+1)
х-2 х-2 х-2 '

(х-З)(х+1)
х-2

Знаки выражения меняются так,

как показано на рисунке 1.156 (см. п. 183). Но об-
ласть определения исследуемой функции задается

- + +
_1 2\\\\`;;×\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\:х

Рис. 1.156
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неравенством х > 2. Значит, из показанных на ри-
сунке четырех промежутков нас Интересуют только
два: промежуток (2; 3) _ на нем у' < О и,
следовательно, функция на этом интервале убыва-
ет, _ и промежуток (3; +00) _ на нем у' > О и, сле-
довательно, функция на этом промежутке возрас-
тает.

Указанные два промежутка имеют общую конце-
вую точку х = 3. В точке х = 3 заданная функция оп-
ределена и непрерывна. В таких случаях при иссле-
довании функции на монотонность концевую точку
включают в промежуток монотонности.

О т в е т. Функция убЫвает на полуинтервале (2; 3]
и возрастает на луче [3; +00).

217. Применение производной к исследованию
функций на экстремум. Говорят, что функция у =
= 1"(х) имеет максимум (минимум) в точке х = а,
если у этой точки существует окрестность, в ко-
торой ї(х) < На) (1"(х) > На» для х Ч* а.
Так, функция, график

которой изображен на уЦ
рисунке 1.157, имеет
максимум в точках х1 и у = кх)
хз И МИНИМУМ В ТОЧКаХ /

362 И 354.

Точки максимума и
минимума объединяют
общим термином _ точ- рис” 1_157
ки экстремума.

Обратимся еще раз к рисунку 1.157. Замечаем,
что в точках х1 и х4 к графику функции можно

апО 351 362 хз 354

провести касательные, причем эти касательные
будут параллельны оси х, а значит, угловой коэф-
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фициент каждой из касательных равен нулю;
итак, ї'(х1) = О, ї'(х4) = О. В точках же х2 и хз ка-
сательную к графику провести нельзя; значит, в
этих точках производная функции у = 1"(х) не
существует (см. п. 215). Таким образом, в точках
экстремума на рисунке 1.157 производная либо
равна нулю, либо не существует. Это _ общее по-
ложение, подтверждаемое следующей теоремой.

Теорема 8. Если функция у = ї(х) имеет экстре-
мум в точке х = а, то либо ї'(а) = О, либо ї'(а) не су-
ществует (необходимое условие экстремума).

Точки, в которых ї'(а) = О, называют стационар-
ными, а точки, в которых ї'(а) не существует и ко-
торые принадлежат области определения функции,
называют критическими. Теорема 8 означает, что
экстремумы функций могут достигаться только в
стационарных или критических точках. Обратная
теорема, однако, неверна: не во всякой стационар-
ной или критической точке функция имеет экстре-

мум. Так, функция у = хз имеет одну стационарную
точку х = О (в ней у' = 3362 = О), но в этой точке функ-
ция не имеет ни максимума, ни минимума. Функция,

график которой изобра-
жен на рисунке 1.158,

у = дх) имеет критическую точку
х = а _ это точка излома,
в ней у' не существует, но

/ в этой точке нет ни макси-
мума, ни минимума.
Как узнать, когда ста-

рис_ 1_158 ционарная или критиче-

ум
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ская точка функции является точкой экстремума?
Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема 9. Пусть х = а _ стационарная или кри-
тическая точка функции у = 1"(х) и пусть существует
интервал (1); с), содержащий точку а внутри себя и
такой, что на каждом из интервалов (1); а) и (а; с)
производная ї'(х) существует и сохраняет постоян-
ный знак. Тогда:

1) если на (1); а) производная у' > О, а на (а; с) про-
изводная у' < О, то х = а _ точка максимума функ-
цИИ у = Юг);

2) если на (1); а) производная у' < О, а на (а; с) про-
изводная у' > О, то х = а _ точка минимума функ-
цИИ у = Юг);

3) если и на (1); а), и на (щ с) производная у' < О
или у' > О, то х = а не является точкой экстремума
функции у = 1"(х) (достаточное условие экстре-
мума).

Из теорем 8 и 9 вытекает следующее п р а в и л о
исследования функции у = 1"(х)на экст-
ремум:

1) найти область определения функции;
2) найти ї'(х);
3) найти точки, в которых выполняется равенст-

ВО ї'(х) = 0;
4) найти точки, в которых ї'(х) не существует;
5) отметить на координатной прямой все стаци-

онарные и критические точки и область определе-
ния функции у = 1"(х); получатся промежутки об-
ласти определения функции, на каждом из которых
производная функции у = 1"(х) сохраняет постоян-
ный знак;
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6) определить знак у' на каждом из промежут-
ков, полученных в п. 5;

'7) сделать выводы о наличии или отсутствии экс-
тремума в каждой из выделенных точек в соответ-
ствии с теоремой 9.

П р и м е р 1. Исследовать на экстремум функцию

у = 2363- 15х2+ звх + 1.
Р е ш е н и е:
1) Функция определена при всех х.
2) у* = 6362 - зох + 36.
з) из уравнения 6362 - зох + 36 = о Находим х1 = 2,

х2 = 3 (стационарные точки).
4) у' существует при всех х (критических точек

нет).
5) Отметим точки х1 = 2, х2 = 3 на координатной

прямой (рис. 1.159).
6) у' = 6(х - 2)(х - 3). Знаки

> х производной на получен-
ных промежутках отмече-
ны на рисунке 1.159.

'7) При переходе через точку х = 2 слева направо
производная у' меняет знак с «+›› на << - ››, значит,
х = 2 _ точка максимума; при переходе через точку
х = 3 производная меняет знак с «-›› на «+››, значит,
х = 3 _ точка минимума. В точке х = 2 имеем ушаХ =
= 29, в точке х = 3 имеем утіп = 28.

+ - +

2 3
Рис. 1.159

П р и м е р 2. Исследовать на экстремум функцию

у=1п(х-2)+1пх.

Решение:
1) Область определения функции задается нера-

венством х > 2.
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ті:н +1: 2х-2 _
х - 2 х х(х - 2)

3) в области определения функции, т. е. при х > 2,
нет ни стационарных, ни критических точек; зна-
чит точек экстремума у функции нет.

П р и м е р 3. Исследовать на экстремум функцию
х2-6х+9

у _ х - 1 °
Р е Ш е н и е:
1) Область определения х че 1.

2) у, = (х2- 6х+9)'(х- 1)-(х22- 6х+9)(х- 1)' =
(х- 1)

= (2х-6)(х- 1)-(х2-6х+9)- 1 =
(х- 1)2

= (х-3)(2(х- 1)-(х-3)) = (х-3)(х+ 1)
(х- 1)2 (х- 1)2 '

3)у'=0прих=3илипри х =-1.
4) у' не существует при х = 1, но эта точка не при-

надлежит области определения функции.
5) Отметим на коорди-

натной прямой точки х = _ Ё х
=-1,х=3иточкух=1 -1 1 3
(рис. 1.160). Рис. 1.160

6) Знаки производной на полученных промежут-
ках отмечены на рисунке 1.160.

'7) х = -1 _ точка максимума, ушаХ = -8.
х = 3 _ точка минимума, утіп = О.

218. Отыскание наибольшего и наименьшего
значений непрерывной функции на отрезке. Гово-
рят, что функция у = ї(х), определенная на проме-
жутке Х, достигает на нем своего наибольшего (на-
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именьшего) значения, если существует точка а, при-
надлежащая этому промежутку, такая, что для
всех х из Х выполняется неравенство ї(х) < На)
(1"(х) > ї(а))-

Обозначения соответственно: унаиб, уНаИМ.

Теорема 10. Функция, непрерывная на отрезке,
достигает на нем своего наибольшего и наименьше-
го значений.

Наибольшее значение М и наименьшее значение
т непрерывной функции могут достигаться как
внутри отрезка, так и на его концах (рис. 1.161). Ес-
ли наибольшего (наименьшего) значения функция
достигает во внутренней точке отрезка, то эта точка
является точкой экстремума; впрочем, для практи-
ки достаточно того, что эта точка стационарная или
критическая.

уМ

М у = Кх)

т

0 а с Ъ а;

Рис. 1.161

Алгоритм отыскания наибольшего и
наименьшего значений непрерывной функции у=
=1°(х)на отрезке[а; 171:

1) найти ї'(х);
2) найти точки, в которых ї'(х) = О или ї'(х) не

существует, и отобрать из них те, что лежат внутри
отрезка [а; 171;
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3) вычислить значения функции у = 1"(х) в точ-
ках, полученных в п. 2, и на концах отрезка и вы-
брать из них Наибольшее и наименьшее; они и бу-
дут соответственно наибольшим и наименьшим зна-
чениями функции у = 1"(х) на отрезке [щ 1)].

П р и м е р. Найти наибольшее и наименьшее зна-
чения непрерывной функции у = хз - 3362 - 45х + 225
на отрезке [О; 6].

Р е ш е н и е:
1) у* = 3362 - сх - 45.
2) у' существует при всех х. Найдем точки, в ко-

торых у' = О. Имеем:

зх2-6х-45=0,

х2-2х-15=О,

х1=_3, х2=5.

Отрезку [О; 6] принадлежит лишь точка х = 5.
3) вычислим значения функции в точках О, 5, 6:

х О 5 6

у 225 50 63

Наибольшим из найденных значений функции
является число 225, наименьшим _ число 50.
Итак, унаиб = 225, уНаИМ = 50.

219*. Отыскание наибольшего или наименьше-
го значения непрерывной функции на незамкну-
том промежутке. Задача отыскания наибольшего
(наименьшего) значения непрерывной функции на
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незамкнутом промежутке, например на интервале
(а; 1)), не всегда имеет решение. Так, на рисунках
1.162_1.164 изображены графики непрерывных
на (щ 1)) функций. Функция у = ї1(х) достигает и
наибольшего, и наименьшего значений, функция
у= ї2(х) достигает наибольшего значения, а на-
именьшего значения на (щ 1)) у нее нет, у функции
у = ї3(х) на (щ 1)) нет ни наибольшего, ни наимень-
ШЄГО ЗНаЧЄНИЯ.

уд ум

М-

у = 1:2(36)

0 а Ь а:

х ° а ь х у = ізсс)

Рис. 1.162 Рис. 1.163 Рис. 1.164

Если поставлена задача найти унаиб (уНаИМ) для
непрерывной на (а; 1)) функции у = 1"(х), то она реша-
ется по тому же правилу, что соответствующая за-
дача для отрезка [а; 1)] (см. п. 218). Отличие: на
третьем этапе вместо вычисления значений функ-
ции на концах отрезка находят пределы функции
при приближении к концам интервала.

П р и м е р. Найти наименьшее значение функции

= 2 + соЅ х) 2 .
у (_Ѕіпх на интервале (О, п).
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Р е ш е Н и е. 1) Найдем нроизводную данной
функции:

у, = 2 (2 +.соЅх) _ (2 +.соЅх)' =
ЅІІІ х ЅІІІ х

__2_ 2 + соЅх (2 + соЅх)'Ѕіпх- (2 + соЅх)(Ѕіпх)'=
Ѕіпх Ѕіпгх

_2_ 2+соЅх _(-Ѕіпх)Ѕіпх- (2+соЅх)соЅх_
Ѕіпх Ѕіпгх

= 2(2 + соЅх)(- Ѕіпгх - соЅзх - 2соЅх) =
Ѕіпзх

-=2(2 + соЅх)(1 + 2соЅх)
Ѕіпзх

2)у'=0,если1+2созх=0или2+соЅх=О.
Но второе уравнение не имеет решений, так как

1|соЅ х| < 1, а из первого находим соЅ х = -ё; х =

±2_п + 211% (см. н. 154). Из этих значений интер-

2_11:валу (0; л) принадлежит лишь значение х=

Производная у' не существует, если Ѕіш3 х = О. Но
на (0; п) это уравнение не имеет решений.
Итак, внутри интервала (0; п) функция имеет

лишь одну стационарную тоЧку х = 2%: .

2
2 2 + сов2їж2 2 - Ё

3)Еслих=_л ,тоу= _ = _ =3.
3 Ѕіп2_л ^/ё

3 ї
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При приближении к концам интервала, т. е. при
(2 + соЅх)2

Ѕіпгх
стремится к О, а числитель соответственно к 9 или
к 1. Значит, и в том и в другом случае у _> +00 (см.
п. 206).

Поскольку при приближении к концам интерва-
ла (0; л) значения функции неограниченно увеличи-
ваются, наименьшего значения функция достигает
в единственной стационарной точке, т. е. в точке

211:
ї

Иногда для отыскания наибольшего или на-
именьшего значения непрерывной функции у = 1"(х)
на промежутке (щ 1)) полезнь1 два утверждения:

Теорема 11. Если функция у = ї(х) имеет в про-
межутке Х только одну стационарную или крити-
ческую точку х = а, причем это точка максимума,
то На) _ наибольшее значение функции на проме-
жутке Х.

Теорема 12. Если функция у = ї(х) имеет в про-
межутке Х только одну стационарную или крити-
ческую точку х = а, причем это точка минимума, то
На) _ наименьшее значение функции на проме-
жутке Х.

Так, в рассмотренном вьІше примере функция
имела в интервале (0; п) лишь одну стационарную

х _> О или при х _> п, знаменатель дроби

х = . Итак, уНаИМ = 3.

точку х = 2%: . При переходе через эту точку знаки

производной меняются с «-›› на «+››. Значит,

х = 2%1: _ точка минимума, а потому кг) = 3 _

наименьшее значение функции на интервале (0; п).
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220. Задачи на отыскание наибольших или на-
именьших значений величин. Задачи на отыскание
наибольших или наименьших значений величин
Удобно решать по следующему п л а н у.

1) Выявляют оптимизируемую величину (т. е. ве-
личину, наибольшее или наименьшее значение кото-
рой требуется найти) и обозначают ее буквой у (или
Ѕ, р, г, В и т. д. в зависимости от сюжета задачи).

2) Одну из неизвестных величин (сторону, угол
и т. д.) объявляют независимой переменной и обо-
значают буквой х; устанавливают реальные грани-
цы изменения х в соответствии с условиями задачи.

3) Исходя из конкретных условий данной зада-
чи, выражают у через х и известные величины.

4) Для полученной на третьем шаге функции у =
= ї(х) находят наибольшее или наименьшее значение
(в зависимости от требований задачи) по промежутку
реального изменения х, найденному на втором шаге.

5) Интернретируют результат, полученный на
четвертом шаге, для данной конкретной задачи.

На первых трех этапах составляется, как приня-
то говорить, математическая модель задачи.
Здесь часто успех решения зависит от разумного
выбора независимой переменной. Важно, чтобы бы-
ло сравнительно нетрудно выразить у через х. На
четвертом этапе составленная математическая
модель исследуется чаще всего с помощью произ-
водной, реже злементарными способами. В момент
такого исследования сюжет самой задачи, послу-
жившей отправной точкой для математической мо-
дели, исследователя не интересует. И лишь когда
закончится решение задачи в рамках составленной
математической модели, полученный результат ин-
терпретируется для исходной задачи (пятый этап).
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П р и м е р 1. В степи, в 9 км к северу от шоссе,
идущего с запада на восток, находится поисковая
партия. В 15 км к востоку от ближайшей к поиско-
вой партии точки шоссе, находится райцентр. По-
исковая партия отправляет курьера-велосипедиста
в райцентр. Каков должен быть маршрут следова-
ния курьера, чтобы он прибыл в райцентр в крат-
чайший срок, если известно, что по степи он едет со
скоростью 8 км/ч, а по шоссе _ 10 км/ч?

Решение. Сдела-
ем чертеж. На рисунке
1.165 точка Р означает
местонахождение по-
исковой партии, пря-

- >1маяІ-шоссе,В _
А М В райцентр, РА = 9 км,

Рис. 1.165 АВ = 15 км, РМВ _
маршрут следования курьера, причем положение
точки М междуА и В пока неизвестно.

Будем решать задачу поэтапно.
1. Оптимизируемая величина _ время і движе-

ния курьера из Р в В; надо найти іНаИМ.
2. Положим АМ = х. По смыслу задачи точка М

может занять любое положение между А и В, не
исключая самих точекА и В . Значит, реальные гра-
ницы изменения х таковы: О < х < 15.

3. Выразим і через х. Имеем РМ = ,,/РА2 +АМ2 =

Р

= ^/81 + х2 . Этот путь велосипедист едет со скоро-
стью 8 км/ч, т. е. время і1, за которое велосипедист

А/81 + х2_8 .

Далее, МВ = 15 - х. Этот путь велосипедист едет
со скоростью 10 км/ч, т. е. время 152, за которое
он проезжает этот путь, выражается формулой

проходит путь, выражается формулой 151 =
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±2 = 1518 х . Суммарное время і, за которое он

_ А/81 + х2проезжает весь путь, равно 151 + 152, т. е. і -Т +

+ 15 - х .
10

4. Нужно Найти наименьшее значение функции

/ 2 _і: 81+х +15 х
8 10

на отрезке [О; 151. Используем для этого план из п. 218:
1

_ _ . _ . _ _ _ х _ _

8^/81 + хг 10
2) і' существует при всех х. Найдем точки, в ко-

торых і' = О. Имеем:
і=0,х

ат 10
5х=4^/81 +зс2 ,

25362 = 16 (81 + х2),
9х2=10~81,
х = 4 - 3 = 12.

Значение х = 12 принадлежит отрезку [О; 151.
3) Составим таблицу значений функции, куда

включим значения функции на концах отрезка и в
найденной стационарной точке:

х 0 12 15
і Щ ї швов

40 40 40
87

7гнаим = Е °
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Четвертый этап решения задачи закончен, нам
осталось интерпретировать полученный результат
применительно к исходной задаче.

5. Время іНаИМ достигается при х = 12. Значит,
велосипедисту надо ехать по такому маршруту
РМВ, чтобы расстояние между точками А и М по
шоссе было равно 12 км.

П р и м е р 2. Через фиксированную точку М
внутри данного угла провести прямую, отсекаю-
щую от этого угла треугольник наименьшей пло-
щади (рис. 1.166).

Р е ш е н и е (по этапам).
1. Оптимизируемая ве-

В личина _ площадь Ѕ тре-
угольникаАОВ.

2. Проведем ВМ || ОВ,
МК || ОА. Положим КВ = х;
реальные границы измене-

о 1) А ния х таковы: О < х < +00.
3. Поскольку М _ фик-

сированная точка, отрез-
ки ВМ и КМ тоже фиксированы; положим ВМ = а,
КМ = І) и выразим Ѕ через х, а, І).

Рассмотрим треугольники МКВ и АОВ, они по-

Рис. 1.166

МК КВ 19 хобны; значит, _ = _ , т. е. _ = . Отсю ад Ао ов Ао а+х д
находим АО =Ш .

х

Далее имеем Ѕ = Ё АО - ОВ - Ѕіп ос, где ос = ААОВ.

- 2
Значит, Ѕ = 1 _Ща + х) (а + х) Ѕіп ос = ьЅШОС (а + х)

2 х 2 х
(математическая модель задачи составлена).
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2
4. Рассмотрим функцию Ѕ = Ігц , О < х < +00,

ЬЅіпосгде Іг = . Найдем ее наименьшее значение:

1) Ѕ, = ,г 2(а+х)х;(а+х)2 = ,г _ (а+х)(2х-а);
х х

2) производная не существует в точке х = О, а об-
ращается в нуль в точках х = -а, х = а. Из этих трех
точек промежутку (0; +00) принадлежит лишь точ-
ка х = а;

3) х = а _ единственная стационарная точка,
принадлежащая промежутку (0; +00), причем
точка минимума. Значит, по теореме 11 (п. 219), на-
именьшее значение функции достигается именно в
точке х = а;

5. Вернемся к исходной геометрической задаче. Ес-
ли х = КВ = а, то, поскольку ОК = а, МК _ средняя
линия треугольникаАОВ; значит, М _ серединаАВ.
Таким образом, чтобы от сторон угла отсечь треуголь-
ник наименьшей площади, надо провести через точку
М прямую так, чтобы ее отрезок, заключенный меж-
ду сторонами угла, делился в точке М пополам.

221. Применение производной для доказатель-
ства неравенств.

1П р и м е р 1. Доказать, что при О < х < ё спра-

ведливо неравенство

2х+і2>5.
х

Р е ш е н и е. Рассмотрим функцию у = ї(х), где

ї(х) = 2х + і2 , и найдем ее производную: ї'(х) = 2 -
х

_ Ё = 2(х3_1)хз хз . Замечаем, что на интервале (0; 1)
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производная ї'(х) < О; значит, функция у = 1"(х)убы-
вает на этом интервале (см. п. 216). Поэтому, в частнос-

ти, при О < х < Ё справедливо неравенство ї(х) > їё) .

ноїё) =2~Ё+ё2=з

Итак, ї(х) > 5, т. е. 2х + іг > 5, что и требовалось
х

доказать.
Пример 2. Доказать, чтоеслиос<[3, тоос+соЅос<

< [З + соЅ В.
Р е Ш е н и е. Рассмотрим функцию у = 1"(х), где

ї(х) = х + соЅ х, и найдем ее нроизводную: ї'(х) =
= 1 - Ѕіп х. Замечаем, что ї'(х) > О при любых х, т. е.
функция возрастает на всей числовой прямой. Зна-
чит, из ос < В вытекает Кос) < КВ), т. е. ос + соЅ ос < В +
+ соЅ В.

П р и м е р 3. Доказать, что при всех х справед-
ливо неравенство

5 5 1х +1-х >_.( ) 16

Р е ш е н и е. Рассмотрим функцию у = ї(х), где
ї(х) = х5 + (1 - х)5, и исследуем ее наэкстремум. Имеем

их) = 5364 - 5 (1 - х)4 = 5 (х2 - (1 - 302) (х2 + (1 -х)2) =

= 5 (2х - 1) (2362 - 2х + 1);
ї'(х) = О при х = Ё. Других стационарных или кри-

тических точек у функции нет (уравнение 2362 - 2х +

+ 1 = О не имеет корней). ї'(х) < О при х < Ё,
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а ї'(х) > О при х > Ё; значит, х = Ё _ точка мини-

мума функции. Так как других точек экстремума у

данной непрерывной функции Нет, то 1" (Ё) _ на-

именьшее значение функции (см. теорему 12 из п.

219» Не е = е5 + е5 = н
1 5 5 1

И а , х > _ , о ее х + 1 _ х > _ о

222. Общая схема построения графика функ-
ции. Пусть нужно построить график функции у =
= 1"(х). Для этого нужно рассмотреть некоторые
свойства функции, что обычно сопровождается со-
ответствующей иллюстрацией на координатной
плоскости. Это помогает создать графический образ
функции. В то же время графические представле-
ния помогают лучше понять свойства функции, а
иногда и предвидеть их. Полезно придерживаться
следующего п л а н а;

1) найти область определения функции у = 1"(х);
2) найти точки, в которых 1"(х) = О (точки пересе-

чения графика с осью абсцисс);
3) отметить на оси х точки, найденные в п. 2, и

точки, в которых функция не определена, найден-
ные в п. 1; эти точки разбивают ось абсцисс на не-
сколько промежутков, на каждом из которых
функция сохраняет постоянный знак, установить
знак функции на каждом из промежутков;

4) исследовать функцию на четность и нечет-
ность (в случае четности или нечетности функции
можно ограничиться исследованием и построением
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графика при х > О, а затем воспользоваться симмет-
рией графика _ см. п. '74, 76);

5) найти вертикальные и горизонтальные асимп-
тоты (см. п. 203, 206);

6) исследовать функцию на зкстремум;
'7) найти несколько дополнительных контроль-

ных точек и построить график.
Для периодических функций полезно с самого

начала найти основной период Т (см. п. 76), с тем
чтобы, исследовав функцию и построив ветвь гра-

Тфика на промежутке [-ё ; Е] , построить затем, вос-

пользовавшись периодичностью, весь график.
Если выполнение каких-либо шагов предложен-

ной схемы сопряжено с техническими трудностями,
их иногда можно опустить.

П р и м е р 1. Построить график функции у = хЗ -
- 4х.

Р е Ш е н и е.
1) Функция определена при всех х.
2) Из уравнения хЗ - 4х = О находим х (х2 - 4) = О,

х1=О,х2=2,х3=-2.
3) Точки -2; О; 2 разбивают ось абсцисс на 4 про-

межутка. Изменение знаков функции у = хЗ - 4х
на промежутках отражено на рисунке 1.167. Соот-
ветствующая иллюстрация на координатной плос-
кости представлена на рисунке 1.168 (закрашены
те полуполосы, где графика не будет).

_ + _ +
-2 О 2

Рис. 1.167
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4›ї(-х› = (-х›3-4(-х› = уН
= -х3+ 4х = - (хз-4х) =
= -ї(х); значит, функция
нечетна, ее график сим-
метричен относительно
начала координат.

5) Асимптот у графика
нет.

-2 0 2 х
6)у'=3х2-4=3(х-

2 2-_ х+_ .ЛИ д)
1 2у =Оприх1=_,

^/ё
2 Рис.1.168

362 = __.
^/ё

Точка % принадлежит отрезку [О; 2], из рисунка
З

1.168 ясно, что в этой точке функция будет иметь
минимум (здесь мь1 как раз имеем тот случай, когда
графические представления позволяют сделать вь1-
вод о свойствах функции)

42__16 ~2 3 3 1у-=<->-_-111111 І`/ё А/ё ЗА/ё

Аналогично, в точке х = -% функция имеет
3

максимум: утаХ 2 3,1.
'7) В качестве дополнительных возьмем две точки

х = 3, х = -3. Имеем 1"(3) = 15, 1"(-3) = -15.
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уН Использовав найден-
15 ные '7 точек, строим гра-

фик функции (рис. 1 .169).

у=х3_4х Пример 2. Постро-
ить график функции у =

= х2 - 9
х2-4

-3 -20 2 3 х
Решение.1)Область

определения: х че ± 2.

х2-92) Из уравнения
х2- 4

= О находим х1 = 3, х2 = -3.
3) Точки 2, -2, 3, -3

рис_ 1,169 разбивают ось абсцисс на
5 промежутков. Измене-

х2-9ние знаков функции у = 2 4 по промежуткам
х _

15

представлено на рисунке 1.170, соответствующая
иллюстрация на координатной плоскости дана на
рисунке 1.171.

+ - + - +

Рис. 1.170

4) Функция Четна, так как 1"(-х) = 1"(х). Значит,
график функции симметричен относительно оси ор-
динат.

5) х = 2, х = -2 _ вертикальные асимптотьІ
(см. п. 206).
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Чтобы Найти горизонтальную асимптоту, вычис-
2_

лим 11ш х 9 . Для этого числитель и знаменатель

дроби разделим почленно на х2 (см. п. 204):

х_2_ї 1_2
Іішх_9_11шх2х2-Ііш х2=1;0=1
х_›оох2-4 х_›00х_2_± х_›ОО 1__ 1+О

хз хз хг
- хз-9Итак, 11ш 2 = 1; значит, у = 1 _ горизон-

х_›ООх _

тальная асимптота графика функции (см. п. 203).
6) у, = (хз - 9)'(хз - 4)- (хз - 9)(хз - 4)' =

(хг - 4>2
= 2х(хз - 4)- (хз - 9)- 2х = 1Ох

(хг - 4›2 (хг - 4>2
Производная обращается в нуль в точке х = О и не

существует в точках х = ±2. Но эти последние не
принадлежат области определения функции; зна-
чит, функция имеет лишь одну стационарную точку
х = О. При переходе через эту точку производная Ме-

у м ум

ХП-3 2І -10 12 3а"-3 -2 0 2

Рис. 1.171 Рис. 1.172
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няет знак с «-›› на «+››; значит, х = О _ точка мини-

. _ _ 9шума, утш - по) - д.
'7) В качестве дополнительных возьмем следующие

точки: х = ±1, х = ±4. Имеем 1" (1) = Ґ(_1)= Ё, ї(4) =

=ї(-4›= Ё.
Использовав найденные '7 точек, строим график

функции (рис. 1.172).

5 22. Первообразная и интеграл

223. Первообразная. Функцию у = Р(х) называют
первообразной для функции у = ї(х) на промежутке
Х, если для любого х из Х выполняется равенство

1”"(гг)= Их)-
Примеры.
1. Пусть ї(х) = хз. Тогда первообразная Р(х) имеет

вид Р(х) = х; , так как Р'(х) = (Ё), = хз = ї(х).

2. Пусть ї(х) = Ѕіп Зх. Тогда первообразная Р(х)

имеет вид Р(х) = -Ё соЅ Зх, так как Р'(х) =

_ _1 ' _ _1 _ - _ - __( ё соЅ Зх) - ё 3( Ѕ1п3х)- Ѕш Зх - ПЗС).

Для 1"(х) = хз в примере 1 мы нашли первообраз-
4

ную Р(х) = хї . Это не единственное решение задачи.

Так, в качестве первообразной можно было взять и
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17105) = х; + 3 (поскольку (Ё + 3), = хз) , И 17205) =

_ х4 964 ' _ 3- ї - 5 поскольку ї - 5 - х , И ВООбЩЄ ЛЮбУЮ

4
функцию вида у = хї + С. Так же обстоит дело в

примере 2, где в качестве первообразной можно бь1-

ло взять любую функцию вида у = -Ё соЅ Зх + С.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 13. Если Р(х) _ первообразная для
функции у = 1"(х) на промежутке Х, то у функции
у = ї(х) бесконечно много первообразных и все
эти первообразньІе имеют вид Р(х) + С, где С _
любое действительное число.

П р и м е р. Найти общий вид первообразных для
функции у = ї(х), где ї(х) = хг, г а: -1.

Р е ш е н и е. Одной из первообразных будет Р(х) =
хг+1 І (хг+1)1 1 г

- ,аккакРх= =_г+1х=
+1 т ( ) г+1 г+1 ( )

= эс'а = 1"(х). Значит, общий вид первообразньІх
таков:

1х” +0.
г+1

224. Таблица первообразных. Учитывая, что
оть1скание первообразной есть операция, обратная
дифференцированию, и отталкиваясь от таблицьІ
производных (см. п. 210), получаем следующую таб-
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лицу первообразных (для простоты в таблице приве-
дена одна первообразная Р(х), а не общий вид нерво-
образной Р(х) + С):

Функция Перво- Функция Перво-
образная образная

1) ї(х) = Іг Щх) = Ігх '7) ї(х) = соЅ х Щх) = Ѕіп х

2) их) = х'” Щх) = хН 1
(г г* -1› Г + 1 8›1°(х›= _ 2 т) = -сьє х

1 Ѕ1І1 х
з) их) = 3-6 Щх) = 111 ІхІ

4) дх) = ех Щх) = ех 9) их) = 2 Щх) = ц; х_ х Ю): а_х °°Ѕ х
5) І:(х) _ а [На

= ° = _ 16) ї(х) Ѕш х Щх) соЅ х 10) пх) = Щх) = агсЅіп х

1-х

11) пдд): 2 Р(х)= агсіэёх
1 + х

225. Правила вычисления нервообразных. Пусть
нужно найти нервообразную функции у = 1"(х). Иног-
да это можно сделать с помощью таблицы первообраз-

ё
ных из п. 224; например, для функции у = х5 по вто-

ё+1

рой строке указанной таблицы находим Р(х) = Ё ,
- + 1
5

8 8
5т. е. Р(х) = Ё х5 , а общий вид первообразных ё х5 + С.
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Но чаще, прежде чем воспользоваться таблицей,
приходится применять правила вычисления перво-
образных.

1°. Если Е(х) - первообразная для 1°(х), а Н(х) -
первообразная для п(х), то Е(х) + Н(х) _ первооб-
разная для 1°(х) + п(х).

Иными словами, первообразная суммы равна
сумме первообразных.

2°. Если Е(х) _ первообразная для 1°(х), а Іг _
постоянная, то ІгЕ(х) _ первообразная для Іеї(х).

Иными словами, постоянный множитель мож-
но вынести за знак первообразной.

3°. Если Е(х) _ первообразная для 1°(х), а Іе, І) -

постоянные, причем Іе че О, то ЁЩІгх + 1)) _ перво-

образная для 1°(Іех + 1)).
П р и м е р 1. Найти общий вид первообразных

для функции у = 1°(х), где 1°(х) = 2Л + 3 Ѕіп х - 2х +

_|_ СОЅХ
3 .

Р е Ш е н и е.
1) Воспользовавшись таблицей первообразных

(см. п. 224), найдем первообразную для каждой из
Четырех функций, входящих в состав 1°(х):

70105) = «ЕС › 70205) = ЅїП х, 10306): 236, 1°4(х)= соЅ х.

1 1+1
_ 2

ДЛЯ 70105) = «ЛС = 362 имеем Е1(х) = 916 =

ё + 1

ФО
ІМ 8 юю

з

Для 1°2(х) = Ѕіп х имеем Е2(х) = -соЅ х.
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для їзос) = 2х Имеем 11306) = 1%.
Для ї4(х) = соЅ х имеем Р4(х) = Ѕіп х.
2) Воспользовавшись правилом 20, получим, что

з
для 21°1(х) первообразпой будет 2Р1(х), т. е. 2 - Ё х

2
= Ёхз; для 31°2(х) первообразпой будет 3Р2(х), т. е.

-3 соЅ х; для -ї3(х) первообразпой будет -Р3(х), т. е.

е._1ї_х2; для Ёїдх) первообразпой будет Ё 17405), Т-

1 .
3

3) Воспользовавшись правилом 1°, получим, что
для ї(х) первообразпой будет

т) = 2Р1<х> + вых) -их) + Ё их) =
х -ЗсоЅзс-ї +1 Ѕіпх.

1112 З

МІ
ОО

ФО
М-
Ь

4) Общий вид первообразпых для заданной функ-
ции

00

4 ё 2зе Ѕіпх-х -Зсо х-_ + +С.з Ѕ 1112 з
П р и м е р 2. Найти общий вид первообразНьІх

для функции у = их), где их) = (2х - 1›5.
Р е ш е п и е. Для Іъ(х) = х5 первообразпой будет

в
Н(х) = 9%. Тогда по правилу 30 для Іъ(2х - 1) =
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=(2х - 1)5 первообразной будет Ё Н(2х _ 1) =

(2х- 1)6.=12 в
_ в

Итак, Р(х) = %, а общий вид нервообраз-

_ 6
ных для заданной функции % + С.

П р и М е р 3. Найти общий вид нервообразных
для функции у = 1"(х), где ї(х) = 51112 Зх.

Р е ш е н и е. Воспользуемся тем, что 51112 Зх =

= 143%696 (см. н. 129). Тогда 1"(х)= Ё _ Ё СОЅ бх- ДЛЯ

ї1(х) = Ё нервообразной будет Ёх, а для ї2(х) = 005 бх

в соответствии с правилом 3° нервообразной будет

Ѕіпбх. Тогда для ї(х) = ї1(х) - Ё ї2(х) но правилам 1о

о и 1 _1_ Ѕіпбх 1 _ Ѕіпбхи 2 нервообразнои будет 2х 2 6 , т. е. 2х 12 .

Общий вид нервообразных Ё - Ѕіїёх + С.

226. Интеграл. Пусть функция у = ї(х) непре-
рывна на отрезке [щ 191. Разобьем отрезок [щ 1)] на п
частеи точками х1, х2, ..., хп _ 1; для однородности
обозначений ноложим а = хо, І) = хп (рис. 1.173). Вве-
дем обозначения х1 - хо = Ахо, х2 - х1 = Ах1,
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_ \ 1 1 | _

х0=а х1х2х3--- хп_1 Ь=хп х

Рис. 1.173

хз - х2 = Ах2, ...... , хп - хп _ 1 = Ахп _ 1 и рассмотрим
сумму

ї(х0) Ахо + ї(х1)Ах1 + ї(х2) Ах2 +

“штамп-1. (1)
Ее называют интегральной суммой для функции
у = 1"(х) по отрезку [щ 191.

Наряду с интегральной суммой (1) рассматрива-
ют и интегральную сумму вида

ї(х1)Ах0 + ї(х2) Ах1 + + 1°(зсп)Азсп _ 1. (2)

Отличие суммы (1) от суммы (2) состоит в том, Что в
первом случае на каждом из отрезков [х0; х1], [х1; х21,
..., [хп _ 1; хп] выбирается значение функции в ле-
вом конце отрезка, а во втором случае _ в правом.

На практике удобнее делить отрезок [щ 1)] на п
равных частей. Тогда Ахо = Ах1 = Ах2 = = Ахп _ 1 =

= 1%” и сумма (1) принимает вид 1%10060) + 10051) +

+ 70062) + + ]°(зсп _ 1)). Значение суммы зависит
только от числа п; эту сумму можно обозначить Е
(Е _ греческая буква «сигма››).

Рассмотрим последовательность интегральных
сумм

21, 22, хп.

В математике установлено, что для непрерыв-
ной на отрезке [щ 1)] функции у = ї(х) эта последо-
вательность сходится (см. п. 200). Ее предел назы-
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вают интегралом функции ї(х) от а до І) и обозна-
ь

Чают І 1"(х) сіх (Читается «интеграл от а до 1) эф от
а

икс дэ икс»).
ь

Итак, І ї(х) сіх = п,Іі_›1г1г1(>02,,, . Числа а и І) называют
а

соответственно нижним и верхним пределами ин-
тегрирования, знак І _ знаком интеграла, функ-
цию у = 1"(х) _ подынтегральной функцией.

1
П р И М ер. Найти Іхсіх.

0
Р е ш е н и е. Составим интегральную сумму Ёп

для функции у = ї(х), где ї(х) = х на отрезке [О; 1].
Для этого разобьем отрезок [О; 1] на п равных час-

тей точками 1, ё, ё, ..., “__1 (рис. 1.174).
п п п п

ЗІ
Н

-

ЗІМ ЗІФ
О

ЗЫ
; В І |.-А |.-А

Рис. 1.174
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имеем; до) = о, їе) = ,1-2, ,(3) = Ёмє) = Ё,

1с(пт-1) = “__1 . Интегральная сумма Ёп Имеет видп

2 =1(О+1+ё+ё+т+п-1)=1+2+З+...+(п-1).
п п п п п п ,12

В числителе содержится сумма первых (п - 1)
членов арифметической прогрессии, у которой пер-
вый член равен 1, а (п - 1)-й равен п - 1. Тогда сум-
ма Ѕп _ 1 вычисляется по формуле (см. п. 197)

Ѕп_1=%(п_1)=%_

п(п-1)=п-1 1 1В огепол ае 2 =_ _=--_.
ИТ УЧ М п 2112 2п 2 2п

Далее имеем Ііш Ёп = Ііш (1 - і) = 1. Зна-
п-›оо Ц,_›

1

чит, Іхсіх =
0

М
ІН

227. Связь между интегралом и первообразной
(формула Ньютона-Лейбница). Если Р(х) _ пер-
вообразная для ї(х) на отрезке [а; 171, то

ь
І 1°(х)г1х = 1”`(Ъ)- Ща) (1)
а

(формула Ньютона-Лейбница).
На практике в формуле (1) удобно вместо РФ) -

Ь
- Р(а) писать Р(х) 'а .
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1
П р И М е р 1. Вычислить Іх7ах.

0

Р е ш е н и е. Для ї(х) = х,7 первообразной явля-

__х8 7 __х81__1_ __1етсяР(х) - ї.3начит, Іх ах- їІО - ё О- ё.
О

П р И М е р 2. ВЫЧИслИтЬІ ах .
2х +3

Р е ш е н и е. Для ї(х) первообразной явля-1
2+З

ется Р(х) = ЁІп |2х + ЗІ. Значит,

11
І2х+з ёшп|2х+з||1= (-1117 1п5)= МІ

НН

С
ЛІ

-С
І12(

228. Правила вычисления интегралов.
1°. Интеграл суммы равен сумме антегралов:

Ь Ь Ь

І (ї1(х) + ї2(х))ах = І их) ах + І ,0206) ах.
а

20. Постоянный множитель можно вынести за
знак интеграла:

ь ь
І Ігї(х) ах = Іг І ї(х) ах.
а а
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1
П р и М е р 1. Вычислить І (2363 + Зх - 4) сіх.

-2
Р е Ш е Н И е. Воспользовавшись правилами 1о и

2°, получим
1 1 1 1
І(2х3+зх-4)ах= І2хзах+ Ізхах + І -4ах=

-2 -2 -2 -2
1

І_2
1 3 1 1 х4 1 х2 1

=2 Іх ах+з Іхах-4Іах=2~ї| +з-ї| -4х
-2 -2 -2 _2 _2

=2(Ё -4) +Ё(1-4)-4(1+2)=-24.

П р и м е р 2. Вычислить 1332 хсіх.

Ф
ІЁ

'_
›

ъЬ
ІЁ
ї

Р е ш е н и е. Представим подынтегральную
функцию в виде суммы функций, первообразные от
которых можно найти по таблице (см. п. 224):

- 2 _ 21382х=51пх=1 соЅх= 1 _1
соЅ2х соЅ2х соЅ2х

Значит,

Ё Ё Ё Ё
4 4 1 4 а 4

ІЪЄ2хсіх=І( 2 -1)сіх=І х -Ісіх=
соЅ х соЅзх

Ё Ё Ё Ё
6 6 6 6

Ё
4
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229. Использование интеграла для вычисления
площадей плоских фигур. Рассмотрим плоскую фи-
гуру Ф, представляющую собой множество точек ко-
ординатной плоскости ху, лежащее в полосе между
прямыми х = а, х = І) (а < 1)), имеющее в своем со-
ставе точки с абсциссами х = а, х = І) и ограниченное
сверху и снизу графиками непрерывных на [щ 1)]
функций у = ї1(х) и у = ї2(х) таких, что для всех х
из [а; 1)] справедливо неравенство ї1(х) > ї2(х). При-
меры таких фигур представлены на рисунках
1.175_1.178. В частности, фигура, изображенная на
рисунке 1.177 (1.178), ограничена сверху (снизу) гра-
фиком функции у = 1"(х), а снизу (сверху) _ прямой
у = О. Такую фигуру называют криволинейной тра-
пецией.

у” ум

/-//у=ї1(х) /

/ у = до)
/

//у= их) Н )
2 ` у = 2 х

0 _ї/ 4) х ъ

Т О с і) х

Рис. 1.175 Рис. 1.176

ум ул

/ «Й

У/ 0 а Ь а;

у=дщ
0 а Ь х

Рис. 1.177 Рис. 1.178
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Площадь Ѕ фигуры Ф вычисляется по формуле
Ь

Ѕ = 1 (их) - моих. (1)
а

В частности, для криволинейной трапеции, изобра-
женной на рисунке 1.177 получаем

Ь

Ѕ = І ї(х)€іх› (2)
а

а для криволинейной трапеции, изображенной на
рисунке 1. 178 получаем

ь
Ѕ = -І ї(х) сіх. (3)

а

П р и м е р 1. Вычислить площадь фигуры, огра-
ниченной линиями у = 4 - х2, у = О.

Р е ш е н и е. Фигура, площадь которой надо най-
ти, изображена на рисунке 1.179. Воспользовав-
шись формулой (2), получим

2 2 2 2 2 2 хз 2
Ѕ= І(4-х )сіх= І4сіх- Іх сіх=4х|_2-_ =

3 -2
_2 _2 _2

_ _1 =ё4(2+2) 3 (8+8) 3.

-2/ о \2 56 і2' 5\ ,2
у=5-х

Рис. 1.179 Рис. 1.180



ё 22. Первообразная и интеграл 377

П р и М е р 2. Вычислить площадь фигуры, огра-
ниченной линиями у = х, у = 5 - х, х = 1, х = 2.

Р е ш е н и е. Фигура, площадь которой надо най-
ти, изображена на рисунке 1.180. По формуле (1)
получим

2 2 2 2
Ѕ=І ((5-х)-х)сіх=І (5-2х)сіх= І базе-2] хсіх=

1 1 1 1

2 х2 2=5х |1 -2-ї |1 =5(2-1)-(4-1)=2.
П р и м е р 3. Вычислить площадь фигуры, огра-

ниченной линиями у = х - 2, у = х2 - 4х + 2.
Р е ш е н и е. Построив прямую у = х - 2 и пара-

болу у = х2 - 4х + 2 (см. п. 114), получим фигуру,
площадь которой требуется вычислить (рис. 1.181).

ь
Значит, Ѕ = І (ї1(х) - ї2(х)) сіх, где ї1(х) = х - 2,

а

ї2(х) = х2 - 4х + 2, а пределы интегрирования а и І)
суть абсциссы точек пересечения параболы и пря-
мой. Для отыскания этих абсцисс решим уравне-

ут у=х2-4х+2 ул
(ъ

+/ '9* Т Я”а 9 +2 «ъ \ ж
\Ъ

2 у ь И
1 2 ъ 1

0 4 х

_1 0 1 2 4 х
_2-

Рис. 1.181 Рис. 1.182
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ние ї1(х) = ї2(х), т. е. х - 2 = х2 - 4х + 2, откуда
х1 = 1, х2 = 4.

4 4

Ѕ= І ((х-2)-(х2-4х+2))ах= І (5х-х2-4)ах=
1 4 4 1 4_ х2 _х3 _ _-бї '1 _ 1 4х|1-

_5 _ _1 _ _ _ =-ё(16 1) ё(64 1) 4(4 1) 4,5.

П р и м е р 4. Вычислить площадь фигуры, огра-
ниченной линиями у = Л , у = Іх - 2І.

Р е ш е н и е. Фигура, площадь которой требуется
найти, изображена на рисунке 1.182 (см. п. 159).
Проведем прямую х = 2. Тогда площадь Ѕ интере-
сующей нас фигуры равна сумме Ѕ1 + Ѕ2, где Ѕ1 _
площадь фигуры, закрашенной на рисунке 1.182
чуть темнее, а Ѕ2 _ площадь фигуры, закрашенной
на рисунке 1.182 светлее.

2 2 1
имеемЅІ= І (ЛС -(2-х))ах=1(х2+х-2)ах=

1 1

2 2 2|1 +хї2|1-2х|1=%(,/ё-1)+%(4-1)-

М
ІШ

ІЁ
Ю
Ю
О

-2(2-1›=_84Ё;7;
4 4 1 34 24

Ѕ2=І(Лс-(х-2››ах= дхг-хымх: %|2_хї|2+
2 2 ё

4

+2х |2 =Ё(8_іё)-Ё(16-4)+2(4-2)=_1°_34[2.

Значит,Ѕ = Ѕ1 + ,92 = _8^/Ёі_7 _|_ 1023412 = ІЄТЗ
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ГЛАВА І

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФИГУРЫ

5 1. Основные геометрические фигуры

1. Общие представления о геометрических фи-
гурах. Объединение и пересечение фигур. На ри-
сунках 2.1 и 2.2 изображены различные геометри-
ческие фигуры. Всякую геометрическую фигуру
мы представляем себе составленной из точек.

АОШ
Треугольник Окружность Многоугольник

Рис. 2.1

Куб Сфера Тетраэдр

Рис. 2 .2

Часть любой геометрической фигуры также яв-
ляется геометрической фигурой.

Определение. Любое множество точек называют
геометрической фигурой.

На рисунке 2.3 отрезок АВ есть часть прямой а,
на рисунке 2.4 круг (02 есть часть круга (01, на
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(01

а
В

А

рис” 2_3 Рис. 2.4

Рис. 2.6 Рис. 2.7

рисунке 2.5 шар внисан в куб и является частью
куба.

Объединение нескольких фигур есть геометриче-
ская фигура. На рисунке 2.6 фигура состоит из трех
кругов, на рисунке 2.7 фигура состоит из треугольни-
ка и квадратов, на рисунке 2.8 фигура составлена из
двух тетраэдров, на рисунке 2.9 фигура состоит из не-
скольких кубов. Объединение обозначается знаком ы.

Пересечение геометрических фигур есть также гео-
метрическая фигура. На рисунке 2.10 отрезки АВ и
СВ пересекаются в точке Р. На рисунке 2.11 также
отрезки МР и РК пересекаются в точке Р. Пересече-
нием же отрезков ЕН и КХ на рисунке 2.12 является
отрезок НК. Пересечение обозначается знаком П.
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В М
С

Р
Р

А

В К

Рис. 2.10 Рис. 2.11

ХН А

Е

РИС. 2.12 РИС. 2.13 РИС. 2.14

Рис. 2.15 Рис. 2.16 Рис. 2.17

Уч ^
Т а в
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І/ї\ І, ,\/ //\/

/ ос В Щ ос В Ь ос В

Рис. 2.21 Рис. 2.22 Рис. 2.23

П р и м е р. Рассмотрите возможные случаи вза-
имного расположения двух треугольников. В каж-
дом случае назовите их пересечение.

Р е ш е н и е. На рисунках 2.13_2.19 показано,
что пересечение двух треугольников может:

а) не содержать точек (рис. 2.13);
б) состоять из одной точки (рис. 2.14);
в) быть отрезком (рис. 2.15);
г) быть треугольником (рис. 2.16);
д) быть четырехугольником (рис. 2.17);
е) быть пятиугольником (рис. 2.18);
ж) быть шестиугольником (рис. 2.19).
На рисунках 2.13-2.19 изображены различные

случаи пересечения треугольников, если они ле-
жат в одной плоскости. Однако, если треугольники
лежат в разных плоскостях, то пересечением мо-
жет быть:

а) точка (рис. 2.20);
б) отрезок (рис. 2.21, 2.22);
в) пустое множество точек (рис. 2.23).

2. Изображение геометрических фигур. Изабра-
жение плоских фигур на листе бумаги (или на до-
ске) подчинено некоторым правилам и выполняет-
ся с использованием различных инструментов: ли-
нейки, угольника, транспортира, циркуля.
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При изображении или построении плоских фи-
гур мы не Меняем формы и размеры тех фигур, ко-
торые изображаем. При этом сохраняются длины
отрезков, величины углов, параллельность прямых
и т. д. В геометрии говорят, что при этом получа-
ются равные фигуры. Если нужно изобразить
очень большие или очень маленькие фигуры, то со-
храняются формы, а размеры могут быть измене-
ны (в одном и том же отношении). При этом полу-
чают так называемые подобные фигуры.
Изображать пространственные фигуры на

плоскости (листе бумаги) намного сложнее.
Наиболее важные из правил изображения про-

странственных фигур:
_ все линии, которые не видны, которые закры-

ты гранями (плоскостями), изображаются пунк-
тирными линиями;

_ плоскости на рисунках изображаются иногда
параллелограммами (рис. 2.24), а чаще _ произ-
вольной областью (рис. 2.25);

/ / С)
Рис. 2.24 Рис. 2.25

_ длины отрезков сохраняются не всегда, но
всегда середины отрезков изображаются середина-
ми их изображения (это свойство означает, что ес-
ли на модели у нас отмечена середина ребра, то и
на рисунке будет обозначена тоже середина ребра);

_ параллельные прямые (отрезки), имеющиеся
на реальной модели, на рисунках тоже изобража-
ются параллельными прямыми (отрезками).
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3. Точки и прямые. Точки Могут произвольно
располагаться в пространстве: лежать и не ле-
жать на плоскости (на рис. 2.26 точки А и В ле-
жат на плоскости, а точка С не лежит), принадле-
жать различным фигурам и не принадлежать им
(на рис. 2.27 точка А принадлежит шару, а на
рис. 2.28 не принадлежит ему).

Точки обозначаются прописными (заглавными)
латинскими буквами: А, В, С, 1), К, М, .

Пусть даны две точки А и В. Проведем через
точки А и В прямую (рис. 2.29). У нас появляется
еще одно, важное понятие геометрии _ прямая,
которая также состоит из точек.

Изобразить прямую целиком невозможно, мы
лишь условно изображаем ее часть (рис. 2.29).

Некоторые важные проблемы в геометрии реша-
ют путем введения законов - аксиом, которые
принимаются без доказательства.

Рис. 2.26 Рис. 2.27

Рис. 2.28 Рис. 2.29
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Слово «аксиома›› в переводе с греческого языка
означает «бесспорная истина, не требующая до-
казательств», т. е. очевидный факт, ясный сам по
себе.

Аксиома 1. Через любые две точки можно про-
вести прямую, и только одну.

Прямые обозначаются строчными латинскими
буквами: а, І), с, а, т, п и т. д., а также соответст-
вующими точками, лежащими на ней. Например,
прямую а на рисунке 2.29 можно обозначить АВ.

4. Взаимное расположение точек и прямых.
Точки и прямые могут по-разному располагаться
по отношению друг к другу (рис. 2.30).

Про точки М и К говорят,
*її а что они лежат на прямой а,

К или что точки М и К прина-
М длежат прямой а. Точки А и

'В В не лежат на прямой а
рис” 230 или не принадлежат пря-

мой а.
Про прямую иногда говорят, что она проходит

через точки. Так, прямая а на рисунке 2.30 прохо-
дит через точки М, К. Можно также сказать, что
прямая а не проходит через точку А.

В курсе геометрии применяются некоторые удоб-
ные знаки, которые относятся к так называемой
теории множеств: знак принадлежности «Є» и
знак непринадлежности «Є» .

Запись С Є р читается: точка С принадлежит
прямой р. Глядя на рисунок 2.30, можно записать:
М Є а, К Є а.
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Запись 1) её р читается: точка 1) не принадлежит
прямой р. Глядя на рисунок 2.30 можно записать:
А её а, В её а.

5. Плоскости. Плоскости расположены в про-
странстве, в пространстве есть бесконечно много
различных плоскостей. На рисунке 2.31 изображе-
ны несколько плоскостей, пересекающихся по од-
ной прямой, а на рисунке 2.32 _ параллельные
друг другу плоскости.

Плоскости обозначаются строчными греческими
буквами: ос, В, у, о) .

Ч/\' / 67
Рис. 2.31 Рис. 2.32

Ь

В

›

С

Рис. 2.33
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На рисунке 2.33 изображены плоскость ос, прямые
а и І) и точки А, В и С. Про точкуА и прямую а гово-
рят, что они лежат в плоскости ос или принадлежат
ей. Про точки В и С и прямую 1) говорят, Что они не
лежат в плоскости ос или не принадлежат ей.

Принадлежность прямой плоскости обозначают
знаком С _ включение, который показывает, что
некоторое множество точек принадлежит другому
множеству точек, например:
А Є ос _ точкаА принадлежит плоскости ос; В её ос _

точка В не лежит в плоскости ос;
а С ос _ прэшая а прІ/Шадлежит плоскости ос; а (І ос _

прямая а не принадлежит плоскости ос.
Одно из свойств взаимного расположения пря-

мой и плоскости формулируется как аксиома _
аксиома прямой и плоскости.

Аксиома 2. Прямая, проходящая через две точ-
ки плоскости, принадлежит этой плоскости. (Акси-
ома прямой и плоскости.)

Аксиома З. Через три точки, не лежащие на од-
ной прямой, проходит одна и только одна плос-
кость. (Аксиома плоскости.)

Теорема 1. Через прямую и не лежащую на ней
точку проходит одна, и только одна плоскость.

Любая прямая а разбивает плоскость на два не-
пустых множества (рис. 2.34). Объединение прямой
а с одним из образовавшихся множеств называется
полуплоскостью. Прямую а называют границей по-
луплоскости. На рисунке 2.34 прямая а одновре-
менно является границей обеих полуплоскостей.
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а

\\\\\\\\\\\\\\ї\\
Рис. 2.34 Рис. 2.35

Плоскость разбивает пространство на два мно-
жества, которые на рисунке 2.35 заштрихованы.
Объединение этой плоскости ос с одним из образо-
вавшихся множеств и называется полупростран-
ством. Плоскость ос называется границей полупро-
странства. Из рисунка 2.35 ясно, что плоскость ос
определяет сразу два полупространства.

5 2. Отрезки

6. Понятие отрезка. На рисунке 2.36 выделена
Часть прямой, ограниченная двумя точками. Та-
кая часть прямой называется отрезком. Точки, ог-
раничивающие отрезок, называются его концами.

Рис. 2.36
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На этом рисунке изображен отрезок с концами в
точках А и В. Отрезок АВ содержит точки А, В и
все точки прямой АВ, лежащие между точками
А и В.

Отрезки обозначаются двумя буквами, характе-
ризующими концы отрезка: АВ, СВ, МК и т. д.

На рисунке 2.37 изображен куб, его ребра _ от-
резки, всего их 12: АВ, ВС, СВ, ВА, АА1, ВВ1, СС1,

ВВІ, А1В1, ВІСІ, СІВІ, ВІАІ.

'7. Измерение длины отрезка. Каждому отрезку
соответствует его длина. Длину отрезка часто на-
зывают расстоянием между двумя точками, яв-
ляющимися концами этого отрезка. Процесс нахож-
дения длин отрезков называется измерением длин
отрезков.

Измерить отрезок _ это значит сравнить его с
некоторым отрезком, принятым за единицу изме-
рения.

Так, если в отрезке АВ метр укладывается 5 раз,
то говорят, что длина отрезка равна 5 м. Если отре-
зок, принятый за единицу измерения, не уклады-
вается целое число раз в измеряемом отрезке, еди-
ницу делят на равные части, обычно на 10 равных
частей, и определяют, сколько раз одна часть укла-
дывается в остатке.

Основное свойство измерения от-
резков:

каждый отрезок имеет определенную длину
больше нуля. Длина отрезка равна сумме длин
частей, на которые он разбивается любой его точ-
кои.



ё 2. Отрезки 391

На рисунке 2.38 отре-
зок МК содержит точку -
А. Тогда длина отрезка
МК равна сумме длин Рис. 2.38
отрезков МА и АК:
МК = МА +АК.

Определение. Отрезки равны, если равны их
длины.

Можно определить равные отрезки по-другому.
Определение. Отрезки равны, если при наложе-

нии друг на друга они совпадают.

8. Расстояния Между точками и их свойства.
Длину отрезка иначе называют расстоянием меж-
ду точками.
Свойства расстояни й Между точ-

ками
1. Расстояние от точки А до точки В положитель-

но, если точки различны, и равно нулю, если они
совпадают: АВ > О, еслиА ф В, иАВ = О, еслиА = В.

2. Расстояние от точки А до точки В равно рас-
стоянию от точки В до точки А: АВ = ВА.

3. Для любых трех точек А, В и С расстояние от
А до С не больше (меньше или равно) суммы рас-
стояний отА до В и от В до С: АС <АВ + ВС.

Точка А лежат между точками В и С, если рас-
стояние от точки В до точки А плюс расстояние от
точки А до точки С равно расстоянию от точки В до
точки С, то есть ВА + АС = ВС.

Используя понятие «лежать между», можно дать
определения понятию отрезка и середине отрезка.

Определение. Отрезком АВ называется фигура,
состоящая из точек А, В и всех точек, лежащих
между ними.
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Определение. Точка В называется серединой от-
резка АС, если:

1) В лежит Между А и С,
2) АВ = ВС.
Опираясь на известные аксиомы, определения и

свойства, можно доказать важную теорему курса
геометрии _ неравенство треугольника.

Теорема 2. Для любых точек А, В и С, не прина-
длежащих одной прямой, расстояние АС меньше
расстояний АВ и ВС, то есть АС < АВ + ВС.

П р и м е р. На прямой даны три точки О, Р и
М. Известно, что ОМ = 14 см, ОР = 8 см, РМ =
= 6 см. Лежит ли точка Р между О и М? Может ли
точка В принадлежать отрезку РМ, если ВМ =
= 5 см, РВ = 4 см? Объясните ответ.

Р е Ш е н и е. Точка Р лежит между точками О и
М, если ОР + РМ = ОМ. Проверим выполнение
этого условия: 8 см + 6 см = 14 см.

В ы в о д: точка Р лежит между точками О и М.
Точка В принадлежит отрезку РМ, если она ле-

жит между точками Р и М, т. е. РВ + ВМ = РМ.
Проверим: 4 см + 5 см = 9 см, а по условию РМ =
= 6 см.

В ы в о д: точка В не принадлежит отрезку РМ.

5 З. Ломаная

9. Понятие ломаной. На рисунке 2.39 изображе-
ны несколько точек А1, А2, АЗ, А4, А5, которые

последовательно соединены отрезками А1А2, А2А3,
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А3А4, А4А5. В результате А2
получилась геометрическая Аз
фИГУра А1А2А3А4А5, КОТО-

рая называется ломаной. А1
Определение. Ломаной

А1А2А3...Ап называется фи-
гура, которая состоит из то- АБ
ЧЄК А1, А2, АЗ, ... Ап И

соединяющих их отрезков
А1А2, А2А3, и. , Ап _ 1Ап. ТОЧКИ А1, А2, АЗ, Н., Ап

называются вершинами ломаной, а отрезки А1А2,
А2А3, Ап_1Ап _ звеньяма ломаной.

При построении ломаной соседние отрезки не
должны лежать на одной прямой. Точки А1 и Ап
называются соответственно началом и концом ло-
маной, а составляющие ее отрезки называются
звеньяма ломаной (рис. 2.39).

Определение. Если концы ломаной совпадают,
то ее называют замкнутой.

На рисунках 2.41, 2.42, 2.44 изображены зам-
кнутые ломаные.

А4

Рис. 2.39

Рис. 2.40 Рис. 2.41 РИС. 2.42

А
Рис. 2.43 Рис. 2.44
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Ломаная иногда может пересекать сама себя,
т. е. не соседние по порядку звенья ломаной имеют
общие точки. В этом случае ломаная называется
самопересекающейся или непростой (рис. 2.43,
2.44). Если таких самопересечений нет, то ломаная
называется простой. На рис. 2.40, 2.41 изображе-
ны простые ломаные.

10. Длина ломаной. Длина ломаной равна сум-
ме длин ее звеньев.

Можно доказать теорему о длине ломаной.

Теорема З. Длина ломаной больше расстояния
между ее концами.

П р и м е р. Звенья ломаной ЕРМО таковы: ЕР =
= 1 см, РМ = 4 см, МО = 2 см. Может ли отрезок
ЕО равняться: а) 0,5 см; б) 8 см?

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:

1. Ломаная ЕРМО. дано
2. ЕР = 1 см, РМ = 4 см, МО = 2 см. (рис, 2,45)

3. Может ли отрезок ЕО равняться: а) 0,5 см;
б) 8 см.

На рис. 2.45 нет отрезка ЕО.
4. Построим отрезок ЕО (построение) (рис. 2.46).
Связь между данной ломаной ЕРМО и отрезком

ЕО определяет теорема о длине ломаной.

М М

Рис. 2.45 Рис. 2.46
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5. Длина ломаной ЕРМО должна быть Не мень-
ше длины отрезка ЕО (1, 2, 4, теорема 3).

6. Длина ломаной ЕРМО равна '7 см (1, 2).
'7. Длина отрезка ЕО должна быть не больше

'7 см (4, 5).
8. Длина отрезка ЕО Может быть равна 0,5 см,

но не Может быть равна 8 см (1, 2, 7).

5 4. Углы

11. Луч. На рисунке 2.47 изображена прямая а,
на ней отмечена точка В, которая разделяет пря-
мую а на три части:

1) первая состоит из точек, лежащих левее точ-
ки В;

2) вторая состоит из самой точки В;
3) третья состоит из точек, лежащих правее точ-

ки В.
Объединение первого или третьего множеств с

точкой В называется лучом или полупрямой. Таким
образом, точка В определила на прямой а два луча.

Точка В называется началом каждого из этих
лучей или начальной точкой полупрямой.

С

Рис. 2.47 РИС- 2-48 Рис. 2.49
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Луч обозначается латинскими буквами: одной
строчной (Например, І на рис. 2.48) или двумя за-
главными, одна из которых обозначает начало лу-
ча, а вторая _ какую-либо точку на луче (напри-
мер, луч ВС на рис. 2.49).

Полупрямые прямой а, на которые она разбива-
ется точкой В, называются дополнительными.

В повседневной жизни мы часто употребляем
понятие направления: направление движения пе-
шехода или автомобиля, направление удара мяча в

футбольном матче, направ-
ление полета самолета или

І ракеты и т. д.
При задании направления

используют понятие луча. В
геометрии считают, что на-
правление задается лучом, а
определить понятие «на-
правление» можно как мно-
жество лучей, сонаправлен-
ных (одинаково направлен-
ных) с данным (рис. 2.50).

1. Если два луча лежат на одной прямой, то бу-
дем считать их одинаково направленными, если
один из них содержится в другом, и противопо-
ложно направленными, если один из них не содер-
жится в другом.

2. Если два луча параллельны, но не лежат на
одной прямой, то проведем через их начала плос-
кость, которая разделит пространство на два полу-
пространства. Если лучи лежат в одном из зтих по-
лупространств, то они сонаправлены (рис. 2.51).
Если же лучи лежат в разных полупространствах,
то они противоположно направлены (рис. 2.52).

Рис. 2.50
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її

Рис. 2.51 Рис. 2.52

12. Понятие угла. На рисунке 2.53 два луча ОА
и ОВ имеют общее начало. Эти два луча с общим
началом всегда лежат в одной плоскости.

При таком расположении лучи разбивают плос-
кость, которую они образуют, на две части (рис. 2.54).
Эти части плоскости вместе с образовавшими их
лучами в геометрии называются углами.

Определение. Углом называется фигура,
состоящая из двух различных лучей с общим
началом и ограниченной ими части плоскости.

На рисунке 2.54 лучи ОА и ОВ имеют общее
начало _ точку О и разбивают плоскость на две
части. Исходя из определения угла, получили два
различных угла.

Рис. 2.53 Рис. 2.54
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Точка, из которой выходят ограничивающие угол
лучи, называется вершиной угла, а сами лучи _
сторонами угла (рис. 2.55). Лучи ОА и ОС на этом
рисунке определяют два угла.

Весь угол изобразить на рисунке нельзя, как
нельзя на рисунке изобразить весь луч. Каждый
угол в действительности продолжается бесконечно.
На рисунке 2.56 выделены только части изобра-
женных углов.

Слово<<угол›› иногда заменяют знаком А. Часто
при изображении угла чертят только выходящие
из вершины начальные участки его сторон, а ту
часть, которую хотят указать, обозначают дужкой
(рис. 2.57).

Угол обозначается или одной заглавной буквой,
поставленной у вершины угла, например: 4А
(рис. 2.57), или тремя буквами, из которых одна

Вершина _
О Сторона С

Рис. 2.55 Рис. 2.56

А

Рис. 2.57
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ставится при вершине угла, а две другие _
у каких-нибудь точек сторон, Например: АВАІ)
(рис. 2.57). Буква, стоящая при вершине угла,
всегда записывается между двумя другими буква-
ми. Иногда угол обозначают цифрой, поставленной
внутри угла (рис. 2.58).

Для изучения свойств углов используется поня-
тие луча, проходящего между сторонами угла.

Определение. Луч проходит между сторонами
данного угла, если он исходит из его вершины и
пересекает какой-нибудь отрезок с концами на сто-
ронах угла.

На рисунке 2.59 луч ОВ проходит между сторо-
нами углаАОС, так как он исходит из вершины уг-
ла АОС и пересекает отрезок МР. Концы отрезка
МР лежат на сторонах угла АОС.

Возьмем луч АС (рис. 2.60) и будем поворачи-
вать его вокруг точки А против часовой стрелки,
например, до положения АВ, тогда его последова-
тельные положения «заметут» угол со сторонами АС
и АВ.

Продолжая вращать луч в том же направлении,
мы будем получать все новые и новые углы. В оп-
ределенный момент оба луча составят прямую ли-
нию (рис. 2.61). Такой угол называется разверну-
тым углом.

А
М в

// В в_1 'о Р с А с

Рис. 2.58 Рис. 2.59 Рис. 2.60
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с*В С _
в д

Рис. 2.61
Рис. 2.62

С
В °_

Рис. 2.64
Рис. 2.65 Рис. 2.63

Развернутый угол есть часть плоскости, ограни-
ченная прямой, т. е. полуплоскость (рис. 2.62).
Сторонами развернутого угла являются две допол-
нительные полупрямые.

Определение. Развернутым углом называют
угол, стороны которого являются дополнительны-
ми полупрямыми одной прямой.

Если продолжить вращение луча дальше, чем
показано на рисунке 2.62, то будут получаться но-
вые углы (рис. 2.63), пока луч не вернется в свое
первоначальное положение (рис. 2.64).

Самый большой возможный угол, полученный в
ходе вращения луча, называется полным углом.
Полный угол, в сущности, есть вся плоскость
(рис. 2.65), а не ее часть, ограниченная двумя лу-
чами.

13. Измерение углов. Каждый угол характери-
зуется его величиной, которая называется градусной
мерой угла. Измерение углов осуществляется анало-
гично измерению отрезков _ оно основано на срав-
нении их с углом, принятым за единицу измере-
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ния. Обычно за единицу Измерения углов прини-

мают градус _ угол, равныйЁ Части развернутого

угла. Градус обозначают знаком «°››.
Градусную меру часто называют просто величи-

ной угла. Величина угла, равного Ё части граду-

са, называется минутой и обозначается знаком

«'››, Ё часть минуты называется секундой и обо-

значается знаком «”››. Например, угол в 60 граду-
сов 32 минуты 17 секунд записывается так:
60°32'1'7”.

Так как градус составляет Ё часть развернуто-

го угла, развернутый угол равен 180°.
Определение. Положительное число, которое по-

казывает, сколько раз градус и его части уклады-
ваются в данном угле, называют градусной мерой
угла.

В зависимости от градусной меры углы бывают
трех видов: острые, прямые и тупые.

Определение. Угол, равный 90°, называют пря-
мым углом. Прямой угол обозначается буквой сі.
Угол, меньший 90°, называют острым углом. Угол,
больший 90°, называют тупым углом.

Градусные меры угла обозначаются или так же,
как сами углы, или буквами греческого алфавита.
Например, запись 4АОВ = 45° читается: величина
(или градусная мера) угла АОВ равна 45 градусам.
На рисунке 2.66 величина острого угла записана:
ос < 900, читаем: величина угла ос меньше 90 граду-
сов. Аналогично записываются и читаются величи-
ны прямого и тупого углов (рис. 2.67, 2.68).
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ОС

ос<90° ос=90° ос>90°

Рис. 2.66 Рис. 2.67 Рис. 2.68

Основные свойства измерения углов
Каждый угол имеет определенную градусную

меру, большую нуля. Развернутый угол равен
180°. Градусная Мера угла равна сумме градусных
мер углов, на которые он разбивается любым лу-
чом, проходящим между его сторонами.

Например, на рисунке 2.69 луЧ ОС проходит
между сторонами угла АОВ, градусная мера угла
АОВ равна сумме градусных мер углов АОС и СОВ,
то есть ААОВ = ААОС +АСОВ.

Для измерения градусных мер углов (величин
углов) на уроках геометрии применяется транс-
портир (рис. 2.70). На рисунке 2.71 показано, как
с помощью транспортира можно измерять угол в
30°, 90°, 12О°. На рисунке 2.72 показано, как с по-
мощью транспортира можно отложить от полу-
прямой ОА в верхнюю полуплоскость угол с данной
градусной мерой 60°.

Рис. 2.69 Рис. 2.70
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Рис. 2.71 Рис. 2.72

П р и М е р. Между сторонами угла СОВ, равного
12О°, проходит луч ОА. Найдите углы СОА и АОІ),
если их градусные меры относятся как 4 : 2.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:

1. 4001) = 12О°.
2. Луч ОА проходит между сторонами
угла сов. дано
3. 400А : 4А01) = 4: 2.

Найдите градусные меры углов СОА и АОІЭ.
4. 400А + 4АОІ) = 4001) (2, свойства измере-

ния углов).
5. Так как градусные меры углов СОА и АОІЭ от-

носятся как 4 : 2, то можно считать, Что АСОІЭ со-
стоит из 6 частей (1, 2, 3, 4).

6. исоА= %-4=80°,4Ао1э=%-2=40°.

14. Равенство углов. Биссектриса угла. Как и
при определении равенства отрезков, рассматрива-
ются два определения равенства углов.

Определение. Углы равны, если равны их
градусные меры.
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На рисунке 2.73 изображены два угла АВС и
ВЕМ, величины которых равны, а значит, по опре-
делению, эти углы равны. Равенство углов обозна-
чается так: ААВС = 41ЭЕМ.

А В

' т

В С Е М

Рис. 2.73

Определение. Углы называются равными, если
их можно совместить наложением друг на друга.

Развернутые углы при наложении всегда Могут
быть совмещены. Отсюда следует, что все развер-
нутые углы равны Между собой. Полные углы
равны между собой.

Пусть есть два угла: 41 и 42 (рис. 2.74). Если
угол 1 наложить на угол 2 так, чтобы их вершины
совпали, одна из сторон угла 1 совместится со
стороной угла 2, но при этом угол 1 составит только
часть угла 2 (рис. 2.75). В этом случае говорят, что
величина угла 1 меньше величины угла 2. Можно
сформулировать по-другому: угол 1 меньше угла 2.

Используя понятие равенства углов, можно дать
определение одному из важных понятий геометрии _
биссектрисе угла.

2
/ 2 1

Рис. 2.74 Рис. 2.75
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Определение. Биссектрисой угла называется
луч, который исходит из вершины угла, проходит
между его сторонами и делит угол пополам.

На рисунке 2.76 луч ОМ _ биссектриса угла
АОВ, при этом 4АОМ = АВОМ.

А

В А О С

Рис. 2.76 Рис. 2.77

15. Смежные углы.
Определение. Два угла называются смежными, ес-

ли у них одна сторона общая, а другие стороны этих
углов являются дополнительными полупрямыми.

На рисунке 2.77 4ВОА и 4ВОС являются смеж-
ными, так как лучи ОА и ОС _ дополнительные по-
лупрямые, а луч ОВ _ общая сторона этих углов.

Теорема 4. Сумма смежных углов равна 1800.

Из теоремы 4 вытекают следующие следствия _
свойства смежных углов.

Следствие 1. Если два угла равны, то смеэкные с
ними углы равны.

Следствие 2. Угол, смежный с прямым углом,
есть прямой угол.

Следствие 3. Угол, смежный с острым, является
тупым, а смеэкный с тупым _ острым.
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16. Вертикальные углы. На рисунке 2.78
изображены две пересекающиеся в точке О прямые
АВ и СВ. При пересечении этих прямых образова-
лось четыре угла: 41, 42, 43, 44.

Определение. Два угла называются вертикаль-
ными, если стороны одного угла являются допол-
нительными полупрямыми сторон другого.

На рисунке 2.78 углы 1 и 3, 2 и 4 вертикальные.

с! В

О

А К]

Рис. 2.78 Рис. 2.79

Теорема 5. Вертикальные углы равны.

Очевидно, что две пересекающиеся прямые об-
разуют смежные и вертикальные углы. Смежные
углы дополняют друг друга до 180°. Угловая мера
меньшего из них называется углом между прямы-
ми.
Пример. На рисунке 2.79 угол СОІЭ равен

300. Чему равны углы АОК и ВОК?
Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Прямые СК иАІ) пересекаются
в точке О. даНО
2. 4001) = 300. (рис. 2.79)
3. Найдите углыАОК и ВОК.

4. Углы СОІ) и АОК вертикальные (1, опреде-
ление вертикальных углов).
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5. ААОК = 30о (2, свойство вертикальных уг-
лов).

6. Угол ВОК смежный с углом СОІЭ (1, опре-
деление смежных углов).

'7. АВОК = 180° - 4001) = 180° - 30° = 150° (6,
свойство смежных углов).

55. Треугольники

17. Определение треугольника. Некоторые ви-
ды треугольников.

Определение. Треугольником называется фигу-
ра, которая состоит из трех точек, не лежащих на
одной прямой, трех отрезков, попарно соединяю-
щих эти точки, а также части плоскости, ограни-
ченной этими отрезками.

Точки называются вершинами треугольника, а
отрезки _ его сторонами. Часть плоскости, ограни-
ченную сторонами треугольника, иногда называют
внутренней областью треугольника.

Треугольник обозначается В
его вершинами. На рисунке
2.80 изображен треугольник
АВС: А, В, С _ его вершины, а
отрезки АВ, ВС, АС _ его сто- А с
роны. Вместо слова «треуголь- _
ник›› употребляется символ Рис 2 80
«А».

В зависимости от длин сторон треугольника
(длин отрезков) выделяют разные виды треуголь-
ников.

Определение. Треугольник называют равнобед-
ренным, если у него две стороны равны. Эти рав-
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ные стороны называют боковыми сторонами, а
третью сторону называют основанием равнобедрен-
ного треугольника.

В равнобедренном треугольнике АВС на рисунке
2.81 АВ = ВС, основание АС.

Определение. Треугольник, у которого все сто-
роны равны, называется равносторонним или пра-
вильным.

На рисунке 2.82 у равностороннего треугольни-
ка КМР КМ = МР = РК.

В

Рис. 2.81 Рис. 2.82

Существует очень важное свойство треугольни-
ка _ неравенство треугольника.

Теорема 6. В любом треугольнике каждая сто-
рона Меньше суммы двух других его сторон.

Это свойство выполняется для любого вида тре-
угольников _ равнобедренных, равносторонних
и др.

Неравенство треугольника является условием
существования треугольника.

Есть еще одно понятие, связанное с длинами
сторон треугольников, _ периметр треугольника.
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В

Рис. 2.83 Рис. 2.84

Определение. Периметром треугольника называ-
ют сумму длин его сторон.

Периметр треугольника обозначается буквой Р.
На рисунке 2.83 у треугольника АВС АВ = с см,
ВС=исМ, СА=17сМ.

Р=с+а+Ь(см)

На рисунке 2.84 у треугольника АВС точки К,
М, Р _ середины сторон АВ, ВС и АС соответствен-
но. Если соединить середины сторон ААВС, то но-
лучим тоже треугольник КМР (рис. 2.85). Каждый
из отрезков КМ, МР и РК называют средней лини-
ей треугольника.

Определение. Средняя линия треугольника _
это отрезок, соединяющий середины двух его сто-
рон.

На рис. 2.85 АМКР со- В
ставлен из средних линий
ААВС.

К М
Теорема 7. Средняя ли-

ния треугольника парал-
лельна третьей его стороне, а А Р С
ее длина равна половине
длины этой стороны. Рис. 2.85
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в На рисунке 2.86 МЫ _
средняя линия ААВС. На ос-
новании т. '7 МП || АС и

М Ы 1

Если соединить вершину
треугольника с серединой

РИС- 2-86 нротиволежащей стороны, то
полученный отрезок называ-

ют медианой треугольника. На рисунке 2.87 АМ _
медиана треугольникаАВС, при этом ВМ = СМ.
У любого треугольника есть три медиань1

(рис. 2.88).

А С

В В

Рис. 2.87 Рис. 2.88

Теорема 8. Все три медиань1 треугольника нере-
секаются в одной точке; точка пересечения медиан
в треугольнике отсекает от каждой медиань1
третью часть, считая от соответствующей стороны.

П р и м е р. Существует ли треугольник АВС со
сторонами: а)АВ = 5 см, АС = 18 см, ВС = '7 см;
б)АВ = 7см, АС = 8см, ВС = 12 см?

Р е ш е н и е. а) Из условия задачи имеем:

1. ААВС.
2.АВ = 5 см, АС = 18 см, } дано (рис. 2.89)
ВС = '7 см.
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3. Существует ли ААВС?
О существовании треугольника говорит т. 6 _

неравенство треугольника.
4. В ААВС для его сторон должны выполнять-

ся неравенства (т. 6):
Ав < Ас + во, (1)
Ас < Ав + во, (2)
во < Ав +Ас. (з)

5. В случае а) неравенство (2) не выполняется
(1, 2, 4).

6. ААВС в этом случае не существует (5).
В случае б) неравенства (1)_(3) выполняются,

т. е. треугольник существует.

18. Углы треугольника. Пусть дан треугольник
АВС (рис. 2.90), вершинаА и лучи АВ и АС задают
два угла. Тот из углов, которому принадлежит сам
треугольник АВС, называют его внутренним уг-
лом. Для краткости внутренними углами треуголь-
ника называют и величины этих углов. Говоря
«угол треугольника» , имеют в виду его внутренний
угол. Так же определяются углы треугольника при
вершинах В И С.

В треугольнике АВС против вершиныА (или угла
А) лежит сторона ВС, и наоборот, против стороны
ВС лежит вершинаА (или уголА). Про вершинуА и

А А С

Рис. 2.89 Рис. 2.90
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В угол А говорят, что они проти-
волежищие стороне ВС. О сто-
роне ВС также говорят, что она
противолежищия вершине А и
углу А. Сторону, противолежа-
щую вершине А, часто обозна-

А чают буквой и (рис. 2.91). Точно
С так же сторона АС _ противоле-

жащая вершине (и углу) В. Эту
сторону обозначают буквой І).

А сторона АВ, противолежащая вершине (и углу) С,
обозначается с.
Углы А и В в треугольнике АВС называют приле-

жищими к стороне АВ. Точно так же углы В и С _
прилежащими к стороне ВС, а углы С иА _ приле-
жащими к стороне СА.

Стороны и углы треугольника называют его
элементами.

По виду углов треугольников различают три
вида треугольников:

а) остроугольные, у которых все углы острые
(рис. 2.92);

б) прямоугольные, у которых один из углов
прямой (рис. 2.93);

в) тупоугольные, у которых один из углов тупой
(рис. 2.94).

Стороны прямоугольного треугольника, обра-
зующие прямой угол, называют китетими, а сто-
рону, противолежащую прямому углу, называют
гинотенузой (рис. 2.93).

Определение. Биссектрисой треугольника на-
зывают отрезок биссектрисы угла треугольника,
соединяющий вершину с точкой на противополож-
ной стороне.

Рис. 2.91
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В

А С В Катет С

Рис. 2.92 Рис. 2.93

А
В

А С В В С

Рис. 2.94 Рис. 2.95

На рисунке 2.95 отрезок АІ) является биссект-
рисой ААВС, так как 4ВА1) = дСАІЭ.

Для биссектрис углов справедлива такая тео-
рема.

Теорема 9. Биссектрисы треугольника пересе-
каются в одной точке.

19. Высота треугольника. Кроме Медианы и бис-
сектрисы в треугольниках вводят понятия их вы-
сот.

Определение. Высотой треугольника, опущен-
ной из вершины, называют перпендикуляр, прове-
денный из этой вершины к прямой, содержащей
противолежащую сторону треугольника.

На рисунках 2.96, 2.97 изображены два тре-
угольника, у которых проведены высоты из верши-
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В В

А 1) с В А С

Рис. 2.96 РИС. 2.97

В

0

В С

4? т
О

М
А с

Рис. 2.98 Рис. 2.99

ньІ В. На рисунке 2.96 основание высоты _ точка
1) _ лежит на стороне треугольника АС, на
рисунке 2.97 _ на продолжении АС.

Если треугольник остроугольный, то все осно-
вания высот принадлежат сторонам треугольни-
ка (рис. 2.98), а у тупоугольного треугольника
две вь1соть1 попадают на продолжения сторон
(рис. 2.99).

Три вь1соть1 в остроугольном треугольнике АВС
пересекаются в одной точке О (рис. 2.98). Эту точ-
ку называют ортоцентром треугольника.

Теорема 10. Три вь1соть1 треугольника пересека-
ются в одной точке.
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20. Сумма углов треугольника. Для любого тре-
угольника имеет Место теорема о сумме углов
треугольника.

Теорема 11. Сумма углов треугольника равна
180°.

На рисунке 2.100 углы треугольникаАВС 1, 2 и 3.
По теореме 11 41 + 42 + 43 = 180°.

Из теоремы 11 следует, что у любого треугольни-
ка хотя бы два угла острые. Из этой теоремы можно
вывести свойства внешних углов треугольника.

Определение. Внешним углом треугольника при
данной вершине называют угол, смежный с углом
треугольника при этой вершине (рис. 2.101).

В

А

А!
К _

С А С В

Рис. 2.100 Рис. 2.101

Можно доказать следующее свойство внешнего
угла треугольника.

Теорема 12. Внешний угол треугольника равен
сумме двух внутренних углов, не смежных с ним.

Из теоремы 12 следует, что внешний угол тре-
угольника больше любого внутреннего угла, не
смежного с ним.
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П р и м е р. В треугольнике АВС 4А = 600, 4В =
= 80°. БиссектрисаАІ) этого треугольника отсекает
от него ААСІЭ. Найдите углы этого треугольника.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. ААВС.
2. 4А = 60°, 4В = 80°. } дано (рис. 2.102)
3. АБ _ биссектриса ААВС.

4. Найдите углы ААСІЭ.
Из условия задачи мож-

но записать:
5.2А+2В+2С=180°

(т. 11).
6. АС = 4О° (1, 2, 5).
'7. АВАІ) = 40АІ) = 30°

Рис. 2_102 (1, 2, 3, определение бис-
сектрисы).

Рассматривая углы в ААСІЭ, можно записать:
8. 4ВВА = 180о - 30° - 80° = 7О° (1, 2, '7, т. 11).
9. дСІЭА = 110° (8, определение смежных углов).
10. АС = 4О°, 4АІЭС = 110°, дВАС = 30° (2,

6, 8).

21. Свойства равнобедрегшого треугольника. Рав-
нобедренный треугольник обладает рядом важных
свойств.

Теорема 13. В равнобедренном треугольнике уг-
лы при основании равны.

Теорема 14. Если в треугольнике два угла рав-
ны, то он равнобедренный.

Теорема 15. В равнобедренном треугольнике ме-
диана, проведенная к основанию, является бис-
сектрисой и высотой.



ёБ. Треугольники 417

Можно также доказать, что в равнобедренном
треугольнике высота, проведенная к основанию,
является биссектрисой и медианой. Аналогично
биссектриса равнобедренного треугольника, прове-
денная из вершины, противолежащей основанию,
является медианой и высотой.

П р и м е р. В треугольнике АБВ угол 1) равен
90°. На продолжении стороны АІ) отложен отрезок
ВС = АБ (точка 1) лежит Между точками А и С).
Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. в ААВС 41) = 900,
2, ВС = ВА_ Ъ даНО (рис. 2.103)

3. ААВС _ равнобедренный В
(требуется доказать).

Чтобы доказать п. 3, нужно до-
казать, например, чтоАВ = СВ. Что І І
для этого нужно сделать (дока- А ' 1) ' 'с
зать)? Ответ: доказать равенство Рис” 2.103
ААВІ) и АСВІ).

4. ВВ _ общая сторона. ААВІ) и АСВІ) (1,2).
5. ААВІ) = АСВІ) (1, 2, 4, признак равенства

прямоугольных треугольников по двум катетам).
6. АВ = СВ (5).
'7. ААВС _ равнобедренный (6).

22. Равенство треугольников. Треугольники АВС
и А1В1€1называют равными, если

АВ = А1В1, ВС = В1СІ, АС = А1С1,

ДА = ДА1, ДВ = ДВІ, ДС = ДСІ.

Кратко это выражают словами: треугольники
равны, если у них соответствующие стороны и со-
ответствующие углы равны.
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Существует еще один подход к понятию равенст-
ва фигур Через их наложение одной на другую.
Тогда: два треугольника равны, если их Можно
совместить наложением одного на другой.

Таким образом, если два треугольника равны,
то элементы (то есть стороны и углы) одного тре-
угольника соответственно равны элементам друго-
го треугольника. В равных треугольниках против
равных сторон (т. е. совмещающихся при наложе-
нии) лежат равные углы; и наоборот: против соот-
ветственно равных углов лежат равные стороны.
Так, например, в равных треугольниках АВС и
А1В1С1, изображенных на рисунке 2.104, против
соответствующих равных сторон АВ и А1В1 ле-
жат равные углы С и С1.

Равенство фигур обозначается знаком =. Запись
ААВС = АА1В1С1 Читается «треугольник АВС
равен треугольнику А1В1С1».

Запись ААВС = АА1В1С1 понимается так: 4А =
= 1141, ДВ = ДВІ, ДС = 401, а Также А1В1 = АВ,

АІСІ =АС, ВІСІ = ВС.

На рисунке равные углы треугольника отмеча-
ют одинаковым числом дуг, а равные стороны _
одинаковым числом черточек. На рисунке 2.104
ААВС = АА1В1С1. По тому, как отмечены углы в
этих треугольниках, можно заметить, что 4А =

в в1

А “і С А1 “і С1

Рис. 2.104
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= 4А1, 4В = 4В1, 40 = 401, а также АВ =
= А1В1, ВС = ВІСІ, АС =А101.

Для того, чтобы каждый раз не сравнивать все
шесть элементов треугольников, существуют призна-
ки равенства треугольников по трем их элементам.

Теорема 16 (признак равенства треугольников
по двум сторонам и углу между ними). Если две
стороны и угол между ними одного треугольника рав-
ны соответственно двум сторонам и углу между ними
другого треугольника, то такие треугольники равны.

Теорема 17 (признак равенства треугольников
по стороне и нрилежащим к ней углам). Если
сторона и нрилежащие к ней углы одного треуголь-
ника равны соответственно стороне и нрилежащим
к ней углам другого треугольника, то такие тре-
угольники равны.

Теорема 18 (признак равенства треугольни-
ков по трем сторонам). Если три стороны одного
треугольника равны соответственно трем сторонам
другого треугольника, то такие треугольники равны.

П р и м е р. Точки В и 1) лежат в разных полу-
нлоскостях относительно прямой АС (рис. 2.105).
Известно, Что АВСА = АВАС и АВСВ = АВАІ). До-
кажите, что ААВС = АСВА.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:

1 . Точки В и 1) лежат в разных полу-
нлоскостях относительно прямойАС. дано
2. иВСА = ЦЭАС. (рис. 2.105)
3. дВСВ = 4ВАВ.
4. ААВС = АСВА (требуется доказать).
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Рис. 2.105 Рис. 2.106

Нужно доказать равенство треугольников АВС и
ВСА, а для этого Нужно использовать один из при-
знаков равенства треугольников. В данном случае
естественно применить признак по стороне и двум
прилегающим углам.

5. АС _ общая сторона. ААВС и АСВА (1).
6. АВАС = АВСА, так как эти угльІ полученьІ

вьІЧитанием из равных углов ВСІЭ и ВАВ равных
углов ВСА и ВАС (1, 2, 3).

'7. ААВС = АСВА (1, 5, 6, признак равенства
треугольников по стороне и прилегающим двум уг-
лам).

23. Прямоугольный треугольник. Теорема Пи-
фагора.

Определение. Треугольник называют прямо-
угольным, если у него есть прямой угол.

На рисунке 2.106 изображен треугольник АВС,
у которого угол В прямой, значит, этот тре-
угольник прямоугольный.

Так как сумма углов треугольника равна 1800,
то у прямоугольного треугольника только один
прямой угол. Два других угла у прямоугольного
треугольника острь1е, причем они дополняют друг
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друга до 900. Сторону прямоугольного треугольни-
ка, противолежащую прямому углу, называют ги-
потенузой, две другие стороны называют кате-
тами. ААВС, изображенный на рисунке 2.106,
прямоугольный, АВ _ прямой, АС _ гипотенуза,
ВА и ВС _ катеты.

Для прямоугольных треугольников имеют место
следующие признаки их равенства.

Теорема 19 (признак равенства по гипотенузе
и острому углу). Если гипотенуза и острый угол
одного прямоугольного треугольника соответствен-
но равны гипотенузе и острому углу другого тре-
угольника, то такие треугольники равны.

Теорема 20 (признак равенства по двум кате-
там). Если два катета одного прямоугольного тре-
угольника соответственно равны двум катетам дру-
гого прямоугольного треугольника, то такие тре-
угольники равны.

Теорема 21 (признак равенства по гипотенузе
и катету). Если гипотенуза и катет одного прямо-
угольного треугольника соответственно равны ги-
потенузе и катету другого треугольника, то такие
треугольники равны.

Можно доказать, что в прямоугольном треуголь-
нике с углом 30о катет, противолежащий этому уг-
лу, равен половине гипотенузы.

В треугольнике АВС, изображенном на рисунке
2.107, АС прямой, АВ = 300. Значит, в этом тре-

угольнике СА = ЁАВ.



422 Глава І. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФИГУРЫ

_І
С И С Ь А

Рис. 2.107 Рис. 2.108

В нрямоугольном треугольнике снраведлива
теорема Пифагора, названная в честь древнегрече-
ского ученого Пифагора, жившего в УІ в. до н. э.

Теорема 22 (теорема Пифагора). В прямо-
угольном треугольнике квадрат гинотенузы равен
сумме квадратов катетов.

Пусть АВС _ данный прямоугольный треуголь-
ник с прямым углом С, катетами а и І) и гипотенузой
с (рис. 2.108). Теорема утверждает, что а2 + 192 = с2.

Из теоремы Пифагора следует, что в прямо-
угольном треугольнике любой из катетов меньше
гинотенузы.

Верна теорема, обратная теореме Пифагора.

Теорема 23. Если квадрат одной стороны тре-
угольника равен сумме квадратов двух других его
сторон, то треугольник прямоугольный.

По теореме, обратной теореме Пифагора, тре-
угольник со сторонами 3, 4 и 5 является прямо-
угольным, так как 52 = 32 + 42. Прямоугольными
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являются также треугольники со сторонами 5, 12,
13; 8, 15, 17 И '7, 24, 25. Прямоугольные треуголь-
ники, у которых длины сторон выражаются целы-
ми числами, называют пифагоровыми треугольни-
ками. Треугольник со сторонами 3, 4, 5 часто на-
зывают египетским треугольником, так как он
был известен еще древним египтянам.

П р и м е р 1. В треугольниках АВС и ВМС, изо-
браженных на рисунке 2.109, АВ = ВМ, АС = ВС,
АВ 1 АС, МВ 1 СВ. Докажите равенство этих тре-
угольников.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. ААВС и АВСМ.
2. АВ = ВМ, АС = ВС. дано (рис. 2.109)
3. ВА іАІЭ, МВ іАІЭ.
4. ААВС = АВСМ (требуется доказать).
5. ААВС и АВСМ прямо- М

угольные (1, 3).
6. ААВС = АВСМ (2, 5, при-

знак равенства прямоугольных
треугольников по двум катетам). С

П р и м е р 2. В прямоуголь-
ном треугольнике через середи-
ну его гипотенузы проведены В
прямые, параллельные его ка- Рис” 2_109
тетам. Найдите периметр обра-
зовавшегося прямоугольника, если катеты тре-
угольника равны 10 и 8 см.

Р е Ш е н и е. Из условия задачи имеем:

1. ААВС _ прямоугольный,
АА_ прямой.
2. 1) _ середина гипотенузы. даНО (рис. 2.110)
з. Ш) ІІ АС,1ЭМ ІІ АВ.
4. Катеты равны 10 см и 8 см.
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В' 5. Найдите периметр прямоу-
гольника АКІЭМ.

_ 1 = = 1К В б.К1)-ёАС 4см,М1) 2АВ

(2, 3, 4, свойства средней линии
ц треугольника).

А М С '7. Периметр треугольникаАКІЭМ
Рис. 2.110 равен 18 см.

56. Многоугольники

24. Общее понятие многоугольника. На рисунке
2.111 изображена замкнутая ломаная Ь с произ-
вольным числом звеньев; эта ломаная разбивает
множество не принадлежащих ей точек плоскости
на две части. Их называют внутренней и внешней
областями относительно этой ломаной. На рисун-
ке 2.111 внутренняя область закрашена.

Две любые точки, лежащие в одной и той же облас-
ти, можно соединить отрезком или ломаной, не пере-
секающей данную замкнутую ломаную (рис. 2.112).
Для точек разных областей этого сделать нельзя.

Во внешней области найдется прямая, которая
вся расположена в этой области. Во внутренней об-
ласти такой прямой нет.

Рис. 2.111 Рис. 2.112
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Определение. Объединение замкнутой ломаной и
ее внутренней области называют многоугольником.

Саму ломаную называют границей многоуголь-
ника, а ее внутреннюю область _ внутренней об-
ластью многоугольника. Звенья границы много-
угольника называют сторонами многоугольникаІ,
а вершины _ вершинами многоугольника.

Треугольник _ это самый нростой многоугольник,
имеющий наименьшее Число вершин и сторон _
три. Далее идут четырехугольники. Они бывают
различными (рис. 2.113).

Многоугольники с большим числом сторон (ня-
тиугольники, шестиугольники и т.д.) уже не име-
ют столько разновидностей, как четырехугольни-
ки. Есть только различия в длинах их сторон и ве-
личине углов.

Отрезок, соединяющий две несоседние вершины
многоугольника, называют его диагональю.

Четырехугольник Прямоугольник

Квадрат Ромб Трапеция

Рис. 2 . 1 1 3

1 Иногда, говоря о стороне многоугольника, имеют в виду и
ее длину.
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В В К

1) СС
ААС А М

Е

Е 1) Р 1)
Рис. 2.114 Рис. 2.115 Рис. 2.116

На рисунке 2.114 изображены диагонали АС и
АВ нятиугольника АВСВЕ.

В геометрии различают выпуклые и невы-
пуклыв многоугольники.

Определение. Многоугольник называют выпук-
лым, если он лежит но одну сторону от каждой
прямой, содержащей его сторону.

На рисунке 2.115 изображен невынуклый мно-
гоугольник, а на рисунке 2.116 _ вынуклый много-
угольник, исходя из данного определения.

25. Углы многоугольника. Пусть дан много-
угольник. Рассмотрим его вершину А и два луча
АВ и АВ, выходящие из вершины А и содержащие
стороны АВ и АВ данного многоугольника (рис.
2.117). Два луча с общим началом, как известно,
задают два угла.

Тот из углов, которому принадлежит сам
многоугольник АВСВ, называют его внутренним
углом (рис. 2.118).

Для краткости внутренним углом многоуголь-
ника иногда называют и величину этого угла.
Ясно, что у каждого п-угольника есть п внутрен-
них углов (иногда слово «внутренний» опускают).

Можно доказать две теоремы о свойствах внут-
ренних углов выпуклых многоугольников.
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В В

В С
АА С С

В 1)

А 1)

Рис. 2.117 Рис. 2.118 Рис. 2.119

Теорема 24. У вьшуклого многоугольника каж-
дый угол Меньше 180°.

Теорема 25. Сумма внутренних углов вьІнукло-
го п-угольника равна (п - 2)180°.

26. Параллелограмм.
Определение. Параллелограмм _ это Четырех-

угольник, у которого нротиволежащие стороны на-
раллельнь1, т. е. лежат на параллельных прямых.

На рисунке 2.119 Четырехугольник АВСІ) _ на-
раллелограмм, у него АВ ІІ ВС и ВС ІІ АВ.

Используя определение нараллелограмма и дру-
гие знания, можно доказать свойства нараллелог-
рамма:

_ сумма внутренних углов нараллелограмма
равна 4сі;

_ каждая диагональ нараллелограмма делит
его на два равнь1х треугольника.

Можно доказать теорему о центре симметрии
нараллелограмма _ еще одно свойство нараллело-
грамма.

Теорема 26. Середина диагонали нараллелог-
рамма является его центром симметрии.

Из теоремы 26 можно получить следующие
следствия.
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Следствие 1. Противоположные стороны парал-
лелограмма попарно равны.

Следствие 2. Противоположные углы паралле-
лограмма попарно равны.

Признаки параллелограмма отвечают на воп-
рос: что надо знать о четырехугольнике, чтобы ут-
верждать, что он является параллелограммом?

Теорема 27. Четырехугольник является парал-
лелограммом, если он имеет две пары равных про-
тивоположных сторон.

Теорема 28. Четырехугольник является парал-
лелограммом, если его диагонали, пересекаясь, де-
лятся пополам.

Теорема 29. Четырехугольник является парал-
лелограммом, если две его противоположные сто-
роны равны и параллельны.

Используя свойства параллелограммов, Можно
доказать очень важную теорему геометрии _ тео-
рему Фалеса.

Теорема 30 (теорема Фалеса). Если параллель-
ные прямые, пересекающие стороны угла, отсека-
ют на одной его стороне равные отрезки, то они от-
секают равные отрезки и на другой его стороне.

Используя теорему Фалеса, можно легко разде-
лить любой отрезок на любое число равных отрезков.

П р и м е р 1. Периметр параллелограмма равен
122 см. Одна из его сторон больше другой на 25 см.
Найдите стороны параллелограмма.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. АВСІ) _ параллелограмм.
2. Периметр параллелограмма
равен 122 см.
3. ВС больше СВ на 25 см.

дано
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4. Найдите стороны параллелограмма.
При решении этой задачи Может помочь так на-

зываемый алгебраический метод. Его суть в сле-
дующем.

5. Обозначим одну сторону параллелограмма х,
дРУГУЮ _ у-

2х + 2у = 122,
6. Получим систему: { х _ у = 25 (1, 2, 3, 5).

'7. Решая эту систему, получим х = 43, у = 18.
8. Стороны параллелограмма равны 18 и 43 см

(5, 7).

П р и м е р 2. Разделите отрезок ОА на пять
равных отрезков.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Отрезок ОА (дан)

(рис. 2.120).
2. Проведем Через

точку О луч ОВ1 и отло-

О А

Рис. 2.120

жим на нем последова- В4 Вз
тельно пять равных от- в3

В2резков (рис. 2.121): 31
ОВ1 = В1В2 = І

= Б4В5. о А
3. Проведем прямую Рис. 2.121

АВ5 и через точки В1, В2,
ВЗ, В4 _ четыре прямые, 35
параллельные этой пря- 34

... Вз
мои (рис. 2.122). 32

4. Эти прямые разде- В1
ляют отрезок ОА на пять \ \ \ \ .\

о А1 А2 А3 А4 Аравных отрезков (1, 2, 3,
теорема 30). Рис. 2.122
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27. Прямоугольник и квадрат.
Определение. Прямоугольник _ это нараллелог-

рамм, у которого все углы прямые.
Определение. Квадрат _ это прямоугольник, у

которого все стороны равны.
Прямоугольник обладает следующими свойст-

вами:
_ серединнь1е нернендикуляры к сторонам нря-

моугольника являются его осями симметрии
(рис. 2.123);

_ у нрямоугольника есть две оси симметрии
(рис. 2.124);

_ диагонали нрямоугольника равны.

в К с В К С

РІ О Г|Т
1)

_І

А М 1) А М

Рис. 2.123 Рис. 2.124

Снраведлива следующая теорема:

Теорема 31. Около нрямоугольника всегда
можно описать окружность.

Так как квадрат является
\В С нрямоугольником (но определе-

нию), то у него есть две оси
симметрии _ серединнь1е нер-
нендикуляры к его сторонам;
можно также доказать, Что ди-

А І 1) агонали квадрата также явля-
ются его осями симметрии

Рис. 2.125 (рис. 2.125).
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П р и М е р 1. Сторона прямоугольника равна
4 см и образует с диагональю угол 60°. Найдите
эту диагональ.

Р е ш е Н и е. Из условия задачи имеем:
1. АВСВ _ прямоугольник.
2. ВС = 4 см. } дано (рис. 2.126)
3. 4ВАС = 60°.
4. Найдите АС.
5. ААВС _ прямоугольный, в нем вІ _с

катет ВС = 4 см, а АВАС = 30°. По свой- 60°
ству катета, лежащего в прямоугольном
треугольнике против угла 30°, ВС =

= ЪАс (1, 2, з).
2 А 1)
6.АС = 8 СМ (5)- Рис. 2.126

28. Ромб.
Определение. Параллелограмм, все стороны ко-

торого равны, называют ромбом.
На рисунке 2.127 изображен нараллелограмм

АВСВ, у которого АВ = ВС = СВ = ВА. По
определению этот нараллелограмм является ромбом.

Так как ромб _ нараллелограмм, то он обладает
всеми свойствами параллелограмма. Кроме того,
у ромба есть и другие свойства.

Теорема 32. Прямая, содержащая диагональ
ромба, является его осью симметрии (рис. 2.128).

А 1)

Рис. 2.127 Рис. 2.128
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Используя теорему 32, Можно доказать следующие
следствия _ свойства ромба.

Следствие 1. Диагонали ромба делят его углы
пополам.

Следствие 2. Диагонали ромба взаимно перпен-
дикулярны.

Квадрат является ромбом, поэтому он обладает
свойствами как прямоугольника, так и ромба.

П р и м е р. Найдите углы ромба, если основание
перпендикуляра, опущенного из вершины тупого
угла, делит сторону ромба пополам.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. АВСВ _ ромб.
2. АК і СВ. } дано (рис. 2.129)
3. АК = ВК.
4. Найдите углы ромба.
5. АВ = ВС = ВС = ВА (1, определение ромба).

Нужно использовать данные
С п. 2 и 3. Это подсказывает допол-

нительное построение:
6. Проведем диагональ ромба

ВВ (рис. 2.130).
А К В '7. ААВВ _ равнобедренный

РИС_ 2_129 с основанием ВВ (5, 6, определение
равнобедренного треугольника).

8. ААВВ _ равнобедренный
В С с основанием АВ (2, 3, признак

равнобедренного треугольника).
9. ААВІ) _ равностороъший (7, 8).

А КІ В 10. АА = 60° (9).
11. АА = АС = 60°, 4В = 41) =

Рис. 2.130 = 120о (1, 10).
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29. Транеция.
Определение. Четырехугольник, две стороны

которого параллельны, а две другие Не парал-
лельны, называется трапецией.

На рисунке 2.131 изображена трапеция АВСВ.
Параллельные стороны трапеции называют ее ос-
нованиями, а непараллельные _ боковыми сторона-
ми (на рис. 2.131 ВС иАВ _ основания, АВ и СВ _
боковые стороны).

Определение. Если боковые стороны трапеции
равны, то трапеция называется равнобедренной.

На рисунке 2.132 АВ = СВ, значит, трапеция
равнобедренная.

А 1) АА \1)

Рис. 2.131 Рис. 2.132

Определение. Транецию, один из углов которой
прямой, называют прямоугольной.

На рисунке 2.133 угол К прямой, значит,
трапеция КЬМЫ прямоугольная.

Определение. Отрезок, соединяющий середины
боковых сторон трапеции, называется средней
линией трапеции.

і \Ы ўтї
Рис. 2.133 Рис. 2.134

1)
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На рисунке 2.134 тоЧки М и Ы _ середины бо-
ковых сторон трапеции. Значит, МЫ _ средняя
линия АВС'ІЭ.

Средняя линия трапеции обладает некоторыми
свойствами: средняя линия трапеции параллельна
основаниям, а длина ее равна полусумме длин ос-
нований.

П р и М е р. Докажите, Что середины сторон равно-
бедренной трапеции являются вершинами ромба.

Р е ш е н и е. Из условия задаЧи имеем:
1. АВСВ _ равнобедренная
трапеция, АВ = ВС.
2. М, Ы, Р, К _ середины сторон дано
трапеции АВСІЭ. (рис' 2'135)
3. ММРК _ Четырехугольник.
4. МЫРК _ ромб (требуется доказать).
Чтобы доказать, Что МЫРК _ ромб, нужно до-

казать, Что МЫ ІІ КР, МК ІІ НР и Что МЫ = НР =
= РК = КМ. Как это сделать?в Ы с^ _ Помогает п. 2 и понятие сред-
ней линии треугольника.

М Р 5. Проведем диагонали АС
и ВВ трапеции (построение)

_ (рис. 2.136).
6. АС= ВВ (5).

РИС- 2-135 7.М1\ї || Ас, МЫ-_ -Ас (5,
теорема 7).

8. КР || АС, КР = ЁАС (5,
теорема 7).

9. МЫ || КР И МЫ = КР (7, 8).
Аналогично получаем, Что

А К В МК || ЫР ИМК = ЫР. Учитывая
РИС- 2-136 п. 6, задаЧа решена.
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30. Правильные многоугольники.
Определение. Многоугольник, у которого все

стороны равны и все углы равны, называют пра-
вильным.

На рисунке 2.137 изображены правильные тре-
угольник, четырехугольник, пятиугольник, шес-
тиугольник, восьмиугольник и десятиугольник.

А С

По теореме 25 о сумме внутренних углов много-
угольников можно вычислить величину каждого
угла правильных многоугольников: для правиль-
ного треугольника _ 60°, для правильного четы-
рехугольника (квадрата) _ 90°, для правильного
пятиугольника _ 108°, для правильного шести-
угольника _ 120°.

Пользуясь этим методом, можно узнать величи-
ну каждого угла любого правильного п-угольника
при любом п. Кроме того, можно решить и обрат-
ную задачу: зная сумму углов правильного много-
угольника, можно найти число его сторон.
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5 7. Площади фигур

31. Понятие площади.
Площадь _ это тоже величина. Каждой плоской

геометрической фигуре соответствует своя площадь.
У пространственных фигур тоже есть соответст-
вующая им площадь, называемая площадью поверх-
ности.

Площадь фигур мы будем обозначать буквой Ѕ.
Запись Ѕ1,1 Читается как «площадь фигуры Р».

Определение. Измерить площадь фигуры _ это
значит сравнить ее с площадью некоторой фигуры,
принятой за единицу измерения площади.

Измерить площадь фигуры в Древней Греции
означало построить квадрат, площадь которого
равна площади данной фигуры. С тех пор всякое
вычисление площади принято называть квадра-
турой.

Если за единицу длины принимается 1 мм, то
единицей площади является 1 мм2 (квадратный
миллиметр); при единице длины 1 см единицей
площади является 1 см (квадратный сантиметр).
Если единицей измерения длины является 1 м, ему
соответствует единица площади 1 м2 (квадратный
метр).

Любую площадь Ѕ можно выразить через еди-
ницу измерения площади в виде Ѕ = Ігег, где Іг _
числовой множитель, который показывает, сколько
раз единичный квадрат укладывается в данной
фигуре.

Пусть, например, за единицу измерения площади
принят квадратный сантиметр (т. е. е2 = 1 см2).
Тогда запись Ѕ = 15 см2 означает, что площадь
фигуры равна 15 см2, т. е. в данной фигуре квадрат
со стороной 1 см укладывается 15 раз.



ё 7. Площади фигур 437

Можно сфорулировать свойства измерения пло-
щади.

1. Всякий многоугольник Р имеет площадь Ѕг.
Площадь является величиной, Численное значение
которой неотрицательно, т. е. ЅР 2 0 для любой
фигуры Р.

Площадь фигуры зависит только от ее размеров
и формы и не зависит от места расположения
фигуры в пространстве. Это формулируется так.

2. Если две фигуры равны, то равны и их
площади.

Пусть дана фигура Р, которая является объеди-
нением двух фигур 171 и 172, причем эти фигуры
пересекаются не более чем по конечному числу
отрезков и точек. Тогда

ЅІ? = ЅЕІ +ЅР2.

Есть случаи, когда фигура является объе-
динением двух других фигур, но данное равенство
не выполняется. На рисунке 2.138 изображены два
треугольника В1 и В2. Фигура В _ их объеди-

нение. В этом случае ЅВ < Ѕд,1 + ЅІ22 (при сложении
площадь ромбовидной области в центре рисунка
войдет в сумму дважды).

А 1)

ос 32

Рис. 2.138
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Еще одно свойство площади формулируется
следующим образом.

3. За единицу измерения площади принимают
площадь квадрата, сторона которого равна единице
измерения длины отрезка.

Для фигуры, разбитой на части, справедливо
следующее свойство.

4. Если фигура разбита на Части, то площадь
фигуры равна сумме площадей частей фигуры.

Свойство измерения площади квадрата.
5. Площадь квадрата со стороной а равна а2.

Ѕквадрата = а2'

В геометрии различают фигуры равные и
равновеликие.

Определение. Две фигуры называются равно-
ВЄЛИКИМИ, ЄСЛИ ОНИ ИМЄЮТ ОДИНаКОВУЮ ПЛОЩаДЬ.

32. Площади прямоугольника и прямоуголь-
ного треугольника.

Теорема ЗЗ. Площадь прямоугольника равна
произведению его основания на высоту.

Ѕ=аЬ,

где а и І) _ стороны прямоугольника.
Проведя диагональ АС прямоугольника АВСІ)

(рис. 2.139), можно легко доказать, что она раз-

в с А

С Ь В

Рис. 2.139 Рис. 2.140
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бивает этот прямоугольник на два равных тре-
угольника АВС и СВА, а тогда Нетрудно доказать
теорему 34.

Теорема 34. Площадь прямоугольного треу-
гольника равна половине произведения его катетов
(рис. 2.140):

Ѕ ад,М
ІНпр. треуг. =

где а и І) _ катеты прямоугольного треугольника.

33. Площади треугольников.

Теорема 35. Площадь треугольника равна поло-
вине произведения основания и высоты.

На рисунке 2.141 изо- С
бражен треугольник АВС.

1 “с
ЅАВС = ё Спа.

А 1) с в
Есть еще одна формула

для вычисления площади Рис. 2.141

треугольника Через его
стороны. Эта формула носит имя древнегреческого
математика Герона Александрийского (около І в.).
Кроме этой формулы, есть еще так называемые ге-
роновы треугольники _ это треугольники, у кото-
рых целочисленные стороны и их площадь тоже
есть целое Число (примерами таких треугольников
могут быть треугольники со сторонами 13, 14, 15
или 51, 52, 53).
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Теорема 36 (формула Герона). Площадь тре-
угольника равна

Ѕ= «/Р(Р-а)(Р-д)(Р-С)-
где а, І), с _ стороны треугольника, а р _ его

полупериметр, р = (НТМ .

Существует формула площади треугольника, ко-
торая использует понятие синуса угла.

Теорема 37. Площадь треугольника равна полови-
не произведения его сторон на синус угла Между ними

ЅАВС= ЁЬ-с Ѕіпос,

где І), с _ стороны ААВС, а ос _ угол Между этими
сторонами.

34. Площади четырехугольников и многоуголь-
ников.

Для вывода формулы площади параллелограмма
определим высоту параллелограмма.

Определение. Высотой параллелограмма назы-
вают отрезок перпендикуляра, проведенного из
любой точки какой-нибудь стороны параллело-
грамма к прямой, содержащей противоположную
сторону.

Высотой параллелограмма можно считать также
и длину этого перпендикуляра. У параллелограмма
две пары противоположных параллельных сторон
и соответственно две высоты.

На рисунке 2.142 изображен параллелограмм
АВСІ), М11\ї1 и М21\ї2 _ его высоты. Заметим, Что
основания высот параллелограмма могут попасть и
на продолжение одной из сторон (рис. 2.143).
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В М1 С

Мг

На
_І

А Ы1 В

РИС. 2.142

М В а С К В а С

п п и и

А а 1) Ы А М ь 1)

Рис. 2.144 Рис. 2.145

Теорема 38. Площадь параллелограмма равна про-
изведению его стороны и проведенной к ней высоты.

АВСІ) _ параллелограмм, АВ = ВС = а, АМ =
= СП = п (рис. 2.144).

ЅАВСВ = (1,2.

Для вывода формулы площади еще одного че-
тырехугольника _ трапеции определяется поня-
тие высоты трапеции.

Определение. Высотой трапеции называют от-
резок перпендикуляра, проведенного из какой-либо
точки основания трапеции к прямой, содержащей
другое основание.

Высотой Можно также считать длину этого пер-
пендикуляра. На рисунке 2.145 ВМ _ высота тра-
пеции АВС'І).
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Теорема 39. Площадь трапеции равна произве-
дению полусуммы оснований и высоты, т. е. если а
и І) _ основания трапеции, Іъ _ высота и Ѕ _ пло-
щадь трапеции, то

ЅАВСВ = атм ' 71

Чтобы вычислить площадь произвольного много-
угольника, можно разбить его на треугольники, не
имеющие общих внутренних точек, и найти сумму
их площадей.

Такое разбиение выпуклого многоугольника мож-
но осуществить, проведя, например, диагонали из
одной его вершины (рис. 2.146). Иногда удобно поль-
зоваться другими разбиениями (рис. 2.147, 2.148).

С)
Рис. 2.146 Рис. 2.147 Рис. 2.148

П р и м е р. Через середину основания треуголь-
ника проведены прямые, параллельные боковым
сторонам. Докажите, что полученный таким обра-
зом четырехугольник _ параллелограмм и что его
площадь равна половине площади треугольника.

Р е щ е н и е. Из условия задачи имеем:
1. ААВС.
2.АВ = ВС. } дано (рис. 2.149)
3. ВЕ ІІ ВС, ВР ІІ АВ.
4. Надо доказать, что ВЕВР _ параллелограмм

1И ЧТО Ѕвшэг = ЕЅАвс-
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В В

Рис. 2.149 Рис. 2.150

5. Так как ВЕ ІІ ВС и ВР ІІ АВ, то ВЕВР _ па-
раллелограмм (2, определение параллелограмма).
Нужно установить связь между площадью па-

раллелограмма и треугольника. Для этого удобно
параллелограмм разбить на треугольники.

6. Соединим точки В и 1) и рассмотрим получен-
ные треугольники (построение) (рис. 2.150).

'7. АВЕВ и АВВР равны (ВВ _ общая сторона,
АЕВІЭ = АВІЭР и АВВЕ = АВВР, как углы внут-
ренние накрест лежащие при параллельных пря-
мых (1, 2, 3, признак равенства треугольников по
сторонам и двум прилежащим углам).

8. Эти треугольники и равновелики.
9. Треугольники ВРІ) и СРВ также равновелики

между собой (хотя в общем случае они не равны),
так как ВР = РС (131?1 _ средняя линия), т. е. осно-
вания их равны и они имеют одинаковую высоту,
так как вершина 1) у них общая.

10. Аналогично равновелики между собой и
ААВЕ и АВВЕ.

11- Ѕвш) = Ѕврг› Ѕврг = Ѕсш) И ЅВВЕ = ЅАШЬ
следовательно, площади ААВС и параллелограмма
ВЕВР можно записать так: ЅАВС = 4ЅАВЕ, а
ЅВЕВР = 2ЅАВЕ. (8, 10, свойства площадей).

112- Ѕвшэг = 55143001)-
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58. Фкружность и круг

35. Определение окружности и круга.
Определение. Окружностью Называется фигура,

которая состоит из всех точек плоскости, находя-
щихся на данном расстоянии от данной точки.

Эта точка называется центром окружности.
Расстояние от точек окружности до ее центра на-
зывают радиусом окружности. Радиусом называет-
ся также любой отрезок, соединяющий точку ок-
ружности с ее центром.

Определение. Отрезок, соединяющий две точки
окружности, называют хордой. Хорду, проходя-
щую через центр, называют диаметром.

На рисунке 2.151 изображена окружность с
центром в точке О. Отрезок ОА _ радиус этой ок-
ружности, ВВ _ хорда окружности, СМ _ диа-
метр окружности.

Определение. Кругом называют фигуру, которая
состоит из всех точек плоскости, находящихся на
расстоянии, не большем данного от данной точки.

Эту точку называют центром круга, а данное
расстояние _ радиусом круга. Границей круга яв-
ляется окружность с тем же центром и радиусом
(рис. 2.152).

Рис. 2.151 Рис. 2.152
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П р и М е р. На какое Наибольшее Число различ-
ных частей, Не имеющих общих точек, кроме сво-
их границ, Могут разбивать плоскость: а) две ок-
ружности; б) три окружности?

Р е ш е н и е. Изобразим на рисунке соответ-
ствующие условию случаи взаимного расположе-
ния фигур. Запишем ответ: а) четыре части
(рис. 2.153); б) восемь частей (рис. 2.154).

д “
Рис. 2.153 Рис. 2.154

36. Центральные углы и дуги окружности.
Пусть вершина некоторого угла совпадает с

центром окружности (рис. 2.155). Угол АОВ мы бу-
дем называть центральным углом.

Определение. Центральным углом в окружнос-
ти называется плоский угол с вершиной в ее
центре.

Часть окружности, располо- А
женная внутри угла, называется
дугой окружности, соответст-
вующей этому центральному
углу.

Определение. Пересечение ок-
ружности и ее центрального угла
называют дугой окружности. РИС- 2-155
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Градусной мерой дуги окружности называют
градусную меру соответствующего центрального
угла.

Градусная Мера дуги АВ на рисунке 2.155 равна
градусной мере угла АОВ. Градусная Мера дуги АВ
обозначается шАВ.

Можно ввести еще одну важную единицу изме-
рения дуг. При измерении угловой величины дуги
окружности за единицу измерения нринимается
угловая величина дуги этой окружности, длина
которой равна радиусу окружности. Эту единицу
измерения угловых величин дуг называют радиа-
ном.

Сформулируем некоторые с в о й с т в а изме-
рения дуг окружностей:

_ градусная мера дуги не зависит от размера
окружности;

_ соответствующие дуги двух
концентрических окружнос-
тей на рисуъше 2.156 имеют од-

А ну и ту же градусную меру (ве-
личину)
_ если дуга (на данной ок-
ружности) становится боль-
ше, то увеличивается и ее ве-
личина.

Окружности (или круги) равны, если равны их
радиусы. Можно говорить и о равных дугах окруж-
ностей, но равные дуги могут быть или у одной ок-
ружности или у равных окружностей.

Определение. Две дуги одной и той же окружнос-
ти или же равных окружностей называют равны-
ми, если они имеют одну и ту же градусную меру.

Рис. 2.156
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37. Вписанные углы.
Вершина угла может принадлежать окружнос-

ти. В этом случае мы получаем вписанные углы.
Определение. Угол, вершина которого лежит на

окружности, а стороны пересекают эту окруж-
ность, называют вписанным в окружность.

На рисунке 2.157 угол АВС
вписанный. Его вершина В при- в
надлежит окружности, стороны
ВА и ВС пересекают окружность.
В этом случае говорят, что впи-
санный угол АВС опирается на
дугу АС окружности.

Величина вписанного угла вы-
ражается в тех же единицах, что и
у других углов, а вот правило на-
хождения этой величины другое. РИС- 2-157

Теорема 40. Величина вписанного угла равна
половине угловой величины дуги, на которую он
опирается.

При доказательстве теоремы 40 необходимо рас-
смотреть три разных случая, которые изображены
на рисунках 2.158-2.160: одна из сторон вписан-

вв
в

, А/
А

А сс с
Рис. 2.158 Рис. 2.159 Рис. 2.160
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ного угла проходит Через центр окружности
(рис. 2.158); центр окружности лежит внутри впи-
санного угла (рис. 2.159); центр окружности лежит
внутри вписанного угла (рис. 2.160).

Из теоремы 40 Можно полуЧить следующие
следствия:

Следствие 1. Все вписанные в окружность углы,
стороны которых проходят Через две данные тоЧки
окружности, а вершины лежат по одну сторону от
прямой, соединяющей эти тоЧки, равны.

Следствие 2. Вписанные углы, стороны которых
проходят Через коъщы диаметра окружности, прямые.

На рисунке 2.161 стороны вписанного угла АВС
проходят Через концы диаметра АС, поэтому
4АВС = 90°.

П р и м е р. ТоЧки А, В и С лежат на окружности
с центром О. Найдите угол АОС, если 4АВС = 66°.

Р е ш е н и е.
Из условия задаЧи имеем:
1. ТоЧки А, В и С лежат
на окружности. } дано (рис. 2.162)
2. 4АВС = 66°.

А 'С

В

3. Найдите 4АОС.

Рис. 2.161 Рис. 2.162

/\
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4. Угол АВС, вписаннь1й в окружность, опирает-
ся на дугу АС (1, определение вписанного угла).

5. ААОС _ центральный угол данной окружнос-
ти (1, определение центрального угла), шАС = 132°
(1, свойство Измерения вписаннь1х углов).

6. ААОС = 132° (5, свойство измерения цент-
ральных углов).

38. Взаимное расположение прямой и окруж-
ности. Возможны три случая взаимного располо-
жения прямой и окружности, если эта прямая и
окружность лежат в одной плоскости:

а) прямая имеет две общие точки с окружностью;
б) прямая имеет только одну общую точку с ок-

ружностью;
в) прямая не имеет общих точек с окружностью.
Перечислим условия, определяющие все воз-

можные случаи взаимного расположения прямой и
окружности, в зависимости от расстояния между
центром окружности и прямой.

1) Если расстояние от центра окружности до пря-
мой больше радиуса, то прямая и окружность не име-
ют общих точек (рис. 2.163). При этом окружность
лежит по одну сторону от прямой.

2) Если расстояние от центра окружности до
прямой равно радиусу, то окружность имеет с пря-
мой единственную общую точку, т. е. прямая каса-
ется окружности (рис. 2.164). И в этом случае ок-
ружность лежит по одну сторону от прямой.

3) Если расстояние от центра окружности до
прямой меньше радиуса, то прямая пересекает ок-
ружность ровно в двух точках (рис. 2.165). В этом
случае прямая разбивает окружность на две части.
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Рис. 2.163 Рис. 2.164 Рис. 2.165

Определение. Если прямая имеет две общие точ-
ки с окружностью, то говорят, что прямая и ок-
ружность пересекаются. В этом случае прямая на-
зывается секущей.

Можно доказать свойство секущей окружности.

Теорема 41. Если прямая проходит Через точку,
внутреннюю относительно окружности, то она яв-
ляется секущей, т. е. пересекает окружность в
двух точках.

Определение. Прямую, имеющую с окружно-
стью только одну общую точку, называют каса-
тельной к окружности, а общую точку прямой и
окружности _ точкой касания (рис. 2.166).

Все точки касательной, кроме точки касания, ле-
жат вне данной окружности. Действительно, если
предположить, что на касательной АВ имеется хотя
бы одна точка, лежащая внутри окружности, то
прямая АВ должна пересекать окружность в двух
точках, поэтому она не может быть касательной.

Прямая и окружность могут иметь только одну
общую точку, но через эту точку может проходить
бесконечное множество прямых, не лежащих с ок-
ружностью в одной плоскости (рис. 2.167).
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Рис. 2.166 Рис. 2.167

Теорема 42. Касательная к окружности перпен-
дикулярна радиусу этой окружности, проведенно-
му в точку касания.

Теорема 43. Если прямая перпендикулярна ра-
диусу окружности и проходит Через его конец, ле-
жащий на окружности, то она является касатель-
ной к этой окружности.

П р и М е р. Постройте касательную к данной ок-
ружности с центром О и радиусом г, проходящую
Через ее точку А.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Окр. (О, г).
2. ТочкаА на окружности. Ъ дано (рИС' 2'168)
3. Требуется построить касательную к окруж-

ности, проходящую Через точку А.
Анализ. Предположим, Что задача решена и по-

строена касательная АВ к окружности (рис. 2.168).
По теореме 42 касательная АВ перпендикулярна
радиусу ОА в точке А, поэтому, если построить
прямую АВ, перпендикулярную ОА, то эта прямая
будет искомой.
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Построение. Нужно построить перпендикуляр
АВ к прямой ОА в точке А. Это построение Можно
свести к построению серединного перпендикуляра
к отрезку 001 (рис. 2.168).

Задача имеет только одно решение. Действи-
тельно, касательная, проходящая Через точку А,
должна быть перпендикулярна прямой ОА (т. 42),
а Через точкуА в плоскости данного радиуса прохо-
дит только одна прямая АВ, перпендикулярная к
прямой ОА (т. 41).

39. Взаимное расположение двух окружностей.
На рисунке 2.169 изображены две окружности с

радиусом г1 и с центром в точке 01 и с радиусом г2
с центром 02. Эти окружности не имеют общих то-
чек, т. е. не пересекаются. Сравнив расстояние Іъ
между центрами 01 и 02 с радиусами окружнос-
тей, заметим, что І; > г1 + г2.

Представьте теперь, что первая окружность пе-
редвигается так, что расстояние Іъ между центрами
01 и 02 уменьшается. Когда расстояние между
центрами станет равным сумме радиусов Іъ = г1 + г2,
окружности будут иметь одну общую точку. О та-
ких окружностях говорят, что они касаются внеш-
ним образом, а их общую точку называют точкой
касания (рис. 2.170).

'ї Т2

кН _ `

И > г1+ г2

Рис. 2.168 Рис. 2.169
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Ґ2 ,_1'1 7.2

01- _02
_02 (__У 1

И

И=г1+г2 г1-г2<г1+г2

Рис. 2.170 Рис. 2.171

При дальнейшем уменьшении расстояния И ок-
ружности будут нересекаться, то есть иметь две об-
щие точки (рис. 2.171). При этом г1 - г2 < І; < г1 + г2.

В случае, когда Іъ = г1 - г2, окружности имеют
лишь одну общую точку _ точку касания
(рис. 2.172). Все точки окружности меньшего ра-
диуса, кроме точки касания, будут расположены
во внутренней области окружности большего ради-
уса. В этом случае говорят, что окружности каса-
ются внутренним образом.

При дальнейшем уменьшении расстояния между
центрами, т. е. при условии І; < г1 + г2 (рис. 2.173),
окружности не пересекаются, т. е. не имеют общих
точек. Причем окружность меньшего радиуса распо-
ложена во внутренней области окружности больше-
го радиуса. В частности, при Іъ = 0 центры окруж-
ностей совнадут (рис. 2.174). Окружности, имеющие
общий центр, называются концентрическими.

' І
Іг=г1-г2 Іг<г1-г2

Рис. 2.172 Рис. 2.173 Рис. 2.174
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Итак, в зависимости от соотношений Между І»,
г1, г2 две окружности Могут не иметь общих точек,
Могут иМеть одну или две общие точки.

а) І; > г1 + г2 _ окружности не иМеют общих то-
чек;

б) Іъ = г1 + г2 _ окружности касаются внешниМ
образоМ;

в) г1 - г2 < І; < г1 + г2 _ окружности пересекают-
ся в двух точках;

г) І; = г1 - г2 _ окружности касаются внутрен-
ниМ образоМ;

д) Іъ < г1 - г2 _ окружности не иМеют общих то-
чек;

е) Іъ = 0 _ окружности являются концентриче-
скиМи.

П р и М е р. Две окружности диаМетроМ 4 и 8 сМ
касаются внешниМ образоМ. ЧеМу равно расстоя-
ние Между центраМи окружностей?

Р е ш е н и е. Радиусы окружностей ОА и О1А
нернендикулярны их общей касательной, проходя-
щей через точкуА (рис. 2.175). ПоэтоМу 001 = ОА +
+ О1А = 6СМ.

Рис. 2.175
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40. Окружности, описанные около треугольни-
ка и вписанные в треугольник.

Определение. Окружность называют описанной
около треугольника, если она проходит Через все
его вершины.

На рисунке 2.176 изображен треугольник АВС,
вписанный в окружность, а окружность будет опи-
сана около этого треугольника.

Теорема 44. Около любого треугольника Можно
описать окружность и притом только одну. Центр
такой окружности _ точка пересечения середин-
ных перпендикуляров к сторонам треугольника
(рис. 2.176).

Определение. Окружность называют внисанной
в треугольник, если она касается всех его сторон.

Теорема 45. Центр окружности, вписанной в
треугольник, является точкой пересечения его бис-
сектрис (рис. 2.177).

Рис. 2.176 Рис. 2.177
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П р и М е р. В прямоугольном треугольнике ка-
тетьІ равны 12 И 16 см. ВьІЧислите радиусьІ: 1) впи-
санной в Него окружности; 2) описанной окруж-
ности.

Р е ш е н и е. 1) Из условия задачи имеем:

1. Треугольник АВС, в котором аНО
АС = 90°, ВС = 12 сМ,АС = 16 СМ- НД Ис 2 178)2, О _ центр вписаъшой окружности. р ° °

3. Найдите радиус вписанной окружности.
4.ОМ=ОЬ=ОК=1^,ОМЦ_СА,ОЬЦ_ВС,

ОК і АВ (2, определение окружности, вписанной в
треугольник).

Надо найти г. Как это сделать? МЫ видим, Что
СМОЬ _ квадрат, и, соединив точку О с точкамиА и
В, применим теорему 45.

5. АО, ВО, СО _ биссектрисы углов ААВС (4,
т. 45) (рис. 2.179).

6. АМОА = АКОА, АВОЬ = АВОК (4, теорема
19).

'7. МА = КА, КВ = ЬВ (6).

8. АВ = 122 + 162 = 20 см (1, теорема Пифагора).

О

\ т
С Ь В С Ь В С В

Рис. 2.178 Рис. 2.179 Рис. 2.180
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Вычислим два раза периметр ААВС.
9.АВ+ВС+СА= 2АВ + 2г(1, 7).
10. 2г= 8см, г= 4 см (1, 8, 9).
2) Центр описанной около прямоугольного тре-

угольника окружности совпадает с серединой гипо-
тенузы, откуда радиус описанной окружности В =
= 10 см (рис. 2.180).

41. Многоугольники, вписанные в окружности
и описанные около них.

Определение. Многоугольник называют вписан-
ным в окружность, если все его вершины лежат
на этой окружности.

На рисунке 2.181 изображен пятиугольник,
вписанный в окружность, его вершины А, В, С, 1),
Е лежат на окружности с центром в точке О, а зна-
Чит, ОА = ОВ = ОС = 01) = ОЕ = г, где г _ радиус
окружности, описанной около пятиугольника.

Определение. Многоугольник называется опи-
санным около окружности, если все его стороны
касаются этой окружности.

На рисунке 2.182 шестиугольник АВСВЕР опи-
сан около окружности.

Е

Рис. 2.181 Рис. 2.182
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Не всякий многоугольник можно вписать в ок-
ружность и не около всякого многоугольника мож-
но описать окружность.

Далее сформулированы свойства и признаки
вписанных в окружность четырехугольников.

Например, есть Четырехугольники, которые мож-
но вписать в окружность (квадрат всегда можно
вписать в окружность, рис. 2.183). А вот ромб впи-
сать в окружность (рис. 2.184) нельзя.

Рис. 2.183 Рис. 2.184

Теорема 46. Сумма противоположных углов впи-
санного в окружность Четырехугольника равна 2л.

Теорема 47. Если четырехугольник описан около
окружности, то суммы длин его противолежащих
сторон равны.

Теорема 48. Если сумма двух противоположных
углов Четырехугольника равна 2л, то около этого
Четырехугольника можно описать окружность.

Теорема 49. Если суммы длин противолежащих
сторон Четырехугольника равны, то в него можно
вписать окружность.

42. Вписанные и описанные правильные мно-
гоугольники.

Теорема 50. Около всякого правильного много-
угольника можно описать окружность.
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Теорема 51. Во всякий правильный многоуголь-
ник можно вписать окружность.

Теорема 52. Правильный выпуклый много-
угольник является вписанным в окружность и опи-
санным около окружности.

Радиус В окружности, описанной около пра-
вильного п-угольника со стороной а, находится по
формуле

а

251111800

Радиус окружности, вписанной в правильный п-
угольник со стороной а, находится по формуле

а

2,5%180

Сторону правильного п-угольника обозначим ап.
Можно доказать теорему:

Теорема 53. Сторона ап правильного п-угольника
выражается Через радиус В описаъшой около него ок-

ружности формулой ап -_2ВЅіп_1800

Из этой теоремы можно получить следующие
следствия.

Следствие 1. аб = В.

Действительно, аб-_ 2В Ѕіп1_%0° = 2В Ѕіп 300 =

=2В° =В.



460 Глава І. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФИГУРЫ

Следствие 2. а4 = ВЛ .

а4= 21: Ѕш $ = 2н51п45°= штё =нЛ.

Следствие З. из = ВЛ .

а3= 2в Ѕіп$ = 212 $111 60°= 2в- Ё = нмё.

П р и М е р. Впишите в данную окружность пра-
вильный восьмиугольник.

Р е ш е Н и е. Два перпенди-/7 \
кулярных диаметра делят ок-

мА ружность на Четыре равные час-
ти. Для построения правильно-

уу/ го восьмиугольника Необходимо
каждую из этих частей разде-

\ / лить пополам, т. е. провести бис-
РИС_ 2_185 сектрисы прямых углов, и по-

лученные восемь точек окруж-
ности последовательно соединить отрезками.
Получим вписанный в окружность восьмиуголь-
ник (рис. 2.185). Равенство сторон и равенство уг-
лов восьмиугольника следует из равенства всех
восьми треугольников, которые равны по двум сто-
ронам и углу между ними. Следовательно, полу-
ченный восьмиугольник правильный.

43. Длина окружности. Из наглядных соображе-
ний ясно, что длина окружности сколь угодно мало
отличается от периметра вписанного в нее много-
угольника с достаточно малыми сторонами. Имеет
место такое свойство длины окружности.
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Теорема 54. Отношение длины окружности к ее
диаметру не зависит от окружности, т. е. одно и то
же для любых двух окружностей.

Отношение длины окружности к диаметру обозна-

Чают греческой буквой 11: (Читается «ни»): Ё = 113,

где С _ длина окружности, В _ ее радиус. Число
11: иррациональное, 11: = 3,1416...

Таким образом, длина окружности вычисляется
но формуле

С = 21112.

На рисунке 2.186 изо-
бражена дуга АВ окруж-
ности с центром О.
Длина дуги окружнос-

ти, соответствующей цент- В
ральному углу в п°, нахо-
дится но формуле

жд . Рис. 2.186
180 п'

Ридианной мерой угла называют отношение
длины соответствующей дуги к радиусу окружнос-
ти. Из формулы длины дуги окружности следует,

І 11:

1:

Что - = _ ° п, т. е. радианная мера угла получа-
В 180

ется из градусной умножением на ҐЁО; в Частнос-

ти, радианная мера угла 180о равна л, радианная
11:мера прямого угла равна ё .

Единицей радианной меры углов является ридиин.
Угол в один радиан _ это центральный угол, у ко-
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торого длина дуги равна радиусу. Градусная Мера

угла в один радиан равна _ІЁІО = 57°.

П р и М е р 1. Точки М и Ы делят окружность на
две дуги, разность градусных мер которых равна
90°. Чему равны градусные Меры каждой из дуг?

Р е ш е н и е. Сумма градусных мер дуг равна
360°, а разность равна 90°. Обозначим градусные
меры этих дуг х и у. Имеем:

{х+у=360,
х-у=90.

Решая эту систему, получим х = 225°, у = 135°.
П р и м е р 2. Сторона квадрата равна 4 см. Вы-

Числите длину окружности: 1) вписанной в него;
2) описанной около него.

Р е ш е н и е. 1) Радиус вписанной в квадрат ок-
ружности равен 2 см, тогда длина окружности рав-
на С = 21131", т. е. С = 411: см.

2) Радиус окружности, описанной около квадра-

та, равен і . Поэтому В = і = 2Л , а длина ок-
Л Л

ружности равна С = 4Л 11: см.

44. Площадь круга. Коэффициент подобия двух
кругов равен отношению их диаметров или
радиусов. Отношение площадей двух подобных
фигур равно квадрату их коэффициента подобия.
Следовательно, площади двух кругов относятся
как квадраты их радиусов. Обозначим радиус
круга Через Ѕ. Отношение площадей Ѕ1и Ѕ2 двух
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кругов, радиусы которых г1 и г2, записывается
Так:

Ѕ 'Ѕ =г2'г2или,ї=,Ё1' 2 1'2 2 2'

Г1 Г2

Итак, площади кругов пропорциональны квад-
ратам их радиусов.

Коэффициент их нронорциональности, как и в
случае с длиной окружности, равен числу л. Таким
образом:

Ё =тс или Ѕ=тсг2.
г

Площадь круга выражается формулой: Ѕ = 1112.
Через диаметр площадь круга выражается

формулой:

45. Части окружности и круга.
Определение. Круговым сектором называют

часть круга, лежащую внутри соответствующего
центрального угла (рис. 2.186).

Площадь кругового сектора вычисляется но
формуле

= лг2
360

са,

где г _ радиус круга, ос _ градусная мера соответ-
ствующего центрального угла.

Определение. Круговым сегментом называют
общую Часть круга и нолунлоскости, граница кото-
рой содержит хорду этого круга (рис. 2.187, 2.188).
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Ы Ы
Рис. 2.187 Рис. 2.188

Площадь кругового сегмента, Не равного полу-
кругу, вычисляется по формуле

2'ЛЗГЅ = _ -ы ± Ѕ ,360 А
где г _ радиус круга, ос _ градусная Мера цент-
рального угла, который содержит дугу этого круго-
вого сегмента, а ЅА _ площадь треугольника с

вершинами в центре круга и в концах радиусов, ог-
раничивающих соответствующий сектор. Знак +
надо брать, если ос > 180о (рис. 2.187), а знак -, ес-
ли ос < 180о (рис. 2.188).

П р и м е р 1. Проведите необходимые измере-
ния и вычислите площади фигур, изображенных
на рисунках 2.189-2.191.

Р е ш е н и е. а) ААВС правильный (рис. 2.189),
точки К и Ь _ середины его сторон, АКМ и СМЬ _

В

Рис. 2.189 Рис. 2.190 Рис. 2.191
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секторь1, дуга каждого из которых содержит 60°.
Поэтому

=а2^/Ё_1ш2=а2( _113)~ 2
Ѕ 4 12 4 “Ё з шла*

где а _ сторона ААВС.
Например, при а = 16 мм, Ѕ = 44 мм2.
б) СЧитая, Что АОВ _ сектор с углом 120°, О _

центр окружности (рис. 2.190), полуЧим:
2 2

Ѕ = 7%” + г2 5111 120° = %(2л+ вуз): 1,912,
где г _ радиус окружности.
Например, при (і = 16 мм, Ѕ = 122 мм2.
в) СЧитая, Что дуга АОС (рис. 2.191) проходит

Через центр окружности О, а ее радиус равен ради-
усу окружности и ААОС = 120°, полуЧим:

2Ѕ = 2 (7% - Ёгї 5111 12о°) ~ 1,212,

где г _ радиус окружности.
Например, при сі = 16 мм, Ѕ 2 '77 мм2.
П р и м е р 2. Докажите, Что сумма площадей

двух заштрихованных луноЧек (рис. 2.192) равна
площади прямоугольного треугольника АВС.

Р е ш е н и е. ОбознаЧим катеть1 прямоугольного
треугольника АВС Через а и І), гипотенузу Через с

В

О

А с с
Рис. 2.192
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(рис. 2.192), а сумму площадей заштрихованных
фигур Через Ѕ.

По теореме Пифагора а2 + 122 = с2, т. е. а2 + 122 -
2с = О.

59. Многогранники

46. Трехгранный угол. Свойства плоских углов
трехгранного угла. Рассмотрим произвольные три
луча а, І) и с с общим началом _ точкой О
(рис. 2.193, 2.194), причем эти лучи не лежат в
одной плоскости.
Лучи а, І) и с попарно задают три плоских угла

ос, В и у (рис. 2.195). Фигуру, образованную тремя
углами (частями плоскости) и частью пространст-
ва, расположенной внутри пространства, называют
трехгранным углом (рис. 2.195).
Лучи а, І) и с называют ребрами трехгранного

угла, а углы ос = 4АОВ, В = 4АОС, у = АВОС, огра-
ничивающие трехгранный угол, _ его гранями.
Эти углы-грани образуют поверхность трехгран-
ного угла. Трехгранный угол можно обозначить

а

О с

Рис. 2.193 Рис. 2.194 Рис. 2.195
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А

В

а А С

В
` О

О с 1 067С

Рис. 2.196 Рис. 2.197

ОАВС. Точку О называют вершиной трехгранного
угла (рис. 2.196).

Возможны такие случаи взаимного расноложе-
ния трехгранного угла ОАВС и некоторой нлоскос-
ти ос:

а) трехгранный угол ОАВС и нлоскость ос Могут
не иметь общих точек (рис. 2.197);

б) трехгранный угол ОАВС и нлоскость ос могут
иметь одну общую точку _ вершину трехгранного
угла _ точку О (рис. 2.198), которая принадлежит
нлоскости ос;

в) трехгранный угол ОАВС может иметь с нлос-
костью ос общий луч _ ребро ОА (рис. 2.199), кото-
рый принадлежит нлоскости ос;

г) грань трехгранного угла АОВ может лежать в
нлоскости ос (рис. 2.200);

Рис. 2.198 Рис. 2.199 Рис. 2.200
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д) плоскость ос, Не проходящая
через вершину трехгранного уг-
ла ОАВС, может пересекать все
ребра трехгранного угла соответ-
ственно в точках А, В, С
(рис. 2.201).

РИС_ 2201 В пересечении трехгранного
угла ОАВС и плоскости ос полу-

чили треугольник АВС. Таким образом, в случае д)
мы получили фигуру, ограниченную частью по-
верхности трехгранного угла и треугольником
АВС. Это тело называют треугольной пирамидой, о
свойствах которой мы будем говорить отдельно.

Плоские углы трехгранного угла обладают сле-
дующими свойствами.

Теорема 55. В трехгранном угле каждый плоский
угол меньше суммы двух других плоских углов.

Теорема 56. В трехгранном угле каждый пло-
ский угол больше разности двух других плоских
углов.

47. Многогранные углы. Если взять больше лу-
чей с общим началом, то получатся так называе-
мые многогранные углы, некоторые из которых по-
казаны на рисунке 2.202.

Четырехгранный Пятигранный Шестигранный

Рис. 2.202
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Четырехугольник Пятиугольник Шестиугольник

Рис. 2.203

Изучив все многогранные углы на рис. 2.202, за-
ключаем, что у многогранных углов одинаковое
Число ребер и граней:

у четырехгранного угла _ 4 ребра и 4 грани;
у пятигранного угла _ 5 ребер и 5 граней;
у шестигранного угла _ 6 ребер и 6 граней

и т. д.
Если пересечь каждый из построенных много-

гранных углов плоскостями, не проходящими че-
рез их вершины и пересекающими все их ребра, то
в сечениях получатся фигуры: четырехугольник,
пятиугольник, шестиугольник (рис. 2.203).

Таким образом, в сечении получились различные
многоугольники и, как и в случае с трехгранным
углом, получились раз-
личные пирамиды: че-
тырехугольная, пяти-
угольная, шестиуголь-
ная.

На рисунке 2.204
показаны так называе-
мый невыпуклый мно-
гогранный угол и соот-
ветственно невыпук-
лый четырехугольник. Рис. 2.204
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Используя свойства плоских углов трехгранного
угла, можно доказать важное свойство плоских
углов многогранного угла.

Теорема 57. Сумма плоских углов выпуклого
многогранного угла Меньше 4л.

48. Прямоугольные трехгранные углы.
Среди трехграъшых углов И их

разверток особое значение имеют
так называемые прямоугольные
трехгранные углы, у которых все
плоские углы прямые (рис. 2.205).
Именно такие трехгранные углы
мы видим у куба, у торца дома,

Рис. 2.205 внутри каждой комнаты.
Прямоугольные трехгранные углы находят инте-

ресные и важные применения в Черчении, а также
при решении широкого круга прикладных геомет-
рических задач.

Обозначим прямоугольный трехгранный угол
АВСІЭ. А _ вершина этого угла, лучи АВ, АС и
АВ _ ребра угла. Расположим трехгранный угол
АВСІ) как на рис. 2.206. Разрежем модель поверх-
ности этого угла по ребру АВ и развернем его на
плоскости, как на рис. 2.207, Чтобы грань АВС рас-

Ь
_
_
_
_
_
_
_
-
І

/ ь
Рис. 2.206 Рис. 2.207
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полагалась прямо перед Нами (фронтом к нам),
граньАБВ _ внизу (совпадая с линией горизонта),
а грань АСВ _ боком к нам (как бы в профиль).
Изобразим каждую грань в виде квадрата (но не
забывая при этом, Что плоскость бесконеЧна).

В соответствии с тем, как расположили прямо-
угольный трехгранный угол, каждая его грань
имеет свое название: АВС _ фронтальная, АВІ) _
горизонтальная и АСВ _ профальная (или верти-
кальная).

П р и м е р. Диагональ прямоугольного паралле-
лепипеда образует с его ребрами а, І) и с углы ос, В и
у. Докажите, Что ос + В + у меньше 113.

Р е ш е н и е. Из условия задаЧи имеем:
1 . Прямоугольный параллелепипед `
с диагональю ОА.
2. ос, В, у _ углы, образованные > ( данорис. 2.208)
диагональю ОА и
с ребрами параллелепипеда. ,
3. Докажите, Что ос + В + у < 113.
Для решения задаЧи нужна идея:
4. Расположим три равных параллелепипеда

так, как показано на рисунке 2.208.
5. Тогда АВОС = 2ос, ААОС = 28, ААОВ = 2у.

,І

І
,І
І

1 1' а

ОС І, \В < \
А \

С Т \
\ ` \\О " \ ¦

\` "` \` І
"- ы

"ц \`
`"` \`

"` \`

"\

Рис. 2.208
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Точка О Не лежит в плоскости, проходящей Через
тоЧки А, В, С. Значит, по свойству плоских углов
многогранного угла, 2ос + 28 + 2у < 211: (4).

3.ос+В+у<л(5).

49. Пирамиды. Пирамида _ это многогранник,
одной из граней которого является некоторый мно-
гоугольник, а остальные грани _ треугольники.
На рисунке 2.209 изображена треугольная пирами-
да, гранями которой являются треугольники ОАВ,
ОВС, ОСА, АВС. Ребрами пирамиды являются от-
резки ОА, ОВ, ОС, АВ, ВС, СА. Треугольная пира-
мида имеет еще одно название _ тетраэдр, Что
означает «Четырехгранник» (у нее всегда Четыре
грани).

ТоЧку О называют вершиной пирамиды, ребра ОА,
ОВ, ОС _ боковыми ребрами, а грань АВС _ осно-
ванием пирамиды. Вершина О треугольной пира-
миды и ее ребра ОА, ОВ, ОС образуют трехгранный
угол.

В зависимости от вида трехгранного угла и от ос-
нования пирамиды разлиЧают треугольные пира-
миды: прямые (рис. 2.210), наклонные (рис. 2.211).

О

С В

Рис. 2.209 Рис. 2.210
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Определение. Пирами- О
дой Называется много-
гранник, который состоит С
из плоского многоуголь-
ника _ основания пи а-р М А В
миды, точки, не лежащей
в плоскости основания _
вершины пирамиды и всех отрезков, соединяю-
щих вершину пирамиды с точками основания.

На рисунке 2.212 изображена пирамида ЅАВСІЭ.
Четырехугольник АВСІ) _ основание пирамиды,
точка Ѕ _ вершина пирамиды, отрезки ЅА, ЅВ, ЅС
и ЅІ) _ ребра пирамиды.

Определение. Высотой пирамиды называют
перпендикуляр, опущенный из вершины пирами-
ды на плоскость основания.

На рисунке 2.212 ЅО _ высота пирамиды. На
рис. 2.210 у прямой пирамиды основание высоты _
точка К _ принадлежит основанию пирамиды. На
рис. 2.211 у наклонной пирамиды основание высо-
ты _ точка М _ не принадлежит основанию пира-
миды _ треугольнику АВС.

Может быть так, что высота пирамиды совпада-
ет и с ее ребром. На рис. 2.213 ОА _ высота пира-

Рис. 2.211

Ѕ

Рис. 2.212 Рис. 2.213
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миды и одновременно ее ребро. Такую пирамиду
называют прямоугольной.

Пирамиды обладают свойством «жесткости»
(как и треугольники). Пирамида _ «жесткое» гео-
метрическое тело, т. е. ее нельзя изменить, сло-
мать.

Если в основании пирамиды лежит п-угольник,
то пирамида называется п-угольной.

Определение. Пирамиду называют правильной,
если ее основанием является правильный много-
угольник, а основание высоты совпадает с центром
этого многоугольника.
У правильной пирамиды боковые ребра равны;

следовательно, боковые грани _ равные равнобед-
ренные треугольники. Высоту боковой грани пра-
вильной пирамиды, проведенную из ее вершины,
называют апофемой.

Из определения правильной пирамиды следует,
что основание ее высоты попадает в центр основа-
ния. У правильной треугольной пирамиды _ это
центр равностороннего треугольника, у четырех-
угольной _ центр квадрата и т. д.

Определение позволяет легко строить правиль-
ные пирамиды. Для такого построения достаточно
взять любой правильный многоугольник, из его
центра провести перпендикуляр к плоскости мно-
гоугольника и соединить какую-нибудь точку пер-
пендикуляра (отличную от его основания) с точка-
ми многоугольника отрезками.

Однако это определение не позволяет легко про-
верить, будет ли правильной данная реальная пи-
рамида (например, деревянная или металличе-
ская). Возможность такой проверки дают следую-
щие простые свойства правильных пирамид.
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Теорема 58. Боковые ребра правильной пира-
миды равны.

Теорема 59. Боковые грани правильной пира-
миды _ равные друг другу равнобедренные тре-
угольники.

Можно иначе определить правильную пирамиду.
Определение. Пирамиду называют правильной,

если ее основание _ правильный многоугольник,
а боковые ребра равны.

Пирамиду называют правильной, если ее боко-
вые грани _ равные равнобедренные треугольни-
ки, основания которых лежат на основании пира-
миды.

Плоскость ос, параллельная плоскости В основа-
ния пирамиды и пересекающая пирамиду, отсекает
от нее подобную пирамиду. Другая Часть пирамиды
представляет собой многогранник, который назы-
вают усеченной пирамидой. Грани усеЧенной пира-
миды, лежащие в параллельных плоскостях ос и В,
называют основаниями усеЧенной пирамиды, ос-
тальные грани называют боковыми гранями. Осно-
вания усеченной пирамиды представляют собой по-
добные (более того, гомотетичные) многоугольни-
ки, боковые грани _ трапеции. На рисунке 2.214
изображена усеЧенная пирамида АВСВА1В1С1В1.

А1 131
010

В1 СІ

Оо

В С

Рис. 2.214
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Усеченную пирамиду, которая получается из
правильной пирамиды, также называют правиль-
ной. Боковые грани правильной усеЧенной пира-
миды _ равные равнобокие трапеции, их высоты
называют апофемами.

На рисунке 2.215 изображена правильная усеЧен-
ная Четырехугольная пирамида. Ее основания _
квадраты АВСІ) и А1В1С1В1, грани _ равные рав-
нобокие трапеции _ АВВ1А1, ВСС1В1, 01313101,
ВАА1В1, боковые ребра _ равные отрезки АА1,
ВВ1, СС1, 13131.

Рис. 2.215

П р и М е р. В треугольной пирамиде АВСВ ребро
СВ і АВ, СВі ВВ, двугранный угол при ребре

СВ = 1 равен 120°, аАВ = ВВ = Л . Найдите вели-
Чину двугранного угла при ребре АВ.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. АВСІ) _ треугольная пирамида,
СВ іАВ, СВ і ВВ.
2. СІЭ = 1. дано
3. Двугранный угол при ребре СВ (РИС- 2-216)
равен 120°.

4. Ар = вв = Л.
5. Найдите двугранный угол при ребре АВ.
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С

Рис. 2.216 Рис. 2.217

Изучив данные задачи, получим:
6. Отрезок СВ перпендикулярен двум пересе-

кающимся прямым ВВ иАВ плоскости АБВ, а зна-
чит, СВ перпендикулярен плоскости АВІ) (1, тео-
рема 1 п. '77, см. с. 540).

'7. ААВВ = 120° (3, определение линейного уг-
ла двугранного угла).

8. ААІЭВ _ равнобедренный (4).
Нужно найти величину двугранного угла при

ребре АВ. Для этого надо найти линейный угол
этого двугранного угла, а стороны линейного уг-
ла перпендикулярны АВ. Учитывая п. 8, можно
рассмотреть (построить) точку К _ середину реб-
ра АВ.

9. Построим точку К _ середину ребра АВ и со-
единим К с точками С и 1) (построение) (рис. 2.217).

10. ВК _ медиана ААІЭБ, а значит, и высота (8,
9, т. 15).

11. КВ і СК (1, 6, 10, теорема о трех перпенди-
кулярах)

12. АСКВ _ линейный угол двугранного угла
при ребре АВ (10, 11, определение линейного угла
двугранного угла).

13. дСКВ = 45° (найдите самостоятельно).
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50. Призмы.
Определение. Призмой называют многогранник,

у которого две грани, называемые основаниями
призмы, равны, и их соответственные стороны па-
раллельны, а остальные грани _ параллелограм-
мы, у каждого из которых две стороны являются
соответственными сторонами оснований. Эти ос-
тальные грани называют боковыми гранями приз-
мы, а их стороны, не лежащие на основаниях приз-
мы, _ боковыми ребрими призмы.

Отрезки, соединяющие соответствующие верши-
ны оснований призмы (боковые ребра), равны и па-
раллельны друг другу.

На рисунке 2.218 изображена Четырехугольная
призма АВСВА1В1С1ІЭ1, на рисунке 2.219 _
АВСРА'В'С'Р'. Четырехугольники АВСР иА'В'С'Р' _
равные основания (произвольные Четырехугольни-
ки). Грани АВВ'А', ВСС'В', СРР'С', РАА'Р' _ парал-
лелограммы. Ребра АА', ВВ', СС', РР' равны между
собой и параллельны.

В зависимости от Числа сторон основания разли-
Чают призмы треугольные (рис. 2.220), Четырех-
угольные (рис. 2.221), пятиугольные (рис. 2.222)
и т. д. В основании призмы может лежать произ-
вольный п-угольник.

В1 СІ С, 17,

и, ш

Рис. 2.218 Рис. 2.219 Рис. 2.220
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//

І
І І

Рис. 2.221 Рис. 2.222 Рис. 2.223 Рис. 2.224

Во всех приведенных выше примерах в основа-
нии призмы лежали выпуклые многоугольники.
Но есть призмы, в основании которых лежат и не-
выпуклые многоугольники. В этом случае получа-
ются невыпуклые призмы. На рисунках 2.221,
2.222 призмы выпуклые, а на рисунках 2.223,
2.224 _ невыпуклые. В дальнейшем мы будем изу-
Чать свойства только выпуклых призм.

Среди различных призм выделяются два вида:
прямые и наклонные призмы. На рисунке 2.225
изображена наклонная шестиугольная призма, а
на рисунке 2.226 _ прямая.

Р Е р Ы
І
І

А 1) Н ¦ ¦ М
І І
_І-¦ К | Ь

' І ШІ І

І і'ІІ/І \`
261* \\`

Р Ѕ Ы Т

Є В В Ѕ

Рис. 2.225 Рис. 2.226 Рис. 2.227
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У прямой призмы боковые ребра образуют с реб-
рами основания прямые углы, а боковыми гранями
таких призм являются прямоугольники, а у на-
клонных призм все боковые грани _ параллелог-
раммы.

Различие между прямой и наклонной призмами
связано с понятием высоты призмы. Высотой
призмы является отрезок, перпендикулярный к
обоим основаниям призмы. На рисунке 2.227 высо-
той четырехугольной призмы является отрезок 001.
Высоту можно провести из любой точки верхнего
основания, в том числе и из его вершины.

Определегше. Прямую призму называют правиль-
ной, если ее основаниями являются правильные мно-
гоугольники (рис. 2.220_2.222). Ребра правильных
призм являются высотами этих призм.

Определение. Отрезок, соединяющий две верши-
ны призмы, не принадлежащие одной ее грани, на-
зывают диагональю призмы (рис. 2.228).

Кроме диагоналей призмы рассматривают и ди-
агональные сечения призмы.

Определение. Диагональным сечением призмы
называют сечение ее плоскостью, проходящей че-

В С

А А

І

31; С1
/

/1 ,
А1 А1 191

Рис. 2.228 Рис. 2.229 Рис. 2.230
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рез два боковых ребра, не принадлежащих одной
грани.

Диагональные сечения связаны с соответствую-
щими диагоналями призмы.

На рисунке 2.229 изображена призма
АВСВА1В1С1В1, АС1 _ одна из ее диагоналей. Се-
чение АВС1ІЭ1 является одним из диагональных се-
чений призмы.

Сечения призмы Могут быть связаны и с диаго-
налями оснований. На рисунке 2.230 изображены
два сечения АСС1А1 и АВВ1А1 пятиугольной приз-
мы АВСІЭЕА1В1С1В1Е1, проходящие Через диаго-
нали АС и АІС1, а также АВ и А1В1 оснований.

51. Параллелепипеды.
Определение. Призму, у которой основание _

параллелограмм, называют параллелепипедом.
На рисунках 2.231, 2.232 изображены паралле-

лепипеды.
У параллелепипеда шесть граней, и все они па-

раллелограммы. Причем эти параллелограммы по-
парно равны и параллельно расположены, поэтому
любую грань параллелепипеда Можно принять за
основание. Грани параллелепипеда, не имеющие
общих вершин, называют противолежащими. На
рисунке 2.228 грани АВБ1А1 и ВСС1ІЭ1 _ противо-
лежащие.

/ І А.

І/
Рис. 2.231 Рис. 2.232
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Определение. Прямой параллелепипед, в осно-
вании которого лежит прямоугольник, называют
прямоугольным параллелепипедом.

Прямоугольный параллелепипед является при-
мером многогранника, который Наиболее широко
используется в окружающей нас действительности.
Практически все здания и все коробки для упаков-
ки товара имеют форму прямоугольного параллеле-
пипеда.

Определение. Прямоугольный параллелепипед,
все ребра которого равны, называют кубом.

Длины трех ребер прямоугольного параллелепи-
педа, имеющих общую вершину, называют измере-
ниями этого параллелепипеда, их Часто называют
еще длиной, шириной и высотой параллелепипеда.

На рисунке 2.233 у прямоугольного параллеле-
пипеда длина равна 12 см, ширина 10 см, высота
8 см, а у куба на рисунке 2.234 все три измерения
равны 10 см.

-

10 ,М
10 см 10 см

8см

12 см 10 см

Рис. 2.233 Рис. 2.234

У каждого параллелепипеда восемь вершин и
четыре диагонали. Можно доказать теорему о свой-
ствах диагоналей параллелепипеда.

Теорема 60. Диагонали параллелепипеда пере-
секаются в одной точке и делятся этой точкой по-
полам (рис. 2.235).
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Рис. 2.235 Рис. 2.236

Можно также заметить, Что у прямоугольного па-
раллелепипеда есть три плоскости симметрии, прохо-
дящих Через центр симметрии параллельно граням.
На рисунке 2.236 изображена одна из таких плоскос-
тей. Она проходит Через середины Четырех парал-
лельных ребер параллелепипеда. Концы ребер сим-
метриЧны друг другу относительно этой плоскости.

Если у прямоугольного параллелепипеда все изме-
рения (размеры) разлиЧны, то у него нет других плос-
костей симметрии. Если у него равны два измерения,
то плоскости диагональных сеЧений являются еще
двумя плоскостями симметрии (рис. 2.237).

При пересеЧении прямоугольного параллелепи-
педа плоскостью могут полуЧаться более сложные се-
Чения (рис. 2.238_2.240).

/ 7\

Рис. 2.237 Рис. 2.238
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Рис. 2.239 Рис. 2.240

П р и М е р. Докажем теорему 60.
Диагонали параллелепипеда пересекаются в од-

ной точке и делятся этой точкой пополам.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы имеем:
1. АВСІЭА1В1С1В1 _ параллеле-
пипед. дано
2. АС1, ВВ1, СА1, ВВ1 _ диагонали (РИС- 2-235)
параллелограмма.
3. Диагонали АСІ, ВВ1, СА1, ВВ1 пересекаются

в одной точке и делятся этой точкой пополам (тре-
буется доказать).

4. РебраАВ, ВС, 13101, А1В1 равны и параллель-
ны (1).

5. АВС1ІЭ1 и ВСВ1А1 _ параллелограммы (1, 4,
признак параллелограмма).

Таким образом, выбрали два параллелограмма,
у которых диагонали параллелепипеда являются
их диагоналями. Надо доказать, что эти диагонали
пересекаются в одной точке и в этой точке делятся
пополам.

6. Пусть диагонали АС1 и ВВ1 параллелограмма
АВС1В1 пересекаются в точке О, а диагонали ВВ1
и СА1 параллелограмма ВСВ1А1 пересекаются в
точке 01 (предположение).
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'7. АВС1В1 _ параллелограмм (1, признак па-
раллелограмма).

8. Точки О и 01 являются серединами отрезков
АС1 И ВВІ (7).

Пункт 8 не может выполняться и, значит, точки
О и 01 должны совпадать. Итак, мы доказали

пункт 3.

52. Тело и его поверхность. По аналогии с поня-
тием плоского многоугольника вводится понятие
тела, его поверхности и внутренней области.

Для определения тела нужны следующие по-
нятия.

Определение. Точку геометрической фигуры на-
зывают внутренней, если существует шар с цент-
ром в этой точке, целиком принадлежащий этой
фигуре.

Определение. Фигуру называют областью, если
все ее точки внутренние и если любые две точки
можно соединить ломаной, целиком принадлежа-
щей фигуре.

Определение. Точку пространства называют гра-
ничной точкой данной фигуры, если любой шар с
центром в этой точке содержит как точки, принадле-
жащие фигуре, так и точки, не принадлежащие ей.
Граничные точки области образуют границу области.

Определение. Телом называют область вместе с
ее границей. Границу тела называют поверхно-
стью тела. Тело называют простым, если его
можно разбить на конечное число треугольных пи-
рамид.

В курсе геометрии часто говорят о геометриче-
ских фигурах, когда рассматривают плоские фигу-
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ры и телах, когда изучают пространственные объ-
екты. Можно в каждом случае говорить о фигурах,
так как определение тела имеет Много сложностей,
которые, как правило, не входят в обязательную
программу школы.

53. Общее определение многогранника.
Определение. Многогранником называют тело,

поверхность которого состоит из конечного числа
плоских выпуклых многоугольников.

Определение. Многогранник называют выпук-
лым, если он расположен по одну сторону плоскос-
ти каждого многоугольника на его поверхности
(рис. 2.241). Общую Часть такой плоскости и по-
верхности выпуклого многогранника называют
гранью. Грани выпуклого многогранника _ вы-
пуклые многогранники. Стороны граней называ-
ют ребрами многогранника, а вершины _ верши-
нами многогранника.

Если эти условия не выполнены, то многогран-
ники будут невыпуклыми (рис. 2.242).

Леонард Эйлер (1707_1783) _ гений ХУІІІ ве-
ка, академик Санкт-Петербургской Академии наук,
один из величайших математиков мира, доказал те-
орему о многогранниках. Если число граней много-
гранника Г, число вершин _ В, число ребер _ Р,

и »1%
Рис. 2.241 Рис. 2.242
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то эти три числа для любого простого многогранни-
ка (они Не имеют дыр) связаны одним и тем же соот-
ношением: В + Г - Р = 2. Например, у куба В = 8,
Г= 6, Р = 12: 8 + 6 - 12 = 2; для шестиугольной
призмы (обычный карандаш с шестью гранями):
12 + 8 - 18 = 2; для четырехугольной пирамиды:
5 + 5 - 8 = 2.

Теорема 61 (теорема Эйлера). У любого прос-
того многогранника сумма числа граней и вершин
на 2 больше числа ребер:

В+Г-Р=2.

54. Правильные многогранники.
Определение. Выпуклый многогранник называ-

ют правильным, если все его грани _ равные пра-
вильные многоугольники и, кроме того, к каждой
его вершине сходится одно и то же число ребер.

Математики древности уделяли много внимания
изучению этих многогранников. Платон связывал
с ними устройство нашей Вселенной. Правильных
многогранников всего пять, по имени Платона их
иногда называют «пять платоновых тел››. На
рисунке 2.243 изображены пять правильных вы-
пуклых многогранников.

Очевидно, что все ребра правильного многогран-
ника равны друг другу. Можно доказать, что рав-
ны и все многогранные углы при вершинах, а так-
же другие свойства.

Если число сторон каждой грани т, а число ре-
бер каждой вершины _ п, то числа т и п опреде-
ляют вид правильного многогранника. Два пра-
вильных многогранника одного вида называют од-
ноименными.
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Рис. 2.243

У куба т = 4, а п = 3. У правильного тетраэдра
т=3,ап=3ит.д.

Правильные Грань Плоский угол
многогранники

Тетраэдр Треугольник 60°

Куб Квадрат 90°

Октаэдр Треугольник 60°

Додекаэдр Пятиугольник 108о

Икосаэдр Треугольник 60°

Леонардо да Винчи делал каркасные Модели
правильных Многогранников, изготавливая ребра
из дерева и оставляя грани воображаемыми. Если
смотреть на такую Модель из точки, лежащей стро-
го напротив одной из его граней вблизи центра, то
эта грань будет представляться большим Много-
угольникоМ, внутри которого лежат все остальные
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грани. Такой рисунок многогранника Называется
диаграммой Шлегеля.

На рисунке 2.244 изображены перспективный
чертеж, развертка, из которой Можно сложить кар-
тонную Модель фигуры, и диаграмма Шлегеля для
каждого из пяти платоновых тел. На них видны
устройство граней и их расположение около вер-
шин.

П р и м е р. Является ли правильным многогран-
ник, вершины которого _ центры всех граней:
а) куба; б) правильного тетраэдра; в) правильного
октаэдра?

Многогранник, у которого вершины являются
центрами всех граней куба, есть правильный окта-
эдр (рис. 2.245). Если же соединить центры всех
граней правильного октаэдра, то получим ребра
куба (рис. 2.246). Говорят, Что куб и октаэдр двой-
ственны друг другу. Правильный тетраэдр двойст-
венен сам себе, то есть центры граней правильного
тетраэдра являются вершинами правильного тет-
раэдра (рис. 2.247).

55. Триангуляция многоугольников и много-
гранников. Многоугольники можно получать, при-
кладывая друг к другу треугольники (рис. 2.248).
При данном приложении треугольников следует
учитывать, что треугольники, из которых констру-
ируется многоугольник, должны: а) либо не иметь
общих точек; б) либо иметь общую вершину; в) ли-
бо иметь общую целую сторону.

При этом можно говорить не о прикладывании
треугольников, а о разбиении многоугольников на
указанные треугольники. В этом случае происходит
так называемая триангуляция многоугольника.



ё9. Многогранники 491

Рис. 2.245 Рис. 2.246 Рис. 2.247

Есть два способа триангуляции выпуклых Мно-
гоугольников:

1) проведение всех диагоналей из одной его вер-
шины (рис. 2.249);

2) соединение отрезками любой его внутренней
точки со всеми вершинами (рис. 2.250).

Триангуляцию Можно проводить и с многогран-
никами.

Рис. 2.248

Рис. 2.249 Рис. 2.250
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Триангуляцией многогранни-
ка называют такое его разбиение
на треугольные пирамиды, при
котором каждые две треуголь-
ные пирамиды либо Не имеют
общих точек, либо имеют только
общую вершину, либо общее
ребро, либо целую общую грань.

Легко триангулировать вы-
пуклую пирамиду, триангули-
руя диагоналями ее основание и

Рис. 2.251 проводя затем диагональные се-
чения (рис. 2.251).

56. Развертки многогранников
Нам Часто приходится проделывать две опера-

ции, связанные с многогранниками:
_ разрезать их поверхности по ребрам, развора-

чивать эти поверхности на плоскости (на крышке
стола), в этом случае говорят, Что мы получаем раз-
вертку поверхности многогранника;

_ из имеющейся выкройки (развертки) склеи-
вать (конструировать) многогранник.

На рисунке 2.252 вы видите развертку куба, а
на рисунке 2.253 изображена развертка прямо-
угольного параллелепипеда.

Рис. 2.252
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Рис. 2.253

Если мы, отправляясь из одной вершины и раз-
резая многогранник ножницами по ребрам, побы-
ваем в каждой из остальных вершин ровно по одно-
му разу, то поверхность многогранника уже Можно
будет развернуть на плоскость.

Заметим, что в этом случае Число разрезов ока-
жется на единицу меньше числа вершин.
Как уже говорилось, кроме

операции получения разверток
многогранников часто встреча-
ются и операции моделирования
многогранников из разверток.
При этом сгибают развертку по
пунктирным линиям и склеивают
соответствующие ребра. Для
удобства склейки развертку мно-
гогранника изготавливают с кла- Рис. 2.254
панами (рис. 2.254).

Многогранник может иметь несколько различ-
ных разверток. Вид развертки зависит от того, по
каким ребрам разрезали поверхность многогран-
ника.

Представим себе модель четырехугольной пира-
миды, изготовленную из гибкого нерастяжимого
материала (бумага, картон и т. д.). Эту модель
можно разрезать по нескольким ребрам и развер-
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Рис. 2.255

Рис. 2.256
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нуть на плоскости. Мы получим различные много-
угольники, которые являются развертками данной
пирамиды. На рисунке 2.255 изображены три раз-
личные развертки такой пирамиды.

Разверткой многогранника (многогранной по-
верхности) является совокупность многоугольни-
ков, для которых указано, как их нужно склеивать
(какими сторонами прикладывать друг к другу).

При составлении развертки соблюдают следую-
щие правила: склеиваемые стороны должны быть
равной длины; на сторонах развертки указывают,
как они должны быть склеены.

На рисунке 2.256 изображены развертки раз-
личных многогранников с такими указаниями.

510. Тела вращения

57. Понятие о поверхностях и телах вращения.
Если многоугольник АВСВЕ вращается вокруг
прямой АВ (рис. 2.257), то каждая его точка, не
принадлежащая прямой АВ, описывает окруж-
ность с центром на этой прямой. Весь многоуголь-
ник АВСВЕ при этом описывает некоторое тело вра-
щения (рис. 2.258); прямая АВ _ ось этого тела.

Рис. 2.257 Рис. 2.258 Рис. 2.259
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Плоскость, проходящая Через ось тела враще-
ния, является его плоскостью симметрии. Таких
плоскостей каждое тело вращения имеет бесконеч-
но много.

Любая плоскость, проходящая Через ось тела
вращения, пересекает это тело. Полученное сече-
ние называют осввым сечением. В частности, осе-
вое сечение тела вращения может состоять из двух
изолированных друг от друга плоских фигур, сим-
метричных относительно оси (рис. 2.259). Все осе-
вые сечения тела вращения равны.

Чтобы задать тело вращения, достаточно ука-
зать его ось и фигуру, вращением которой получено
данное тело. Описывая такое тело словесно, вместо
оси иногда указывают принадлежащий ей отрезок.
Например, вместо «тело, образованное вращением
треугольника вокруг оси, содержащей его сторону››
говорят и короче: «тело, образованное вращением
треугольника вокруг его стороны›› .

58. Цилиндр. Можно дать определение цилиндра.
Определение. Цилиндром (точнее, круговым ци-

линдром) называют тело, которое состоит из двух
кругов, совмещаемых параллельным переносом, и
всех отрезков, соединяющих соответствующие точ-
ки этих кругов. Круги называют основаниями ци-
линдра, а отрезки, соединяющие соответствующие
точки окружностей кругов _ образующими ци-
линдра (рис. 2.260, 2.261).

Можно доказать, что основания цилиндра равны
и лежат в параллельных плоскостях, что у цилиндра
образующие параллельны и равны. Поверхность ци-
линдра состоит из оснований и боковой поверхности.
Боковая поверхность составлена из образующих.
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Рис. 2.260 Рис. 2.261 Рис. 2.262

Определение. Цилиндр называют прямым, если
его образующие перпендикулярны плоскостям ос-
нований.

На рисунке 2.261 изображен наклонный ци-
линдр, а на рис. 2.260 _ прямой. В школьном
курсе, как правило, рассматривают только прямые
цилиндры, называя их для краткости просто ци-
линдрами.

Цилиндр можно рассматривать как тело, полу-
ченное при вращении прямоугольника вокруг од-
ной из его сторон как оси (рис. 2.262).

Радиусом цилиндра называют радиус его осно-
вания. Высотой цилиндра называют расстояние
между плоскостями оснований. Осью цилиндра на-
зывают прямую, проходящую Через центры осно-
ваний. Ось цилиндра параллельна образующим.

Сечение цилиндра плоскостью, проходящей че-
рез ось цилиндра, называют осевым сечением ци-
линдра (рис. 2.263). Именно Через такое сечение
обозначают цилиндр. Плоскость, проходящая че-
рез образующую прямого цилиндра и перпендику-
лярная осевому сечению, проведенному через эту
образующую, называется касательной плоско-
стью цилиндра (рис. 2.264).
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Рис. 2.263 Рис. 2.264 Рис. 2.265

Плоскость, перпендикулярная оси цилиндра,
пересекает его боковую поверхность по окружнос-
ти, равной окружности основания.

На рисунке 2.265 изображено сечение цилиндра
плоскостью, параллельной его оси. Оно представ-
ляет собой прямоугольник.

Если цилиндр АА1В1В с радиусом основания
АО = г разрезать по образующей І (рис. 2.266) и
развернуть на плоскости, получится прямоуголь-
ник, стороны которого _ спряМленная окружность
основания АВА = 21131д и образующая І _ развертка
боковой поверхности цилиндра. Чтобы получить
развертку полной поверхности, надо присоединить
два круга _ основания цилиндра (рис. 2.267).

Рис. 2.266 Рис. 2.267
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59. Призма, вписанная в цилиндр и описанная
около него.

При решении геометрических задач часто при-
ходится рассматривать комбинации многогранни-
ков и цилиндров, в частности, призм, вписанных в
цилиндр и описанных около цилиндра.

Определение. Призмой, вписанной в цилиндр,
называют такую призму, основания которой _
равные многоугольники, вписанные в основания
цилиндра. Ее боковые ребра являются образующи-
ми цилиндра (рис. 2.268).

Определение. Призму называют описанной око-
ло цилиндра, если ее основания - равные много-
угольники, описанные около основания цилиндра.
Плоскости ее граней касаются боковой поверхно-
сти цилиндра (рис. 2.269).

П р и м е р. В цилиндр вписана правильная шес-
тиугольная призма. Найдите угол между диаго-
налью ее боковой грани и осью цилиндра, если ра-
диус основания равен высоте цилиндра.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. В цилиндр вписана
правильная шестиугольная призма. дано
2. Радиус основания цилиндра (рис. 2.270)
равен высоте призмыАО = АА1.

Рис. 2.268 Рис. 2.269
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Рис. 2.270 Рис. 2.271

3. Требуется Найти угол Между 001 и АВ1.
4. АО = АА1 = А1В1 (1, свойства правильного

шестиугольника, вписанного в окружность).
5. АВВ1А1 _ квадрат (1, 4, определение квад-

рата).
Надо Найти угол Между 001 и АВ1. Как это сде-

лать? Лучше всего рассмотреть осевое сечение
призмы, изображенное на рисунке 2.271. Задача
сводится к нахождению угла ос.

6. ос = 45° (найдите самостоятельно).

60. Конус.
Определение. Конусом (точнее, круговым кону-

сом) называют тело, которое состоит из круга _ ос-
нования конуса, точки, не лежащей в плоскости
этого круга, _ вершины конуса и всех отрезков,
соединяющих вершину конуса с точками основа-
ния. Отрезки, соединяющие вершину конуса с точ-
ками окружности основания, называют образующи-
ми конуса (рис. 2.272).

Поверхность конуса состоит из основания и бо-
ковой поверхности.
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А С В

Рис. 2.272 Рис. 2.273 Рис. 2.274

Определение. Конус Называется прямым, если
прямая, соединяющая вершину конуса с центром
основания, перпендикулярна плоскости основания
(рис. 2.272).

На рисунке 2.273 изображен наклонный конус,
в дальнейшем будет рассматриваться только пря-
мой конус, называемый для краткости просто ко-
нусом.

Прямой круговой конус можно рассматривать
как тело, полученное при вращении прямоугольного
треугольника вокруг его катета как оси (рис. 2.274).

Определение. Высотой конуса называют пер-
пендикуляр, опущенный из его вершины на плос-
кость основания.
У прямого конуса основание высоты совпадает с

центром основания (рис. 2.272). Осью прямого ко-
нуса называется прямая, содержащая его высоту.
У наклонного конуса основание высоты может не
совпадать с центром круга, лежащего в основания
конуса (рис. 2.273).

Если конус РАВ с радиусом основания г и обра-
зующей І (рис. 2.275) разрезать по образующей РВ
и развернуть на плоскости, то получим развертку.
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Рис. 2.275 Рис. 2.276

Развертка конуса будет состоять из сектора ВРАВ
и круга (основания) диаметра сі = 2г.

Сечение конуса плоскостью, проходящей Через
его ось, называют осевым сечением. Плоскость,
проходящая Через образующую конуса и перпенди-
кулярная осевому сеЧению, проведенному Через
эту образующую, называется касательной плоско-
стью конуса (рис. 2.276).

Плоскость, перпендикулярная оси конуса, пере-
секает конус по кругу, а боковую поверхность _ по
окружности с центром на оси конуса.

Плоскость, перпендикулярная оси конуса, отсе-
кает от него меньший конус. Оставшуюся Часть на-
зывают усеченным конусом (рис. 2.277).

УсеЧенный конус можно полуЧить и как тело
вращения.

Определение. Усеченным конусом называют те-
ло вращения, образованное вращением прямо-
угольной трапеции около боковой стороны, пер-
пендикулярной основаниям.
Круги О и 01 _ его основания (рис. 2.277), его

образующие равны между собой, прямая 001 _
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Рис. 2.277 Рис. 2.278

ось, отрезок 001 _ высота. Его осевое сечение
АА1В1В _ равнобедренная трапеция.

П р и М е р. Конус пересечен плоскостью, парал-
лельной основанию, на расстоянии сі от вершины.
Найдите площадь сечения, если радиус основания
конуса В, а высота Н.

Р е щ е н и е. Из условия задачи иМееМ:
1. Конус с вершиной Ѕ.
2. ЅО1=сі.
3. Ѕ01= Н. > дано
4. ОА = В. (рис. 2.278)
5. Плоскость ос пересекает конус
и параллельна основанию. ,
6. Найдите площадь сечения конуса.
'7. Сечение конуса получается из основания ко-

нуса преобразованиеМ гоМотетии относительно вер-
сіНа,шины конуса с коэффициентом гоМотетии Іг =

2, 3, 4, 5, определение гоМотетии).

8. Радиус круга в сечении г = 31% (7).

9. Площадь сечения Ѕ= лВ2_012 (8, теореМа о
Н2

площади круга).
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61. Пирамида, вписанная в конус и описанная
около него.

Определение. Пирамидой, вписанной в конус,
называют такую пирамиду, основание которой есть

многоугольник, вписанный в ок-
ружность основания конуса, а
вершиной является вершина ко-
нуса. Боковые ребра пирамиды,
вписанной в конус, являются об-
разующими конуса (рис. 2.279).

А В Определение. Пирамиду на-
РИС_ 2279 зывают описанной около конуса,

а конус _ вписанным в пирами-
Ѕ ду, если ее основанием является

' многоугольник, описанной около
основания конуса, а вершина сов-
падает с вершиной конуса.
Плоскости боковых граней опи-
санной пирамиды являются ка-

Ѕ

СВ СаТЄЛЬНЬІМИ ПЛОСКОСТЯМИ КОНУСа

РИС_ 2280 (рИС. 2.280).

62. Шар.
Определение. Шаром называют тело, которое

состоит из всех точек пространства, находящихся
на расстоянии, не большем данного, от данной точ-
ки. Эту точку называют центром шара, а данное
расстояние _ радиусом шара (рис. 2.281).

Границу шара называют шаровой поверхностью
или сферой. На рисунке 2.281 точки А, В и 1) при-
надлежат сфере, а, например, точка М ей не при-
надлежит. Таким образом, точками сферы являют-
ся все точки шара, которые удалены от центра на
расстояние, равное радиусу. Любой отрезок, соеди-
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Рис. 2.281 Рис. 2.282

няющий центр шара с точкой шаровой поверхно-
сти, также называют радиусом.

Отрезок, соединяющий две точки шаровой по-
верхности и проходящий Через центр шара, называ-
ют диаметром. Концы любого диаметра называют
диаметрально протавоположныма точками шара.

Шар так же, как цилиндр и конус, является те-
лом вращения. Он получается при вращении полу-
круга вокруг его диаметра, как оси (рис. 2.282).

Теорема 62. Всякое сечение шара плоскостью
есть круг. Центр этого круга есть основание перпен-
дикуляра, опущенного из центра шара на секущую
плоскость.

Если шар с центром О и радиусом В пересечен
плоскостью ос, то в сечении по теореме 62 получается
круг радиуса г с центром К (рис. 2.283). Радиус сече-
ния шара плоскостью можно вычислить по формуле

г= А/В2-ОК2.

Из формулы видно, что плоскости, равноудален-
ные от центра, пересекают шар по равным кругам.
Радиус сечения шара тем больше, чем ближе секу-
щая плоскость к центру шара, т. е. чем меньше
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0
І

Рис. 2.283 Рис. 2.284

расстояние ОК. Наибольший радиус имеет сечение
плоскостью, проходящей Через центр шара. Радиус
этого круга равен радиусу шара.

Плоскость, проходящую Через центр шара, на-
зывают дааметральной плоскостью. Сечение ша-
ра диаметральной плоскостью называют большим
кругом, а сечение сферы _ большой окружностью.

Теорема 63. Любая диаметральная плоскость
шара является его плоскостью симметрии. Центр
шара является его центром симметрии.

Плоскость, проходящую через точку А шаровой
поверхности и перпендикулярную радиусу, про-
веденному в точку А, называют касательной плос-
костью. Точку А называют точкой касания
(рис. 2.284).

Теорема 64. Касательная плоскость имеет с ша-
ром только одну общую точку _ точку касания.

ПряМую, проходящую через точку А шаровой
поверхности перпендикулярно к радиусу, прове-
денному в эту точку, называют касательной
(рис. 2.285).
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Рис. 2.285 Рис. 2.286

Теорема 65. Через любую точку шаровой по-
верхности проходит бесконечно Много касатель-
нь1х, причем все они лежат в касательной плоскос-
ти шара.

П р и М е р. Через середину радиуса шара прове-
дена перпендикулярная радиусу плоскость. Как
относится площадь полученного сечения к площа-
ди большого круга?

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:

1. Шар с центром О и радиусом В, ї
ОС = ОА = В.

В2. ОВ=ВС=-. дано
2 > (рис. 2.286)

3. СО перпендикулярен плоскости
окружности с центром в точке В. і

4. Найдите отношение площади круга с центром в
точке В к площади большого круга.

Чтобы решить задачу, надо знать радиус полу-
чающегося в сечении круга с центром в точке В.
Как его найти?

5. АОВА _ прямоугольный (3, определение пер-
пендикуляра к плоскости).

6. Если радиус шара В, то радиус круга в сече-

нии будет В2-(Ё)2 = ВЁ.
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'7. Отношение площади этого круга к площади
2

большого круга равно 11:(ВЁ) : 11:32 = Ё (1, 2, 5,

теорема Пифагора).

63. Части шара и сферы.
В геометрии существуют специальные назва-

ния частей сферы и шара, которые получаются
при разбиении этих фигур на части отрезками,
прямыми или плоскостями.

Определение. Часть шара, отсекаемую плос-
костью, называют шаровым сегментом.

Шаровой сегмент ограничен: 1) частью сферы,
которую называют сегментной поверхностью;
2) кругом, который называют основанием шаро-
вого сегмента.

На рис. 2.287 плоскость ос, проходящая через
точку В, отсекает от шара два шаровых сегмента.

Определение. Сферическим сегментом называ-
ют часть сферы, отсекаемую плоскостью.

Окружность, по которой плоскость пересекает
сферу, называют основанием сферического сегмента.
Высотой шарового сегмента и сегментной

поверхности называют отрезок радиуса, перпенди-
кулярного к основанию сегмента. На рисунке
2.287 верхний сегмент имеет высоту АВ.

Если пересечь шар двумя параллельными плос-
костями, тогда шар (его граничная сфера)
разделится на три части, две из них _ шаровые
(сферические) сегменты.

Определение. Часть шара, заключенную между
двумя пересекающими его параллельными плоскос-
тями, называют шаровым слоем.
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АВ=И

Рис. 2.287 Рис. 2.288

На рисунке 2.288 две параллельные плоскости,
проходящие Через тоЧки СВ, отсекают от шара
шаровой слой.

Определение. Сфераческам поясом называют
Часть сферы, заклюЧенную Между двумя ее парал-
лельными сеЧениями.

Поверхность шарового слоя состоит из двух
кругов, называемых основаниями шарового слоя, и
сфериЧеского пояса соответственно.
Высотой шарового слоя называют перпенди-

куляр, проведенный из тоЧки одного основания к
плоскости другого; Чаще всего берут за высоту
отрезок диаметра сферы, перпендикулярного осно-
ваниям, с концами на них. Высотой сфераческого
пояса называют высоту соответствующего шаро-
вого слоя. На рисунке 2.288 высотой шарового
слоя является отрезок ВС.

СфериЧеский сегмент и сфериЧеский пояс
можно рассматривать как поверхности, образован-
ные вращением некоторых дуг окружности вокруг
прямойАВ (рис. 2.288).
Шаровой сектор _ это Часть шара, полуЧае-

мая не простым сеЧением шара плоскостью (или
плоскостями), а как фигура, образованная при
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Рис. 2.289 Рис. 2.290

вращении соответствующего кругового сектора
(рис. 2.289).

Определение. Шаровым сектором называют фи-
гуру, полученную при вращении кругового сектора
с углом, меньшим 9О°, вокруг прямой, содер-
экащей один из ограничивающих круговой сектор
радиусов.

Шаровой сектор состоит из шарового сегмента и
конуса. На рисунке 2.290 изобраэкен круговой
сектор СОА (О _ центр данного круга). Вращая
круговой сектор СОА вокруг радиуса АО, получим
шаровой сектор с центром в точке О (рис. 2.290).
Полученный шаровой сектор состоит из шарового
сегмента высотой Н и конуса с вершиной в точке О
и высотой В - Н.



ГЛАВА ІІ

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ

511. Пересекающиеся прямые

64. Понятие пересекающихся прямых.
Определение. Если две прямые

имеют только одну общую точку, а
то такие прямые называют пере- О
секающимися.

На рисунке 2.291 прямые а и І)
пересекаются в точке О.

Моэкно доказать такую теорему. РИС- 2-291

Теорема 1. Через две пересекающиеся прямые
моэкно провести плоскость, и только одну.

Несколько прямых могут пересекаться не в од-
ной точке, а, например, попарно. На рисунке 2.292
изобраэкено пересечение трех прямых, каэкдые две
из которых пересекаются только в одной точке.
При этом образуется треугольник и вся эта фигура
всегда леэкит в одной плоскости.

Четыре прямые, каэкдые две из которых имеют
только одну общую точку, образуют четырехуголь-
ник (рис. 2.293).

Рис. 2.292 Рис. 2.293
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Рис. 2.294 Рис. 2.295

На рисунках 2.294, 2.295 изобраэкены куб И тет-
раэдр, у которых продолжены их ребра. Мы ви-
дим, что в каждой вершине куба и тетраэдра пере-
секаются три прямые.

512. Перпендикулярные прямые

65. Понятие перпендикулярных прямых.
При пересечении двух прямых есть очень ваэк-

ный случай, когда, пересекаясь, прямые образуют
прямые углы (рис. 2.296).

Определение. Две прямые называют перпенди-
кулярными, если они пересекаются под прямым
углом.

На рисунках перпендикуляр-
ность прямых обозначается специ-

а

_І д альным знаком _ _І (рис. 2.296).
о При записи перпендикулярность

прямых обозначается так: і.
Запись а і І) читается: «прямая а

Рис. 2.296 перпендикулярна прямой Ь».
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Кроме понятия перпендикулярности прямых в
геометрии используется понятие перпендикуляра
к прямой. Говорят: провести перпендикуляр к пря-
мой, проходящий через данную точку, опустить
перпендикуляр из точки на прямую.

Определение. Перпендикуляром, проведенным
из точки А к прямой а, называют отрезок прямой,
перпендикулярной к прямой а, с концами в точках
А и В, где А _ точка, из которой проводится пер-
пендикуляр, а В _ точка пересечения прямой а с
пердпендикулярной ей прямой АВ.

На рисунке 2.297 прямая АВ перпендикулярна
к прямой а, отрезок АВ является перпендикуляром
к прямой а, точку В называют основанием
перпендикуляра АВ.

Определение. Длину перпендикуляра, опущенно-
го из данной точки на прямую, называют расстоя-
нием от точки до прямой.

Построение перпендикулярных прямых связано
с вычерчиванием прямых углов.

Для вычерчивания прямых углов используется
угольник или чертеэкный треугольник (рис. 2.298).
Прямой угол моэкет быть изобраэкен в любом поло-
экении (рис. 2.299).

На рисунке 2.300 показано, как с помощью
угольника и линейки моэкно провести перпендику-
ляр через точку О, леэкащую на прямой АВ. На

А

Рис. 2.297 Рис. 2.298
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Рис. 2.299

Рис. 2.300 Рис. 2.301

рисунке 2.301 показано, как можно провести пер-
пендикуляр с помощью угольника и линейки через
точку О к прямой АВ при условии, что О не леэкит
на АВ .

Теорема 2. К данной прямой Через данную точ-
ку моэкно провести только один перпендикуляр.

66. Серединный перпендикуляр отрезка.
Определение. Прямую, проходящую Через сере-

дину отрезка перпендикулярно ему, называют сере-
динным перпендикуляром (рис. 2.302).

Свойства серединного перпендикуляра к отрезку:
_ если точка равноудалена от концов отрезка,

то она принадлеэкит серединному перпендикуляру
этого отрезка;
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а \ В

А _І В

' о
А _І С а

Рис. 2.302 Рис. 2.303

_ если точка принадлежит серединному перпен-
дикуляру отрезка, то она равноудалена от его концов.

Можно доказать такую теорему.

Теорема З. Множество точек плоскости, равноуда-
ленных от концов отрезка, есть серединный перпен-
дикуляр к этому отрезку.

67. Перпендикуляр и наклонная. Если есть точ-
ка и прямая, то по теореме 1 есть и плоскость,
в которой они лежат, а значит, все рассуждения
в данном случае будут связаны с той плоскостью,
в которой лежат данные точка и прямая.

Пусть даны прямая а и точка В, не лежащая на
этой прямой. ВА _ перпендикуляр, опуЩенный из
точки В на прямую а, и С _ любая точка прямой а,
отличная от А. Отрезок ВС называется наклонной,
проведенной из точки В к прямой а (рис. 2.303).
Точку С называют основанием наклонной.

В отличие от перпендикуляра наклонная образу-
ет с прямой, к которой она проведена, угол, отлич-
ный от 9О°.

Можно доказать теорему.

Теорема 4. Расстояние от точки А до основания
перпендикуляра, проведенного через нее к прямой
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а, Меньше, чем расстояние от А до любой другой
точки прямой а.

Иначе говоря, перпендикуляр ВА короче, чем
отрезок ВС любой наклонной.

Есть еще одно понятие, которым часто пользу-
ются в данной ситуации, _ это проекция точки на
прямую. Даны прямая а и точка А вне ее. Опустив
перпендикуляр из точки А на прямую а, мы полу-
чим точку А1 _ основание перпендикуляра. Точка
А1 имеет еще одно название, ее называют проекци-

ей точкиА на прямую а.
Моэкно, пользуясь понятием
проекции точки на прямую, оп-
ределить и проекцию фигуры
на данную прямую. Например,

а на рисунке 2.304 изобраэкена
М1 К1 проекция отрезка на прямую а.

Проекция отрезка есть тоэке от-
резок М1К1, который состоит

К

Рис. 2.304

из всех проекций точек отрезка МК. Именно такие
проекции нам в дальнейшем придется рассмат-
ривать.

П р и м е р. Равные отрезки АВ и СВ, заключен-
ные меэкду параллельными прямыми АС и ВВ, пе-
ресекаются в точке О. Докаэките, что АО = СО и
ВО = ВО.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:

1.АВ=СВ. дано
2. АС ІІ Во.
3. АВ и СВ пересекаются в точке О. (рИс' 2'305)
4.АО=СОиВО=1)О
(требуется доказать).
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Чтобы доказать п. 4, нуж- А С
но доказать, что ААОС и Й Й
АВОІ) _ равнобедренные. О
Как это доказать?

5. Проведем из точек А и С в к` М 1)
перпендикуляры к прямой РИС_ 2_305
ВВ (построение) (рис. 2.305).

6. АК = СМ (5, свойство расстояний между па-
раллельными прямыми).

'7. ААКІ) = АСМВ (5, теорема 21, см. п. 23).
8. хСВМ = хАІЭК (7).
9. АВОІ) _ равнобедренный (8, признак равно-

бедренного треугольника).
10. ВО = ВО (9).
Аналогично можно доказать, Что АО = СО.

68. Геометрическое место точек. В геометрии
для описания некоторых геометрических фигур
есть свое название _ геометрическое место
точек.

Определение. Геометрическим местом точек на-
зывают фигуру, которая состоит из всех точек
плоскости, обладающих определенным свойством.

Например, окружность можно определить как
геометрическое место точек плоскости, равноуда-
ленных от данной точки. Серединный перпендику-
ляр отрезка можно также определить как геометри-
ческое место точек плоскости, равноудаленных от
коъщов этого отрезка.

В этих примерах говорится о геометрическом
месте точек плоскости.

Геометрические места точек широко использу-
ются при решении геометрических задач на по-
строение. Сущность метода геометрических мест,
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используемого при решении задач на построение,
состоит в следующем.

Пусть для решения задачи на построение надо
найти точку Х, удовлетворяющую двум условиям.
Геометрическое Место точек, удовлетворяющих
первому условию, есть некоторая фигура Р1, а гео-
метрическое место точек, удовлетворяющих второ-
му условию, есть некоторая фигура Р2. Искомая
точка Х принадлеэкит Р1 и Р2, т. е. является их
точкой пересечения. Покаэкем работу этого метода
на примере решения задачи.

П р и м е р 1. Даны три точки: А, В, С. Построй-
те точку Х, которая одинаково удалена от точек А и
В и находится на данном расстоянии от точки С.

1. Нам даны три точки А, В, С (рис. 2.306).
2. Искомая точка Х удовлетворяет двум услови-

ям: 1) она одинаково удалена от точек А и В; 2) она
находится на данном расстоянии от точки С . Геомет-
рическое место точек, удовлетворяющих первому ус-
ловию, есть серединный перпендикуляр отрезка
АВ (рис. 2.307).

3. Геометрическое место точек, удовлетворяю-
щих второму условию, есть окруэкность данного
радиуса с центром в точке С (рис. 2.308). Искомая
точка Х леэкит на пересечении этих геометриче-
ских мест. В данном случае искомых точек две: Х1
И Х2.

,А

,С
,В

Рис. 2.306 Рис. 2.307 Рис. 2.308
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Биссектриса угла также является очень важным
и широко используемым геометрическим местом
ТОЧЄК .

П р и м е р 2. Найдите геометрическое место то-
чек, равноудаленных от сторон угла и находящих-
ся в его внутренней области.

Р е Ш е н и е. А) Пусть точка
принадлеэкит внутренней об-
ласти угла и равноудалена от
его сторон. Докаэкем, Что эта
точка принадлеэкит биссектри-
се данного угла.

1. Точка М принадлеэкит
внутренней области угла АОВ
(рис. 2.309).

2. Проведем МК і ОА, МС і
і ОВ, МК = МС (рис. 2.310).

3. ОМ _ биссектриса угла
АОВ (требуется доказать).

У нас на чертеэке нет луча
ОМ, проведем его.

4. Соединим точки О и М
(построение) (рис. 2.311).

Нам нуэкно доказать, что
ОМ _ биссектриса угла О или,
что 4КОМ = 4СОМ. Для этого
рассмотрим АКОМ и АСОМ.

5. АОКМ = АСОМ (2, тео-
рема 21, см. п. 23).

6. 4АОМ = 400М (4).
'7. ОМ _ биссектриса угла

АОВ.
Б) Пусть точка принадле-

экит биссектрисе данного угла.

О

О
б/

\\а
>

.Ё

Рис. 2.309

А
К
О

о
ФО

Рис. 2.310

А;

Рис. 2.311
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Докаэкем, что эта точка равноудалена от сторон
данного угла.

1. Пусть М _ нроизвольная точка биссектрисы
ОМ угла АОВ (рис. 2.312) (дано).

А А

К

М М

о ї о

С

В В

Рис. 2.312 Рис. 2.313

2. ААОМ = 4ВОМ (1).
3. Проведем МК и МС _ нернендикуляры к сто-

ронам углаАОВ (рис. 2.313) (построение).
4. АОКМ = АОСМ (1, 2, теорема 19, см. н. 23).
5. МК = МС. Точка М равноудалена от сторон

угла (4).
Итак, геометрическим местом точек угла, рав-

ноудаленных от его сторон, является биссектриса
этого угла.

513. Параллельные прямые

69. Понятие параллельности прямых.
Определение. Прямые а и І) называют парал-

лельными, если они леэкат в одной плоскости и не
имеют общих точек.
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На рисунке 2.314 изображены две параллельные
прямые а И І).

Прямые а и І) параллельны, а значит, по опреде-
лению, они лежат в одной плоскости или задают эту
плоскость. На рисунке 2.315 показано, что прямые
а и І) задают плоскость ос.

Рис. 2.314 Рис. 2.315

Параллельность прямых обозначается знаком
<< ІІ ››. Запись а || І) Читается: «прямая а параллельна
прямой 1)» или «прямые а и І) параллельны».

Моэкно доказать теорему о центрально-симмет-
ричных прямых, которая будет первым признаком
параллельности прямых.

Теорема 5. Если две прямые симметричны отно-
сительно некоторого центра, то они параллельны
(рис. 2.316).

Следствие. Через любую точку, не принадлежа-
щую данной прямой, проходит одна прямая, па-
раллельная данной прямой.

Сформулированная теорема позволяет строить
прямую, параллельную данной (отметим, что есть
и другие способы построения параллельных пря-
мых).
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А В С р С р

Рис. 2.316 Рис. 2.317 Рис. 2.318

Выполним это построение.
1. Пусть даны прямая р и точка А, А её р

(рис. 2.317).
Мы должны воспользоваться теоремой 5, а зна-

чит, построить прямую, центрально-симметричную
прямой р и проходящую Через точкуА. Таким обра-
зом, первая проблема, которую надо решить, _ это
найти (построить) центр симметрии.

2. Определение центральной симметрии подска-
зывает ответ: возьмем произвольную точку С на
прямой р, соединим ее с точкой А и найдем середи-
ну отрезка СА _ точку О (рис. 2.318).
Как построить прямую, параллельную прямой

р, зная, что точки А и С центрально-симметричны
относительно точки О?

3. Построим еще одну пару центрально-симмет-
ричных точек относительно центра симметрии _
точки О, одна из которых принадлеэкит прямой р.
Пусть это будут точки В и В1 (рис. 2.319).

4. Точки А и В1 определяют прямую АВ1 (1, 3,

аксиома 1).
5. АВ1 параллельна прямой р (4, теорема 5).
Перпендикулярность и параллельность прямых

тесно связаны меэкду собой.
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Нв
НА

3.1 4

о
т _І

д В р к М а

Рис. 2.319 Рис. 2.320

Теорема б. Если две прямые перпендикулярны
одной и той же прямой, то эти прямые параллель-
ны (рис. 2.320).

В условии теоремы имеются два перпендикуля-
ра, проведенных к прямой, причем все эти фигуры
лежат в одной плоскости. Представьте себе, что эти
перпендикуляры и данная прямая не лежат в од-
ной плоскости. На рисунке 2.321 дана прямая с и к
ней из точек А и В в плоскостях ос и В проведены
перпендикуляры. В этом случае перпендикуляры

Рис. 2.321 Рис. 2.322
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Не будут параллельны, так как они Не лежат в од-
ной плоскости. Таким образом, мы сформулирова-
ли признак параллельности прямых для плоскос-
ти, т. е. для случая, когда прямая а и перпендику-
ляры к ней лежат в одной плоскости.

На рисунке 2.322 показано, как с помощью
угольника и линейки можно провести Через дан-
ную точку В прямую І), параллельную данной пря-
мои а.

'70. Аксиома параллельных.
В великой книге Евклида «Начала» (ІІІ в. до н. э.)

геометрия излагалась в строго систематическом
виде. В основу этого изложения была положена
четко оговоренная система первоначальных ут-
верждений _ аксиом, которые не доказывались.
Все остальные утверждения _ теоремы _ выводи-
лись из них строго логически. Среди аксиом выделя-
лась аксиома о параллельных _ пятый постулат
Евклида.

Аксиома 4 (аксиома параллельных). Через лю-
бую точку, не лежащую на данной прямой, проходит
одна и только одна прямая, параллельная данной.

Применяя эту аксиому, можно доказать много
различных теорем.

Теорема 7. Если прямая пересекает одну из
двух параллельных прямых, то она пересекает и
дрУГУЮ-

Верна ли эта теорема для любого расположения
указанных прямых в пространстве? Нет, не вер-
на. На рисунке 2.323 прямая с не пересекает пря-
мую І).
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Таким образом, теорема '7 с
верна для плоского случая,
когда все указанные в фор-
мулировке теоремы прямые а 1,
леэкат в одной плоскости. /

В пункте 67 мы рассмат- а
ривали случаи, когда из не- /
которой точки к прямой
проведены перпендикуляр и РИС- 2-323
наклонная, И сформулиро-
вали теорему 4 о том, Что в
этом случае перпендикуляр всегда короче наклонной.
Теперь моэкно сформулировать следующую теорему.

Теорема 8. Перпендикуляр И наклонная к одной
и той эке прямой пересекаются.

Теорема 9. Если прямые а и І) параллельны
прямой с, то прямые а и І) параллельны.

Ваэкность этого свойства моэкно продемонстри-
ровать на примере устройства нотного стана
(рис. 2.324). Все линии нотного стана параллельны
меэкду собой именно в силу свойства транзитивнос-
ти параллельных прямых.

Верна эта теорема для произвольно располоэкен-
ных прямых в пространстве?

Д с ь

0.1
Рис. 2.324 Рис. 2.325
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Да, верна. На рисунке 2.325 изображено располо-
жение прямых а, І), с в пространстве, когда параллель-
ные прямые а и с лежат в плоскости ос, а параллельные
прямые І) и с _ в плоскости В, т. е. а || с и І) ІІ с.

Свойство транзитивности утверждает, Что а ІІ І).
И действительно, видим, Что а ІІ І) и эти прямые ле-
жат в плоскости у.

П р и м е р. Докажем для примера использова-
ния аксиомы параллельных теорему 9 (транзи-
тивность параллельности прямых).

Р е Ш е н и е. Из условия теоремы имеем:
1. а ІІ с, І) ІІ с (дано, рис. 2.326).
2. а ІІ І) (требуется доказать).
При доказательстве этой теоремы воспользуемся

методом доказательства от противного.
3. Допустим противное: прямые а и І) непарал-

лельны, т. е. пересекаются в некоторой точке Р
(предположение) (рис. 2.32 7).

а а Р
д І) .......'-*'~`~`~`.`
С С

РИС. 2.326 РИС. 2.327

4. Через точку Р будут проходить две прямые а
и І), параллельные прямой с (1, 3).

5. П. 4 противоречит аксиоме параллельных, и,
следовательно, наше предположение 3 неверно.
Поэтому а ІІ І).

'71. Пересечение двух прямых секущей.
Пусть АВ и СВ _ две прямые, МК _ третья

прямая, пересекающая АВ и СВ (рис. 2.328). Пря-
мую МК по отношению к прямым АВ и СВ называ-
ют секущей.
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Пары углов, которые образуются при пересече-
нии прямых АВ И СВ секущей МК, Имеют специ-
альные названия.

Определение. Если точки В и 1) лежат в одной
полуплоскости относительно прямой АС, то углы
ВАС и ВСА называют внутренними односторонни-
ми (рис. 2.329).

Определение. Если точки В и 1) лежат в разных
полуплоскостях относительно прямой АС, то углы
ВАС и ВСА называются внутренними накрест ле-
жащими (рис. 2.330).

Таким образом, при пересечении прямых а и І)
секущей с образуется восемь углов, которые на
рисунке 2.331 обозначены цифрами. В соответст-

Рис. 2.328 Рис. 2.329

Рис. 2.331
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вии с введенными выше названиями мы имеем:
внутренние накрест лежащие углы _ 3 И 5, 4 И 6,
внутренние односторонние углы _ 4 и 5, 3 и 6.

Внутренние накрест лежащие углы одной па-
ры, например 3 и 5, являются смежными для
внутренних накрест лежащих углов другой пары:
4 и 6 (рис. 2.331). Поэтому если внутренние на-
крест лежащие углы одной пары равны, то внут-
ренние накрест лежащие углы другой пары тоже
равны.

Пары внутренних накрест лежащих углов и
внутренних односторонних, например 3 и 5, 4 и 5,
имеют один общий угол 5, а два других угла _
смежные 3 и 4. Поэтому если внутренние накрест
лежащие углы равны, то сумма внутренних одно-
сторонних углов равна 180°. И обратно: если сумма
внутренних односторонних углов равна 180°, то
внутренние накрест лежащие углы равны.

Можно доказать такие свойства секущих.

Теорема 10. Если две параллельные прямые пе-
ресечены секущей, то внутренние накрест лежа-
щие углы равны.

Теорема 11. Если две параллельные прямые пе-
ресеЧены секущей, то сумма односторонних углов
равна 180°.

Можно также доказать следующие признаки па-
раллельности двух прямых.

Теорема 12. Если при пересечении двух прямых
секущей внутренние накрест лежащие углы равны,
то прямые параллельны.
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Теорема 13. Если при пересечении двух прямых
секущей сумма односторонних углов равна 180°, то
прямые параллельны.

Пример. Прямые а и І)
параллельны, а прямая с пере-
секает их (рис. 2.332). Дока-
жем, Что 47 + 41 = 180°.

Р е Ш е Н и е. Из Условия
задачи имеем:

1. а ІІ І) и с _ секущая
(дано, рис. 2.332).

2. 47 + 41 = 180° (требует-
ся доказать).

3. 47 = 44 (1, теорема о ра-
венстве вертикальных углов).

4. 44 = 42 (1, теорема 10).
5. 42 + 41 = 180° (1, определение смежных углов).
6. 47 + 41 = 180° (1, 3, 4, 5).

Рис. 2.332

'72. Неевклидова геометрия. Проблема парал-
лельных прямых уходит своими корнями в исто-
рию Древнего Египта и античную Грецию. Посте-
пенно отрывочные, опытные, на глаз установлен-
ные факты здесь начинают превращаться в цепь
связанных между собой предложений; каждое из
них занимает в этой цепи определенное место и ло-
гически вытекает из предыдущих.

Применительно к геометрии этот замысел был вы-
полнен Евклидом, создавшим первый в истории свод
геометрических знаний в 13 книгах _ «Начала».
Евклид (365-около 300 до н. э.) работал в

Александрии при Птоломее І и возглавлял осно-
ванный в то время крупнейший научный центр
древности _ Александрийский музей.
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Геометры в течение двух тысяч лет, относясь к
«Началам» Евклида с большим уважением, под-
вергали их критике, указывали на те или иные не-
достатки и рекомендовали способы «очищения
Евклида от пятен››. Прежде всего критика относи-
лась к пятому постулату (аксиоме параллельных),
значительно более сложному, чем все остальные.

Многим математикам, работавшим после Евкли-
да, аксиома параллельных в том или ином виде каза-
лось с наглядной точки зрения недостаточно убеди-
тельной. Сам Евклид доказывал целый ряд теорем,
не опираясь на пятый постулат. Особая роль пятого
постулата, его сложность и недостаточная нагляд-
ность привели к тому, что математики более поздних
времен стали пытаться доказать его как теорему.

Многие попытки доказательства проводились ме-
тодом доказательства от противного, т. е. предполага-
лось, что пятый постулат неверен, и из этого делался
ряд выводов. Если бы при этом удалось прийти к про-
тиворечию, то пятый постулат был бы доказан.

Но противоречия никак не удавалось обнару-
жить. Вместо этого получалась длинная цепь пред-
положений, часто отличная от тех, которые име-
ются в евклидовой геометрии, но которые тем не
менее складывались в стройную теорию.

Примерно в одно время три математика в раз-
ных странах мира пришли так или иначе к одной
идее _ созданию новой неевклидовой геометрии.
Это были Карл Фридрих Гаусс, Янош Больяи и Ни-
колай Иванович Лобачевский.

Николай Иванович Лобачевский (1792-1856),
русский математик, отличался силой воли, смело-
стью и упорством. Ему было всего 30 лет, когда он
сформулировал свои результаты, и 31 год, когда он
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их опубликовал. Результаты, полученные Н. И. Ло-
бачевским, не были признаны в то время. Его относи-
ли к разряду ученых, проводивших «сумасшедшие»
исследования по «сумасшедшей» геометрии. Позднее
он получил признание, пришедшее от Гаусса.

Великий наш соотечественник Н. И. Лобачев-
ский построил геометрию, в которой все аксиомы
Евклида выполняются, кроме одной _ аксиомы
параллельных.

Что эке такое геометрия Лобачевского? Это гео-
метрия, полученная из геометрии Евклида измене-
нием только одной аксиомы параллельных. Имен-
но у Лобачевского принимается за аксиому, что че-
рез точку, не лежащую на дагшой прямой, проходят
по краіїптей мере две прямые, параллельные данной
(т. е. леэкащие с ней в одной плоскости и ее не пе-
ресекающие).

Теоремы, которые выводятся из новой системы
аксиом, и образуют геометрию Лобачевского. Труд-
ность, однако, в том, что аксиома Лобачевского не
соответствует нашему наглядному представлению.
Поэтому и многие выводы геометрии Лобачевского
оказываются довольно странными.

Сам Н. И. Лобачевский называл свою геометрию
воображаемой.

514. Скрещивающиеся прямые

'73. Понятие скрещивающихся прямых.
Кроме пересекающихся и параллельных пря-

мых существуют прямые, которые не леэкат в од-
ной плоскости и не имеют общих точек. Такие пря-
мые называют скрещивающимися.
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Определение. Две прямые, которые не пересека-
ются и не лежат в одной плоскости, называют скре-
щивающимися прямыми.

Можно получить модели скрещивающихся прямых
(Например, прямые, изображегшые на рис. 2.333).
Ясно, что Через эти прямые нельзя провести плоскость.

Точно так же, если взять две дощечки, помес-
тить их параллельно друг другу и затем на одну из
них положить палочку в направлении, например, с
юга на север, а на другую _ в направлении с запа-
да на восток, эти две палочки образуют модель
скрещивающихся прямых (рис. 2.334).

Проведем такие построения:
1) построим плоскость ос и возьмем на ней пря-

мую а и точку А, не принадлежащую прямой а
(рис. 2.335);

2) отметим в пространстве точку В, не принадле-
жащую плоскости ос (рис. 2.336);

/і7 /ИЩ
Рис. 2.333 Рис. 2.334

В.

Рис. 2.335 Рис. 2.336
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3) Через тоЧки А И В на ос-
новании аксиомы 1 проведем
единственную прямую АВ
(рис. 2.337).

Мы утверэкдаем, Что прямые
а и АВ являются скрещиваю-
щимися. Для доказательства
этого следует проверить, Что прямые а и АВ не ле-
экат обе ни в какой плоскости.

Сформулируем теорему, которая является при-
знаком скрещивающихся прямых.

Рис. 2.337

Теорема 14. Если одна из прямых леэкит в плос-
кости, а другая пересекает эту плоскость в точке,
не принадлежащей первой прямой, то данные пря-
мые скрещиваются.

Для обозначения скрещивающихся прямых а и
І) применяется запись «а - 1)».

На рисунке 2.338 изобраэкена каркасная модель
Четырехугольной пирамиды, на которой выделены
ребро а и скрещивающиеся с
ним ребра І) и с. Обратите вни-
мание на то, Что две прямые, а
скрещивающиеся с а, могут пе-
ресекаться или быть параллель-
ными. Это видно на рисунке д
2.338 (на рисунке изобраэкены
не прямые, а их отрезки). РИС- 2-338

П р и м е р. Докаэките, Что Через две скрещиваю-
щиеся прямые можно провести параллельные
плоскости.
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Р е ш е Н И е. Из условия задачи Имеем:
1. а И І) _ скрещивающиеся прямые (дано,

рис. 2.339).
2. Через а и І) можно провести две параллельные

плоскости (требуется доказать).
3. Через произвольную точку прямой а (точкуА)

проведем прямую Ь', параллельную І), а через произ-
вольную точку (точку В) прямой І) _ прямую а', па-
раллельную а (построение) (рис. 2.340).

Рис. 2.339 Рис. 2.340 Рис. 2.341

4. Проведем две плоскости: одну через прямые а
и Ь' (плоскость ос), а другую через прямые І) и а'
(плоскость В) (построение) (рис. 2.341).

5. Плоскости а и І) параллельны (3, 4, т. 8, см. п. 86).

'74. Угол между скрещивающимися прямыми.
Для скрещивающихся прямых вводится поня-

тие угла между скрещивающимися прямыми.
Пусть а и І) _ две скрещивающиеся прямые

(рис. 2.342). Выберем в пространстве произвольную
точку А (пусть точкаА не принадлеэкит этим пря-
мым) и проведем через нее прямые а1 и 121, парал-
лельные соответственно а и І) (рис. 2.343) (постро-
ение). Получим угол ос, который и назовем углом
между скрещивающимися прямыми а и І).

Определение. Углом меэкду скрещивающимися
прямыми называется угол меэкду любыми пересе-



ё14. Скрещивающиеся прямые 535

а1

\

191'

Рис. 2.342 Рис. 2.343

кающимися прямыми, соответственно параллель-
ными данным скрещивающимся прямым.

Представьте себе, что прямую а на рисунке
2.344 переместили параллельно самой себе. Изме-
нится ли при этом угол между данными скрещи-
вающимися прямыми? Не изменится и не станет
другим, изменятся расстояния между точками
этих прямых. Отсюда следует, что угол ос еще не
определяет полностью взаимного расположения
скрещивающихся прямых а и І).

'75. Расстояние между скрещивающимися пря-
мыми.

Определение. Расстоянием между скрещиваю-
щимися прямыми называют длину их общего пер-
пендикуляра АВ (рис. 2.345).

А “5%
Рис. 2.344 Рис. 2.345



536 Глава ІІ. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ

При решении задач на вычисление расстояния
между скрещивающимися прямыми полезно раз-
личать два случая:

а) скрещивающиеся прямые перпендикулярны;
б) скрещивающиеся прямые не перпендикулярны.
Рассмотрим случай, когда скрещивающиеся

прямые а и І) перпендикулярны (рис. 2.346).
Нужно построить общий перпендикуляр к этим

прямым, а для этого прежде всего нужна плос-
кость, в которой этот перпендикуляр можно про-
вести.

1. Через одну из скрещивающихся прямых _ а
проведем плоскость ос, перпендикулярную к другой
прямой І) (построение) (рис. 2.347).

2. Из точки О пересечения плоскости ос и пря-
мой І) надо опустить перпендикуляр ОП на прямую
а, ОП _ искомое расстояние (рис. 2.348).

ІэІ І/ /:д/а/ дат
Рис. 2.346 Рис. 2.347 Рис. 2.348

1)

1)

Теперь рассмотрим случай, когда скрещиваю-
щиеся прямые не перпендикулярны между собой.

1. Мы имеем две произвольно расположенные
скрещивающиеся прямые а и І) (рис. 2.349).

2. Через прямую І) проводим плоскость Ос, парал-
лельную прямой а (рис. 2.350).

3. Отметим на прямой а произвольную точку М
и опустим из нее перпендикуляр МЫ на плоскость
ос (рис. 2.351).
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4. Проведем в плоскости ос прямую 01\ї, парал-
лельную прямой а (рис. 2.352).

5. Построим отрезок 001, параллельный пря-
мой МЫ (рис. 2.352).

6. Длина отрезка 001, равного длине отрезка
МЫ, является искомым расстоянием между скре-
щивающимися прямыми.

а\ а\ /Ь7
/ь //<×/ І а

Ь /“1~2×0<ї/
/$<7 /іі>0&7

Рис. 2.352 Рис. 2.353

'7. Если мы проведем через прямую І) плоскость
В, параллельную ос, то отрезок 001 будет равен рас-
стоянию от любой точки Р на одной плоскости до ее
проекции 0 на другую плоскость (рис. 2.353).



ГЛАВА ІІІ

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛФЖЕН'ИЕ ПРЯМЬІХ
И ПЛФСКФСТЕИ

515. Перпендикулярность прямой
и плоскости

а '76. Пересекающиеся пря-
мые и плоскости. Прямая и
плоскость могут иметь толь-
ко одну общую точку, в этом
случае говорят, что прямая
и плоскость пересекаются
(рис. 2.354).

Определеъше. Прямую и
плоскость называют пересе-
кающимися, если они имеют
только одну общую точку.

На рисунке 2.354 показана плоскость ос и пря-
мая а. Эти фигуры имеют только одну общую точ-
ку О. По определению эти прямую и плоскость на-
зывают пересекающимися.

Возможна такая запись: а П ос = О. Она читается
так: прямая а и плоскость ос пересекаются в точке О.
Вокруг нас много примеров пересекающихся

прямых и плоскостей: каждый телеграфный столб
пересекает поверхность земли только в одной точ-
ке (при этом он моэкет стоять вертикально или на-
клонно к поверхности земли), ствол дерева также
моэкет слуэкить представлением о пересечении пря-
мой и плоскости и т. д.

П р и м е р. Дана плоскость ос. Докаэките, что су-
ществует прямая, не леэкащая в плоскости ос и пе-
ресекающая ее.

Рис. 2.354
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Р е ш е Н И е. Из условия задачи Имеем:
1. Плоскость ос (дано) (рис. 2.355).
2. Требуется доказать, что существует прямая а,

не лежащая в плоскости ос и пересекающая ее.
3. Возьмем в плоскости ос точкуА и точку В, ко-

торая плоскости ос не принадлежит (построение)
(рис. 2.356).

4. Через точки А и В проходит прямая АВ
(рис. 2.357) (2, аксиома 1).

5. Прямая АВ не леэкит в плоскости ос и пересе-
кает ее (1, 4).

а,
Рис. 2.355 Рис. 2.356 Рис. 2.357

'77. Перпендикулярность прямой и плоскости.
Определение. Если прямая пересекает плоскость

и перпендикулярна любой прямой, леэкащей в этой
плоскости и проходящей Через точку пересечения,
то прямую называют перпендикулярной плоскости.

На рисунке 2.358 прямая а
пересекает плоскость ос в точ- а

ке О и образует прямые углы с Ь
с любой прямой, леэкащей в <
плоскости ос и проходящей
через точку О. Согласно опре-
делению прямая а перпенди-
кулярна плоскости ос. Рис. 2.358
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Запись «а і ос» читается: прямая а перпендику-
лярна плоскости ос. Говорят также, что плоскость
перпендикулярна прямой или Что прямая и плос-
кость взаимно перпендикулярны.

Имеет место признак перпендикулярности прямой
и плоскости, который иногда называют теоремой о
двух перпендикулярах.

Теорема 1. Если прямая, пересекающая плос-
кость, перпендикулярна двум прямым, леэкащим в
этой плоскости и проходящим Через точку пересе-
чения данной прямой и плоскости, то она перпен-
дикулярна плоскости.

На рисунке 2.358 прямая а пересекает плос-
кость ос в точке О и перпендикулярна двум прямым
І) и с, леэкащим в плоскости ос и проходящим через
точку О. По теореме 1 прямая а будет перпендику-
лярна плоскости ос.

В геометрии различают понятия прямой, пер-
пендикулярной к плоскости и перпендикуляра к
плоскости.

Определение. Перпендикуляром, опущенным из
данной точки на данную плоскость, называют
отрезок, соединяющий данную точку с точкой

плоскости и леэкащий на
прямой, перпендикулярной к

А" плоскости. Конец этого отрез-
ка, леэкащий в плоскости, на-
зывают основанием перпенди-

ОН а куляра.
На рисунке 2.359 прямая

АО перпендикулярна плоскос-
ти ос, а отрезок АО является
перпендикуляром к плоскости

РИС_ 2_359 ос, проведенным из точки А.
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Определение. Расстоянием от точки до плоскос-
ти называют длину перпендикуляра, опущенного
из этой точки на плоскость.

'78. Параллельность и перпендикулярность пря-
мых, проведенных к плоскости. Отдельно следует
выделить взаимосвязи свойств параллельности и
перпендикулярности прямых, проведенных к
плоскости.

Теорема 2. Если плоскость перпендикулярна
одной из двух параллельных прямых, то она пер-
пендикулярна и другой.

Справедлива и обратная теорема.

Теорема З. Если две прямые перпендикулярны
одной и той же плоскости, то они параллельны.

П р и м е р. Докажем теорему 3.
Доказательство. Из условия теоремы

имеем:

Ё'ЁІВ) і 3 Ъ дано (рис. 2.360)
3. АВ || СВ (требуется доказать).
Для доказательства того, что АВ || СВ, использу-

ем метод доказательства от противного.
4. Предположим противное

пункту 3, т. е. Что прямые АВ и А
СВ не параллельны (предполо- С
жение). а

5. Проведем Через точку 1) В
прямую С11), параллельную АВ, В
011) ІІ АВ (построение) (рис. 2.361).

6. 011) т а (5). Рис. 2.360
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Рис. 2.361 Рис. 2.362

На рисунке 2.362 у нас образовались две пересе-
кающиеся прямые, которые, как известно, опреде-
ляют плоскость.

7. Через прямые СВ И С11) проведем плоскость В
(5) (рис. 2.362).

8. Плоскости ос и В имеют общую точку 1) и пере-
секутся по прямой ВВ (7, аксиома 5).

9. СВ і ВВ (2, 8, определение перпендикуляр-
ности прямой и плоскости).

10. Через точку 1) прямой ВВ в плоскости В про-
ведено два перпендикуляра к этой прямой (6, 9).

11. П. 10 противоречит теореме о единственнос-
ти перпендикуляра. Значит, предполоэкение 4 не
верно иАВ || СВ.

'79. Наклонные к плоскости. Кроме перпендику-
ляра к плоскости рассматривают наклонные к
плоскости.

Определение. Наклонной, проведенной из дан-
ной точки к данной плоскости, называют любой от-
резок, соединяющий данную точку с точкой плос-
кости и не являющийся перпендикуляром к этой
плоскости. Конец отрезка, леэкащий в плоскости,
называют основанием наклонной.
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Рис. 2.363 Рис. 2.364

На рисунке 2.363 к плоскости ос проведены из
точкиА две наклонныеАВ иАС. Иногда отрезки АС
и АВ также называют наклонными к плоскости.

Определение. Отрезок, соединяющий основания
перпендикуляра и наклонной, проведенных из од-
ной и той эке точки, называют проекцией наклон-
ной.

На рисунке 2.364 из точки О проведены к плос-
кости ос перпендикуляр ОА и наклонная ОВ. Точка
А _ основание перпендикуляра, точка В _ основа-
ние наклонной, АВ _ проекция наклонной ОВ на
плоскость ос.

Моэкно доказать следующие свойства перпенди-
куляра и наклонной.

Теорема 4. Перпендикуляр короче всякой на-
клонной, проведенной из той эке точки. Всякая на-
клоъшая больше своей проекции.

Верна обратная теорема.

Теорема 5. Если из точки Ѕ, лежащей вне плос-
кости ос, проведены отрезки ЅА, ЅВ, ЅС, во все
точки плоскости ос и ЅН _ кратчайший из них, то
ЅН _ перпендикуляр к плоскости.
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Теорема 6. Чем больше проекция, тем больше
наклонная; если равны проекции, то равны и на-
клонные.

Теорема 7. Чем больше наклонная, тем больше
проекция; если наклонные равны, то и проекции
равны.

Наконец, имеет место одна из самых ваэкных те-
орем геометрии.

Теорема 8 (теорема о трех перпендикулярах).
Если прямая, леэкащая в плоскости, перпендику-
лярна проекции наклонной, то она перпендикуляр-
на и самой наклонной.

Здесь слова «перпендикуляр», «наклонная»,
«проекция» обозначают не отрезки, а прямые, на ко-
торых они леэкат. Однако различие это несуществен-
но, поскольку речь идет лишь об их взаимной пер-
пендикулярности.

На рисунке 2.365 из
1) точки А к плоскости ос

проведены перпендику-
ляр АО и наклонная АВ.
Прямая І перпендикуляр-

О на ОВ _ проекции на-
а клонной АО на плоскость

ос. Значит, по теореме 8,
она будет перпендику-

Рис. 2.365 лярна и наклонной АВ.

80. Угол между прямой и плоскостью. Если
прямая параллельна плоскости, то угол меэкду
этой прямой и плоскостью равен О°. Угол меэкду
прямой, перпендикулярной плоскости, и этой
плоскостью равен 90°.
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На рисунке 2.366 изображена прямая АВ, пере-
секающая плоскость в точке В.

Проведем Через точку В прямые ВС И ВВ, лежа-
щие в плоскости Ос (рис. 2.367). Можно ли считать,
что ААВС или ААВВ являются углом между пря-
мой АВ и плоскостью ос? Нет. Можно дать такое оп-
ределение угла между прямой и плоскостью.

А А

В/ а 3% а
,І ,І 1)

Рис. 2.366 Рис. 2.367

Определение. Углом между прямой и плоско-
стью называют угол между прямой и ее проекцией
на плоскость.

На рисунке 2.368 мы имеем прямую АВ, пересе-
кающую плоскость В, АО _ перпендикуляр к плос-
кости В, дос _ угол между прямой АВ и плоско-
стью В.

Рис. 2.368 Рис. 2.369
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П р И М е р. Катеты прямоугольного треугольни-
каАВС равны 15 И 20 м. Из вершины прямого угла
В проведен к плоскости этого треугольника пер-
пендикуляр ВВ = 35 М (рис. 2.369). Найдите рас-
стояние от точки 1) до гипотенузьІ АС.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. В прямоугольном
треугольнике АВС 4В = 9О°, дано
АВ = 15 м, СВ = 20 м. (рис. 2.369)
2.1)Віос, ВВ=35м.
3. Найдите расстояние от точки В до гипотенузыАС.
Нам нужно найти расстояние от точки А до гипо-

тенузыАС. Однако это не отражено на рисунке 2.369.
4. Проведем ВЕ і АС,

В ВЕ есть искомое рассто-
яние (построение) (рис.
2.370). ВЕ можно найти
из какого-то треугольъш-

а ка. Мы знаем ВВ, а зна-
Чит, можно построить
АВВЕ и из него найти
ВЕ.

5. Соединим точки В
РИС_ 2_370 и Е и получим АВВЕ

(построение).
6. ВВ - перпендикуляр к ос, ВЕ _ наклонная к

ос, значит, ВЕ _ проекция наклонной (4, 5, опре-
деление проекции).

'7. ВЕ і АС, значит, ВЕ і АС (4, 5, 6, теорема о
трех перпендикулярах).

8. Из ААВС находим

Ас = ^/АВ2 +ВС2 =
= ^/152+202 = ^/625,

т. е. 25 м (1, теорема Пифагора).
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9. ЅШС = АВ+СВ = 150 М (1, формула площа-

ди прямоугольного треугольника).
_ АС ° ВЕ _10. ЅШС -Т - 150 М (9, формула площа-

ди треугольника).
2Ѕ11. вв =Ш, т. е. вв = 12 М (9, 10).
АС

12. Из АВВЕ Находим ВЕ = А/ІЭВ2+ВЕ2, т. е.
ВЕ = 37 м (6, 11, теорема Пифагора).

516. Параллельность прямой и плоскости

81. Понятие параллельности прямой и плоскости.
Часто приходится рассматривать прямую, леэка-

щую в плоскости. В этом случае все точки прямой
принадлеэкат плоскости. Но есть случаи, когда
прямая и плоскость не имеют общих точек.

Определение. Плоскость
и прямую, не лежащую в а//,
этой плоскости, называют
параллельными, если они
не имеют общих точек.

На рисунке 2.371 изобра-
экены такие прямая и плос-
кость.

Примеры параллельности прямой и плоскости:
каменщики кладут стену под отвес (рис. 2.372),
шнур которого параллелен плоскости стены; если
подводная лодка идет прямолинейно на одной глу-
бине, значит, она идет параллельно поверхности
моря.

Рис. 2.371
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І ІІ І|_
Рис. 2.372

Параллельность прямой И плоскости записыва-
ется так: а ІІ ос. Читаем: прямая а параллельна
плоскости ос.

Имеет место признак параллельности прямой и
плоскости.

Теорема 9. Если прямая, не лежащая в данной
плоскости, параллельна какой-нибудь прямой,
расположенной в этой плоскости, то она парал-
лельна этой плоскости.

На рисунке 2.373 прямая а параллельна прямой
І), лежащей в плоскости ос, на основании теоремы 9
прямая а параллельна плоскости ос.

Из теоремы вытекает существование параллель-
ных прямой и плоскости, а точнее _ способ по-
строения прямой, параллельной данной плоскости:

1. Нам дана плоскость ос (рис. 2.374).
2. Проведем в плоскости ос прямую І), І) С ос.
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М
а/

0/9/

Рис. 2.373 Рис. 2.374

3. Возьмем любую точку М, не принадлежащую
ос, М её ос.

4. Проведем через точку М прямую а, параллель-
ную прямой І), а || І).

В результате мы получим согласно теореме 9
прямую а, параллельную плоскости ос.

Имеет место такая теорема.

Теорема 10. Если прямая параллельна плоскос-
ти, то она параллельна некоторой прямой на этой
плоскости.

Из теоремы 10 можно получить следующее
следствие.

Следствие. Если из двух параллельных прямых
одна пересекает плоскость, то и другая пересекает
эту плоскость; если из двух параллельных прямых
одна параллельна плоскости или леэкит в ней, то
и другая параллельна этой плоскости или леэкит
в неи.

Короче: параллельные прямые или обе пересека-
ют плоскость, или обе не пересекают ее (рис. 2.375).

Моэкно сформулировать еще один признак па-
раллельности прямой и плоскости.
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РИС. 2.375 РИС. 2.376

Теорема 11. Если прямая и плоскость перпенди-
кулярны одной и той эке прямой, то они парал-
лельны (рис. 2.376).

Можно доказать следующую теорему.

Теорема 12. Все точки прямой, параллельной
плоскости, одинаково удалены от этой плоскости
(рис. 2.377).

П р и М е р. Через вершину прямого угла С прямо-
угольного треугольникаАВС параллельно гипотенузе
на расстоянии 10 см от нее проведена плоскость. Про-
екции катетов на эту плоскость равны 30 и 50 см.
Найдите проекцию гипотенузы на эту эке плоскость.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1 . АВС _ прямоугольный `
треугольник, 4С = 90°.
2. АВ ІІ ос.
3. ВВ1 і ос, АА1 і ос, > даНО
ВВ1 =АА1 = 10 см. (рИС. 2.378)

4. В1С = 30 см.
5. А1С = 50 см. 1
6. А1В1 = ? (требуется найти).
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Рис. 2.377 Рис. 2.378

7. Из прямоугольных треугольников ВВ1С И

АА1С Находим: ВС = /×/102+302 = ^/1000; АС =

= `/102 + 502 = ^/2600 (3, 4, 5, теорема Пифагора).
8. Из треугольника АВС Находим:

АВ = А/1000 + 2600 = 60 (1, '7, теорема Пифаго-
ра).

9. АВ = А1В1 (2, 3, теорема о равенстве парал-
лельных отрезков, лежащих между параллельны-
ми прямыми).

10. АВ = 60 см (8, 9).
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ВЗАИМНФЕ РАСПФЛОФЖЕНИЕ
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517. Пересекающиеся плоскости

82. Понятие нересекающихся плоскостей.
Определение. Плоскости, которые имеют хотя

бы одну общую точку, называют пересекающимися.

Аксиома 5. Если две
ос различные плоскости име-

ют общую точку, то они
/_______ пересекаются по прямой.

При этом если какая-ли-
В бо точка принадлежит обе-
/ им плоскостям, то она при-

надлеэкит прямой а. Плос-
кости ос и В в этом случае

РИС- 2-379 являются пересекающимися
по прямой а (рис. 2.379).

П р и м е р. Дана плоскость ос. Доказать, что су-
ществует другая плоскость В, пересекающая ос.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Плоскость ос (дано) (рис. 2.380).
2. Нужно доказать, что существует другая плос-

кость В, пересекающая ос.
Мы знаем, что на основании аксиомы 3 (акси-

омы плоскости) три точки определяют единствен-
ную плоскость.
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Рис. 2.380 Рис. 2.381 Рис. 2.382

3. Возьмем точки А и В, принадлежащие плос-
кости ос, и точку С, не лежащую на прямой АВ и не
принадлежащую ос (построение) (рис. 2.381).

4. Точки А, В и С не лежат на одной прямой. Че-
рез них можно провести плоскость В, и притом
только одну (3, аксиома 3).

5. Плоскости ос и В имеют общую точку (1, 3, 4).
6. Плоскости ос и В пересекаются по прямой АВ

(5, аксиома 5) (рис. 2.382).
'7. Мы доказали, Что существует плоскость В, пе-

ресекающая ос. (6)

Замечание. Если допустить, что точка С лежит
на прямой АВ, то она будет лежать и в плоскости
ос, что противоречит выбору точки С.

83. Двугранные углы.
При пересечении плоскостей образуются дву-

гранные углы.
Определение. Фигуру, образованную двумя по-

луплоскостями, исходящими из одной прямой, на-
зывают двугранным углом. Прямую называют реб-
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ром, а полуплоскости _ сторонами или гранями
двугранного угла.

На рисунке 2.383 изображен двугранный угол с
ребром АВ.

Этот угол можно обозначать двумя буквами,
поставленными у его ребра (двугранный угол АВ).
Но если при одном ребре лежит несколько двугран-
ных углов, то каждый из них обозначают четырь-
мя буквами, из которых две средние стоят при реб-
ре, одна крайняя _ у одной грани, другая _ у дру-
гой (рис. 2.384).

Определение. Если Через произвольную точку
ребра двугранного угла провести плоскость, пер-
пендикулярную ребру, то в пересечении этой плос-
кости с двугранным углом образуется угол, кото-
рый называют линейным углом двугранного угла.

На рисунке 2.385 изображен линейный угол
АОВ двугранного углаАОСВ. Вершиной линейного
угла служит точка О, лежащая на ребре ОС дву-
гранного угла, а сторонами _ лучи граней, исходя-
щие из точки О и перпендикулярные ребру дву-
гранного угла.

А 1/
аг

г

Рис. 2.383 Рис. 2.384 Рис. 2.385
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Двугранный угол Имеет бесконечное Множество
линейных углов (рис. 2.386).

Определение. Градусной мерой двугранного угла
называют градусную меру любого из его линейных
углов.

Определение. Двугранный угол называется пря-
мым (острым, тупым), если его градусная мера
равна 90° (меньше 90°, больше 90°).

Можно доказать следующее утверждение.

Теорема 1. Все линейные углы двугранного угла
раВНЫ друг дрУгУ-

Для двугранных углов так же, как и для пло-
ских, вводится понятие его градусной меры _ ве-
личины.

Определение. Два двугранных угла называют рав-
ными, если они имеют одну и ту же градусную меру.

Если градусная мера одного из двугранных уг-
лов больше градусной меры другого, то говорят,
Что первый двугранный угол больше второго, а вто-
рой меньше первого. На рисунке 2.387 изображены
три двугранных угла с общим ребром АВ. Двугран-
ные углы САВІ) и ВАВЕ равны, так как их градус-

А

Рис. 2.386 Рис. 2.387
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ные Меры равны 30°. Двугранный угол САВЕ боль-
ше двугранного угла САВІ).

Подобно плоским углам, двугранные углы Могут
быть смежные, вертикальные И пр.

Если два смежных двугранных угла равны меэк-
ду собой, то каждый из них называется прямым
двугранным углом.

Все сказанное можно сформулировать в виде те-
орем.

Теорема 2. 1. Равным двугранным углам соот-
ветствуют равные линейные углы.

2. Большему двугранному углу соответствует
больший линейный угол.

Верна и обратная теорема.

Теорема З. 1. Равным линейным углам соответ-
ствуют равные двугранные углы.

2. Большему линейному углу соответствует
больший двугранный угол.

Из теорем 2 и 3 легко получить три следствия.

Следствие 1. Прямому двугранному углу соот-
ветствует прямой линейный угол, и обратно.

Следствие 2. Все нрямые двугранные углы рав-
ны, нотому Что у них равны линейные углы.

Следствие З. Вертикальные двугранные углы
равны.

П р и м е р. Докаэкем теорему 3.
Из условия теоремы имеем:
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1. РАВЄ? И Р1А1В1621 _ два данных двугранных
угла (рис. 2.388).

2. Вложим угол А1В1 в угол АВ так, чтобы ребро
А1В1 совпало с ребром АВ, а грань Р1 _ с гранью Р
(построение) (рис. 2.389).

А Є А1 91 Ы

А

Р Р1 Є?Р 2

,ги/ ,гги/ ,гі/

в ггг" В1 І" ,,/"'\ В 1::__
\\

РИС. 2.388 РИС. 2.389

3. Если эти двугранные углы равны, то грань 621
совпадает с Ю; если же двугранные углы не равны,
то грань 621 займет некоторое положение, не совпа-
дающее с 62, например положение 622 (1, 2).

4. Возьмем на об-
щем ребре какую- А о
нибудь точку В и 622
проведем Через нее
плоскость ос, пер-
пендикулярную реб-
ру АВ (построение)
(рис. 2.390). а

5. От пересече-
ния этой плоскости
с гранями двугран-
ных углов получат-
ся линейные углы. Рис. 2.390

_________ _______<
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Ясно, Что если двугранные углы совпадут, то у них
окажется один и тот же линейный угол СВІ); если
же двугранные углы не совпадут (если, Например,
грань 621 займет положение 622), то у большего дву-
гранного угла окажется больший линейный угол
(именно СВІ) > С2ВІЭ) (3, 4).

518. Перпендикулярность плоскостей

84. Понятие перпендикулярности плоскостей.
Две пересекающиеся плоскости образуют двугран-
ные углы. Если эти двугранные углы прямые,
то говорят, что плоскости взаимно перпендику-
лярны.

Определение. Две пересекающиеся плоскости
называются перпендикулярными (или взаимно
перпендикулярными), если они образуют четыре
прямых двугранных угла.

Можно доказать следующее свойство перпенди-
кулярных плоскостей.

Теорема 4. Прямая, лежащая в одной из двух
взаимно перпендикулярных плоскостей и перпенди-
кулярная их линии пересечения, перпендикулярна
другой плоскости. Верно и обратное свойство.

Теорема 5. Прямая, имеющая общую точку с
одной из двух взаимно перпендикулярных плос-
костей и перпендикулярная другой плоскости, ле-
жит в первой из них.

Имеет место признак перпендикулярности двух
плоскостей.
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Теорема 6. Если одна из двух плоскостей прохо-
дит Через прямую, перпендикулярную другой
плоскости, то такие плоскости перпендикулярны.

Следствие. Плоскость, перпендикулярная пря-
мой, по которой пересекаются две данные плоскос-
ти, перпендикулярна каэкдой из этих плоскостей.

На рисунке 2.391 плоскость у
перпендикулярна прямой а, по
которой пересекаются две плос-
кости ос и В. Значит, согласно
следствию, плоскость у будет
перпендикулярна плоскостям ос

С помощью свойств перпенди-
кулярных плоскостей моэкно
доказать еще один признак пер-
пендикулярности прямой и плос- РИС- 2-391
кости.

Теорема 7. Если две плоскости, перпендикуляр-
ные третьей плоскости, пересекаются, то прямая их
пересечения перпендикулярна третьей плоскости.

П р и м е р. Докаэкем теорему 6.
Из условия теоремы имеем:
1. ПрямаяАВ принадлежит плоскости ос.
2. АВ і В, АВ пересекает В в точке В.
3. ос і В (требуется доказать).
4. Плоскости ос и В имеют общую точку В, а зна-

чит, пересекаются по некоторой прямой СВ (1, 2,
аксиома 5) (рис. 2.392).

Нам нуэкно доказать перпендикулярность плос-
костей ос и В. Как это моэкно сделать? Ответ одно-

} дано
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А А

1) 1)
/ в В /М/ в 57”

с с

Рис. 2.392 Рис. 2.393

знаЧный _ только Через рассмотрение двугранных
углов и градусных мер их линейных углов (они
должны быть прямые). У нас на рисунке нет нуэк-
ных нам линейных углов. Это подсказывает сле-
дующее построение.

5. Проведем в плоскости В прямую МЫ, перпен-
дикулярную СВ и проходящую Через точку В (по-
строение) (рис. 2.393).

6. ВА і СВ и МЫ і СВ, значит, ААВЫ _ линей-
ный угол двугранного угла с ребром СВ (2, 5, опре-
деление линейного угла двугранного угла).

7. ААВЫ = 90° (2, 6).
8. ос і В (1, 7).

519. Параллельность плоскостей

85. Понятие параллельности плоскостей.
Определение. Две плоскости называют параллель-

ными, если они не имеют общих точек.
Параллельность плоскостей ос и В обозначается

так: 06 || В. Читается: «плоскость ос параллельна
плоскости В» или «плоскости ос и В параллельны».
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/></
Рис. 2.394 Рис. 2.395

86. Свойства и признаки параллельных плос-
костей. Признак параллельности двух плоскостей.

Теорема 8. Если две пересекающиеся прямые
одной плоскости соответственно параллельны двум
прямым другой плоскости, то эти плоскости парал-
лельны.

На рисунке 2.394 изображены две плоскости ос и
В. В плоскости ос расположены две прямые а и І),
пересекающиеся в точке А, а в плоскости В _ пря-
мые а1 и 121, соответственно параллельные прямым
а и І). На основании теоремы 8 можно заключить,
Что плоскости ос и В будут параллельны.

Далее сформулированы свойства параллельных
плоскостей.

Теорема 9. Если две параллельные плоскости
пересечены третьей, то линии их пересечения па-
раллельны (рис. 2.395).
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Теорема 10. Отрезки параллельных прямых, за-
ключенных Между параллельными плоскостями,
равны (рис. 2.396).

Понятия перпендикуляра к плоскости и парал-
лельных плоскостей тесно связаны между собой.
Можно доказать такую теорему.

Теорема 11. Если прямая перпендикулярна одной
из параллельных плоскостей, то она перпендику-
лярна и другой (рис. 2.397).

а І)\ а
Ж \ї\/
ї \\1Ё2( к в..

Рис. 2.396 Рис. 2.397

А Следствие. Параллель-
/ *Р Ч С т ные плоскости одинаково

1 *Р удалены одна от другой.

..В и у На рисунке 2.398 отрезки
В” АВ и СВ являются расстояния-

ми между плоскостями ос и В, а
Рис. 2.398 значит, они равны: АВ = СВ.



ГЛАВА І/

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ФИГУР

5 20. Изометрии (движения)

87. Понятие геометрического преобразования.
Преобразования фигур изучаются в курсе геомет-
рии на плоскости и в пространстве. Если каждую
точку данной фигуры на плоскости или в простран-
стве сместить каким-нибудь образом, то получим
новую фигуру. Говорят, что эта фигура получена
преобразованием из данной.

Вспомните определение числовой функции в
курсе алгебры (см. с. 111). В геометрии также есть
некоторые функции, заданные на множестве то-
чек. Такие «геометрические функции» называют
геометрическими преобразованиями.

Определение. Пусть преобразование фигуры Р в
фигуру Р1 переводит различные точки фигуры Р в
различные точки фигуры 171. Пусть произвольная
точка Х фигуры Р при этом преобразовании пере-
ходит в точку Х1 фигуры 171. Преобразование фигу-
ры Р1 в фигуру Р, при котором точка Х1 перейдет в
точку Х, называют преобразованием, обратным
данному.

В геометрии выделяют геометрические преобразо-
вания, сохраняющие расстояния между соответст-
вующими точками. Такие геометрические преобра-
зования называют изометриями (движениями).

Заметим, что есть геометрические преобразо-
вания, для которых не выполняется это свойство
(например, надувая мыльный пузырь, мы тоже
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осуществляем геометрическое преобразование, но
при этом изменяются расстояния Между соответст-
вующими точками).

в 88. Поворот вокруг точки
на данный угол.

Если луЧ АС (рис. 2.399)
А С поворачивать вокруг тоЧкиА

Рис, 2,399 против Часовой стрелки, на-
пример, до положения АВ,

то его последовательные положения «заметут»
угол со сторонами АС и АВ.

Описанный выше процесс в геометрии называет-
ся поворотом луча на некоторый угол вокруг дан-
ной точки.

На плоскости вокруг точки можно поворачивать
любую фигуру. На рисунке 2.400 изображен пово-
рот «плоского» Буратино на углы 50° и 110о вокруг
некоторой точки О.

На рис. 2.401 изображен поворот ААВС на угол
50° вокруг данной точки О. При этом ААВС пере-
шел в АА1В1С1. Видно, Что АА1В1С1 равен ААВС.

50°
1 10°

Рис. 2.400 Рис. 2.401
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Угол поворота, т. е. угол, на который мы пово-
рачивали фигуру, всегда заключается в интервале
от О до 180°: О° < ос < 180°. При повороте на О° все
точки фигуры остаются на месте. Такой поворот на
О° только один.

Поворотов существует два: по часовой стрелке
и против часовой стрелка. Так будет при любом
заданном угле поворота. На рисунке 2.401 тре-
угольник АВС повернули на угол в 50° вокруг
точки О по Часовой стрелке.

Определение. Поворотом фигуры Ф вокруг точ-
ки О на угол ос называют такое преобразование,
при котором:

1) точка О переходит сама в себя (остается на
месте);

2) любая точка Х фигуры Ф переходит в такую
точку Х1 фигуры Ф1, что 4Х1ОХ всегда равен сс;

3) ОХ = ОХ1.
Существуют фигуры, которые при некоторых

поворотах переходят сами в себя.

В

И

Рис. 2.402
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Про такие фигуры можно сказать, Что они име-
ют центр поворота. При этом разные фигуры мо-
гут иметь разные углы поворота (при повороте на
который фигура переходит сама в себя).

На рисунке 2.402 изображены фигуры, имею-
щие центр поворота.

Можно доказать следующую теорему.

Теорема 1. Поворот фигуры вокруг точки на
данный угол есть изометрия.

89. Вращеъше фигуры вокруг оси на даъшьпїі угол.
На практике широко используется не поворот

фигур на плоскости, а вращение фигуры вокруг оси
в пространстве.

Определение. Вращением вокруг оси І на угол (р
называется такое преобразование пространства,
при котором в каждой плоскости, перпендикуляр-
ной оси І, происходит поворот на угол (р вокруг точ-
ки пересечения этой плоскости с осью.

Прямую І называют осью вращения, угол (р _ уг-
лом вращения.

Неподвижными элементами вращения являются
точки оси вращения, а также все плоскости, перпен-
дикулярные этой оси. Если (р = 211:т, т Є 2, то враще-
ние можно считать тождественным преобразованием.

Существуют фигуры, имеющие ось вращения, т. е.
такие фигуры, которые при вращении вокруг этой
оси на соответствующие углы переходят сами в себя.
Оси вращения имеют прежде всего круглые
фигуры _ сфера, шар, цилиндр, конус (рис. 2.403).
В связи с этим их называют телами вращения.

Оси вращения имеют и различные многогранни-
ки, например куб и тетраэдр.

Можно доказать, что вращение фигуры вокруг
оси является изометрией.
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Ось вращения Ось вращения

Шар ЦИЛИНдр
Рис. 2.403

Ось вращения

Конус

90. Симметрия относительно точки (централь-
ная симметрия).

Определение. Пусть О _ фиксированная точка
и Х _ нроизвольная точка. Точку Х1 называют
симметричной точке Х от-
носительно точки О, если
точки Х, О, Х1 леэкат на од-
ной прямой и ОХ = ОХ1. Точ-
ка, симметричная точке О,
есть сама точка О.

На рисунке 2.404 точки А и
А1, В и В1, С и С1 симметрич-
ны друг другу относительно
точки О.

Определение. Пусть Р _
данная фигура и О _ фикси-

А

В1

В

А1

Рис. 2.404

рованная точка. Преобразование фигуры Р в фигу-
ру Р1, при котором каэкдая ее точка Х переходит в

точку Х1, симметричную Х относительно данной
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точки О, называют преобразованием симметрии
относительно точки О.

На рисунке 2.405 изображены две симметрич-
ные относительно точки О треугольные пирамиды.

Рис. 2.405

Теорема 2. Центральная симметрия является
изометрией.

Определение. Если преобразование симметрии
относительно точки О переводит фигуру в себя, то
фигуру называют центрально-симметричной, а
точку О _ ее центром симметрии.

Например, параллелограмм является централь-
но-симметричной фигурой. Центром его симметрии
является точка пересечения диагоналей (рис. 2.406).
Окружность с центром О тоже центрально-симмет-
ричная фигура с центром симметрии О (рис. 2.407).
Все перечисленные фигуры плоские.

В С

И
А В

Рис. 2.406 Рис. 2.407
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В пространстве, так эке как и на плоскости, много
примеров центрально-симметричных фигур. На-
пример, на рисунках 2.408 и 2.409 изображены та-
кие фигуры: это куб и параллелепипед.

»
_

_
-_

_
_

І І І І І

Рис. 2.408 Рис. 2.409

91. Симметрия относительно прямой (осевая
симметрия).

Определение. Пусть І _ фиксированная прямая.
Точку Х1 называют симметричной точке Х отно-
сительно прямой І, если прямая ХХ1 перпендику-
лярна прямой І и ОХ1 = ОХ, где О _ точка пересе-
чения прямых ХХ1 и І. Если точка Х леэкит на
прямой І, то симметричная ей точка есть сама точ-
ка Х, т. е. точка, симметричная точке Х1, есть точ-

ка Х.
На рисунке 2.410 точки Х и Х1, У и У1, 2 и 21

симметричны относительно прямой І.
Определение. Преобразование фи-

гуры Р в 171, при котором каждая У У

точка Х переходит в точку Х1, сим- Х '__' 1 Х1

метричную относительно прямой І, = =
называют преобразованием симмет- 21
рии относительно прямой І. При этом “__'2
фигуры Р и Р1 называют симметрич-

ными относительно прямой І. Рис. 2.410
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На рисунке 2.411 изображены окружности, сим-
метричные относительно прямой І.

На рисунке 2.412 изображены две сферы, сим-
метричные относительно прямой І.

ў

Рис. 2.411 Рис. 2.412

Осевая симметрия является изометрией.
Определение. Если преобразование симметрии от-

носительно прямой І переводит фигуру Р в себя, то
фигуру называют симметричной относительно пря-
мой І, а прямую І называют осью симметрии фигуры.

Например, прямые, проходящие Через точку пе-
ресечения диагоналей прямоугольника параллель-
но его сторонам, являются осями симметрии пря-
моугольника (рис. 2.413). Прямые, на которых ле-
жат диагонали ромба, являются его осями
симметрии (рис. 2.414). Окружность симметриЧна

В

12

Рис. 2.413 Рис. 2.414
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относительно любой прямой,
проходящей Через ее центр
(рис. 2.415).

В пространстве, как и на плос-
кости, Много примеров фигур, О
имеющих оси симметрии. На ри-
сунке 2.416 изображены такие
фигуры: это прямоугольный па-
раллелепипед, конус, правиль- РИС_ 2_415
ная четырехугольная пирамида.

Рис. 2.416

92. Симметрия относительно плоскости (зер-
кальная симметрия).

Определение. Пусть ос _ произвольная фикси-
рованная плоскость. Из точки Х опускают перпен-
дикуляр на плоскость ос (О _ точка пересечения
его с плоскостью ос) и на его продолэкении за точку
О откладывают отрезок ОХ1, равный ОХ. Точки Х
и Х1 называют симметричными относительно
плоскости ос (рис. 2.417).

Определение. Преобразование фигуры Р в Р1,
при котором каэкдая точка Х фигуры Р переходит
в точку Х1, симметричную Х относительно плос-
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Рис. 2.417 Рис. 2.418

кости ос, называют преобразованием симметрии
относительно плоскости ос. При этом фигуры Р и 171
называют симметричными относительно плос-
кости ос.

На рисунке 2.418 изображены две сферы, сим-
метричные относительно плоскости ос.

Можно доказать такую теорему.

Теорема З. Симметрия относительно плоскости
является изометрией.

Кроме фигур, симметричных относительно не-
которой плоскости, имеются фигуры, имеющие
плоскость или плоскости симметрии.

Определение. Если преобразование симметрии
относительно плоскости переводит фигуру в себя,
то фигуру называют симметричной относительно
плоскости ос, а плоскость ос называют плоскостью
симметрии.

На рисунке 2.419 изобраэкены две плоскости
симметрии сферы. Заметим, Что у сферы таких
плоскостей симметрии бесконечное мноэкество.
У куба такэке имеются плоскости симметрии. На
рисунке 2.420 изобраэкены две из них.
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І.____

Рис. 2.419

93. Параллельный перенос. На
рисунке 2.421 изображен парал-
лельный перенос (сдвиг) некоторой
произвольной фигуры Р. Она пере-
шла в фигуру 171. При этом точкаА
перешла в точкуА1, точкаВ _ в
точку В1, точка С - в точку С1.
Для удобства процесс перехода то-
чек часто изображается отрезками
со стрелками, которые называют
направленными отрезкама.

Рис. 2.421

Моэкно сформулировать точное определение па-
раллельного переноса.

Определение. Если каэкдую точку фигуры Ф пе-
ревести (сместить) в одном направлении (по сонап-
равленным лучам) на одно и то эке расстояние, то
получим фигуру Ф1. Полученное в результате пре-
образование называют параллельным переносом.

Параллельные переносы обозначают буквой Т. За-
пись Т(А) = В читается: параллельный перенос Т
переводит точку А в точку В.
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Рассматривая, Например, различные призмы,
можно увидеть, что основания призмы могут быть
совмещены друг с другом параллельным переносом.

На рисунке 2.422 основание призмы А1А2А3А4А5
перейдет в пятиугольник А1А2'А3'А4'А5', а произ-
вольная точка Х нижнего основания перейдет в
точку Х' верхнего основания при параллельном пе-
реносе в направлении луча ХХ'.

Рис. 2.422 Рис. 2.423

Можно доказать теоремы 4 и 5.
Теорема 4. Параллельный перенос является

изометрией.

Теорема 5. Отрезки двух параллельных пря-
мых, заключенные между двумя другими парал-
лельными прямыми, равны.

На рисунке 2.423 изображены две параллельные
прямые а и І) и два параллельных отрезкаАВ и СВ.
Согласно теореме 5, АВ = СВ.

94. Определение и свойства изометрии.
Определение. Преобразование фигуры Р в фигу-

ру 171 называют изометрией, если оно сохраняет
расстояние между соответствующими точками,
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т. е. переводит любые две точки А и В фигуры 17 в
точки А1 И В1 фигуры 171 так, Что АВ = А1В1.

Все рассмотренные выше примеры геометриче-
ских преобразований являются изометриями.

Можно сформулировать и доказать Некоторые
общие свойства изометрии.

Теорема 6. При изометрии точки, леэкащие на
прямой, переходят в точки, леэкащие на прямой, и
сохраняется порядок их взаимного располоэкения.

Из теоремы 6 следует, что при изометрии пря-
мые переходят в прямые, полупрямые _ в полу-
прямые, отрезки _ в отрезки.

При изометрии сохраняются углы меэкду полу-
прямыми. При изометрии плоскость переходит в
плоскость.

Изометрии, выполненные последовательно, да-
ют снова изометрию. Результат выполнения этих
изометрий называют композицией изометрий.

На рисунке 2.424 изобраэкено последовательное
выполнение двух изометрий, фигура 171 получена
из фигуры 17 симметрией относительно оси р, а фи-
гура 172 получена из фигуры 171 симметрией отно-
сительно точки О, в результате последовательного
выполнения этих изомет-
рий сохранились расстоя- р
ния меэкду соответствую-
щими точками, а значит,
фигура 172 получена из
фигуры 17 изометрией.

Теорема 7. Компози-
ция двух вращений с од-
ной и той эке осью есть
Вращение, РИС. 2.424

'Ф
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П р и м е р 1. Даны две концентрические окружнос-
ти. Постройте ромб, отличный от квадрата, так, что-
бы: А) две вершины его принадлежали одной окруж-
ности, а две оставшиеся _ другой; В) три вершины
принадлежали одной окружности, а одна _ другой.

Р е ш е н и е. А) 1. Построим любой диаметр АВ
одной окружности и перпендикулярный ему диа-
метр СІ) другой окружности (рис. 2.425).

2. Диагонали полученного четырехугольника
СВІЭА в точке пересечения делятся пополам, значит,
СВІЭА _ параллелограмм.

3. Из симметрии отрезков АС и ВС относительно
оси СВ следует равенство сторон параллелограмма,
т. е. СВІЭА _ ромб.

В) 1 . ДиаметрАВ меньшей окружности продолжим
до пересечения в точке С с большей окружностью.

2. Построим оси симметрии отрезков АС и ВС
(рис. 2.426).

3. Мы получим два ромба, удовлетворяющие ус-
ловию задачи: ВМСМ1 и АКСК1.

Аналогично можно в первом случае построить
еще один ромб, а во втором _ еще два.

П р и м е р 2. Даны плоскость ос и две точки А и
В вне ее. Найдите на плоскости ос такую точку Ы,

Рис. 2.425 Рис. 2.426
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чтобы сумма ее расстояний от А и В, т. е. АН + МВ,
была наименьшей.

Р е ш е н и е. Если точки А и В расположены по
разные стороны от плоскости ос, то очевидно, что
искомая точка Ы _ точка пересечения прямой АВ
с плоскостью ос (рис. 2.427).

Если эке точки А и В располоэкены по одну сто-
рону от плоскости ос (рис. 2.428), то искомая точка
Ы получится при пересечении прямой А1В с плос-

А

Рис. 2.427 Рис. 2.428

костью ос, где А1 _ точка, симметричная точке А
относительно плоскости ос.

1. Докаэкем, что точка Ы искомая.
2. Ы находится на прямой І, которая перпенди-

кулярна отрезку АА1 и проходит через его середи-
ну (АОН і АА1).

3. АП = А1Ы, ОТСЮДаАЫ + “В = А1Ы + МВ.

4. Возьмем на плоскости ос произвольную точ-
ку К, отличную от Ы.

5. Соединив точки АО и К, получим отрезок АОК,
перпендикулярный отрезку АА1 и проходящий че-
рез его середину АО.

6. АК = А1К.

'7. АК +КВ =А1К + КВ.
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8. Из АА1КВ Имеем, что А1К + КВ >А1В (7, не-
равенство треугольника).

9. Так как А1В = АН + МВ, то ясно, что

А1К+КВ>АЫ+ЫВ.
10. Таким образом, приходим к выводу, Что сум-

ма АМ + НВ имеет наименьшее значение, и, следо-
вательно, Ы _ искомая точка.

95. Изометрия и равенство фигур. Используя
понятия изометрии, моэкно дать еще одно опреде-
ление равных фигур.

Определение. Фигуры Р и Р1 называют равными,

если они изометрией переводятся одна в другую.
Для обозначения равенства фигур употребляет-

ся знак равенства. Запись Р = 171 означает, что фи-
гура Р равна Р1.

На рисунке 2.429 шары симметричны относи-
тельно плоскости, а значит, они равны.

На рисунке 2.430 кубы симметричны относи-
тельно точки, а значит, они равны.

1./_ \'Ъ_

в в РИС. 2.430

у у

/ /
Рис. 2.429 Рис. 2.431
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На рисунке 2.431 треугольники Р, 171, 172 равны,
так как все они получены один из другого в резуль-
тате изометрии.

П р и М е р. На рисунках 2.432 и 2.433 изображе-
ны два равных треугольника АВС и А1В1С1. До-
кажите, Что эти треугольники совмещаются изомет-
рией (или композицией изометрий), причем верши-
наА переходит в вершину А1, В _ в В1, С _ в С1.

Р е ш е н и е. Решение задачи зависит от распо-
ложения данных треугольников.
А) На рисунке 2.432 изображены два равных

треугольника. Возможны такие построения:
1. АА1В2С2 получен из ААВС при симметрии

относительно серединного перпендикуляра к от-
резку АА1 .

2. АА1В1С1 получен из АА1В2С2 при симметрии
относительно прямой, соединяющей точку А1 с се-
рединой отрезка В2В1.

3. Последовательное выполнение изометрией есть
изометрия. Таким образом, АА1В1С1 получен из ААВС
изометрией _ композицией дух осевых симметрий.

а В1

В В2

А А1 01
002

Рис. 2.432 Рис. 2.433

В) На рисунке 4.433 изображен другой вариант.
АА1В2С2 получен из ААВС параллельным перено-
сом в направлении, заданном лучом АА1, на рас-
стояние АА1. Далее, АА1В1С1 получен из АА1В2С2
поворотом на угол ос против часовой стрелки. Вы-
вод аналогичен первому случаю.



ГЛАВА І/І

ПОДОБИЕ ФИГУР.
ПРЕОБРАЗФВАНИЕ ПОДОБИЯ

5 21. Подобие фигур

96. Понятие подобия фигур. В окружающем
мире Часто встречаются предметы, одинаковые по
форме, но различные по размерам: мыльный
пузырь и футбольный мяч, небольшая Модель
ледокола и сам корабль, карты, фотоснимки
различных размеров одного и того же здания.
В геометрии такие фигуры называют подобными.

Существуют фигуры, которые всегда подобны
друг другу, например, круги, квадраты, кубы.

Для обозначения подобия фигур употребляется
знак Ф. На рисунке 2.434 изображены подобные
фигуры Ф1 и Ф2. Запись «Ф1 <×> Ф2›› читается:
фигура Ф2 подобна фигуре Ф1.

Для подобных фигур вводится понятие _ коэф-
фициент подобия, он обозначается Іг; Іг всегда
больше нуля. Коэффициент подобия показывает, в
каком отношении находятся соответствующие рас-
стояния между точками фигур. На рисунке 2.434

коэффициент подобия можно
определить, найдя отноше-
ния сторон квадратиков изо-
браженной сетки.

Подобие фигур широко
используется при разработке
планов построек зданий или

Рис. 2.434 при изображении на картах
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городов или других участков земной поверхности.
Всякий план или карта является подобным
изображением реального объекта или участка зем-
ной поверхности, т. е. фигурой, подобной реаль-
ному объекту. При этом план или карта может
изображать реальный объект в разном масштабе.

Определение. Масштаб _ это коэффициент
подобия соответствующих фигур.

97. Подобие треугольников. На рисунке 2.435
изображены два Чертежных прямоугольных тре-
угольника с острыми углами в 60° и 30°. Стороны
второго треугольника по сравнению с первым

уменьшены в два раза: А_В = 2; А_С =;2 - 2 .
А'В' А_'С ' С_'В'

У этих треугольников углы попарно равны.
Стороны, лежащие против разных углов, пропор-

циональны: А_В =ї = С_В_- 2.
А'В' А'С ' С"В'

Такие треугольники называют подобными. Сто-
роны, лежащие против равных углов, называют
сходственными.

Определение. Подоб- в
ными называют тре-
угольники, у которых В,
углы попарно равны, а 4
сходственные стороны `
пропорциональны.

Подобие треугольни-
ков записывается так: А/д сІ
ААВС Ф АА'В'С'. От-
ношение сходственных А С
сторон подобных тре-
угольников называется РИС- 2-435
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коэффициентом подобия. В случае, изображенном
на рисунке 2.435, коэффициентом подобия тре-
угольников АВС и А'В'С' будет Число 2. Если же

АІВІ ВІСІ АІСІ

о о е _ = _ = _ , ко евзять тн ш ния АВ ВС АС эффици нт

подобия будет равен Ё .

Подобные треугольники Могут быть произволь-
но расположены как на плоскости, так и в прост-
ранстве.

Если фигуры равны, то они подобны с коэф-
фициентом подобия, равным 1. Если фигуры подоб-
ны, то они не обязательно равны.

Теорема 1. (Лемма о подобии треугольников).
Прямая, пересекающая две стороны треугольника
и проведенная параллельно третьей стороне, от-
секает треугольник, подобный данному.

Для выявления подобия треугольников сущест-
вуют признаки подобия треугольников.

Теорема 2. (Первый признак - по двум рав-
ным углам.) Два треугольника подобны, если два
угла одного треугольника соответственно равны
двум углам другого.

Следствия из этой теоремы.
1. Равносторонние треугольники подобны.
2. Равнобедренные треугольники подобны, если

они имеют по равному углу при вершине или при
основании.

3. Два прямоугольных треугольника подобны,
если они имеют по равному острому углу.

4. Равнобедренные прямоугольные треугольни-
ки подобны.
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Теорема З. (Второй признак - по пропорцио-
нальности двух сторон и равенству углов между
ними.) Два треугольника подобны, если две сто-
роны одного треугольника пропорциональны двум
сторонам другого треугольника и углы, леэкащие
между ними, равны.

Следствие. Прямоугольные треугольники подоб-
ны, если катеты одного из них пропорциональны
катетам другого.

Теорема 4. (Третий признак _ по пропорци-
ональности трех сторон.) Два треугольника подоб-
ны, если три стороны одного треугольника пропор-
циональны трем сторонам другого треугольника.

Теорема 5. Отношение площадей подобных тре-
угольников равно квадрату коэффициента по-
добия.

98. Подобие многоугольников.
Определение. Если стороны одного многоуголь-

ника пропорциональны сторонам другого много-
угольника и соответственные углы этих много-
угольников равны, то такие многоугольники по-
добны.

На рисунке 2.436 изображены два подобных
пятиугольника АВСІЭЕ и А1В1С1ІЭ1Е1, у них АА =
= 4141, ДВ = 4.81, ДС = 401, 41) = ДВ1, ДЕ = ДЕ1,

АВ ВС СВ ВЕ ЕА

“атак _щ _ щ _пїщ _Ё,
Іг _ коэффициент подобия.

Для многоугольников с Числом сторон боль-
ше трех признак подобия, аналогичный третьему



584 Глава \/І. ПОДОБИЕ ФИГУР. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ

ЫС 01 В с

В

А Е А1 Е1 А 1) Р

Рис. 2.436 Рис. 2.437

признаку подобия тре-
угольников, будет неверен.
Например, квадрат и ромб,
отличный от квадрата, не

Рис. 2.438
будут подобны, Хотя их

стороны пропорциональны (рис. 2.437). Недоста-
точно для подобия двух прямоугольников и ра-
венства их соответствующих углов. Например,
квадрат не подобен четырехугольнику, не все
стороны которого равны (рис. 2.438).

Теорема б. Отношение периметров подобных
многоугольников равно отношению их сходствен-
ных сторон (коэффициенту подобия).

Теорема 7. Отношение площадей подобных
многоугольников равно квадрату коэффициента
подобия.

5 22. Преобразование подобия

99. Гомотетия и ее свойства.
Пусть дан многоугольник АВСІ) (рис. 2.439).
1. Возьмем произвольную точку О.

2. Построим векторы ОТ41 = 3071, О_В1 = 30_В и т. д.
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Рис. 2.439

3. Многоугольник А1В1С1ІЭ1 будет подобным
многоугольнику АВСІ) (рис. 2.439).

В этом построении использовалось требование,
при котором точка Х переходит в такую точку Х1,
что О_Х1 = 30_Х, а точка О переходит в себя.

Таким образом, задача построения фигуры,
подобной данной фигуре, приводит к новому виду
преобразований, которое называют гомотетией.

Определение. Гомотетией с центром О и коэф-
фициентом Із ф О называют преобразование, при
котором каждая точка Х переходит в точку Х1,

такую, что О_Х1 = ІзОїї.
Если при гомотетии фигура Ф1 переходит в

фигуру Ф2, то эти фигуры Ф1 и Ф2 называют
гомотетичными.

Если Іг = 1, то каждая точка Х перейдет сама в
себя.

Если Із > О, то гомотетичные фигуры распола-
гаются по одну сторону от центра гомотетии
(рис. 2.440, 2.441).

Если Іг < О, то гомотетичные фигуры располага-
ются по разные стороны от центра гомотетии
(рис. 2.442).
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Х1

Рис. 2.440 Рис. 2.441

Рис. 2.442

Если Іг = -1, то каждая
точка А перейдет в точку
А1, для которой ШІ =
= - 071 (рис. 2.443). Но
такое преобразование _
центральная симметрия.
Значит, гоМотетия с коэф-
фициентом -1 является
центральной симметрией.

Из определения гомотетии следует:
1) Центр гомотетии переходит сам в себя.
2) Если Іг > О (рис. 2.440), то точки Х и Х1

леэкат на прямой ОХ по одну сторону от центра
гомотетии (так, векторы О_Х и Ої1 сонаправлены).

Рис. 2.443
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3) Если Іг < О (рис. 2.442), то точки Х и Х1
лежат на прямой ОХ по разные стороны от центра
гомотетии (так, векторы О_Х И ОХ1 противополож-
но направлены).

Имеет место теорема 8.

Теорема 8. Если при гомотетии с коэффициен-
том Іг точки Х и У переходят в точки Х1 и У1, то

ІГУІ = ІгХ_У.
Из этой теоремы можно получить три след-

ствия _ свойства гомотетии:
Следствие 1. При гомотетии с коэффициентом Іг

расстояние между точками умножается на ІІг
Следствие 2. При гомотетии всякая прямая пе-

реходит в параллельную ей прямую.
Следствие З. Гомотетия всякую плоскость пере-

водит в параллельную ей плоскость.

Теорема 9. Гомотетичные треугольники всегда
подобны.

100. Понятие преобразования подобия. Гомоте-
тия фигур является Частным случаем другого соот-
ветствия между фигурами: соответствия подобия
или, как его еще называют, преобразования подобия.

Рассмотрим определение и некоторые свойства
преобразований подобия.

Определение. Преобразование фигуры Р назы-
вают преобразованием подобия, если при этом пре-
образовании расстояния между соответствующими
точками изменяются в одно и то же число раз, т. е.
для любых двух точек Х и У фигуры Р и точек Х', У'
фигуры Р', в которые они переходят, Х'У' = Іг - ХУ.
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Преобразование подобия переводит прямые в
прямые, полупрямые в полупрямые, отрезки в от-
резки и созраняет углы между полупрямыми. Пре-
образование подобия переводит плоскости в плос-
кости.

Если сравнить определения подобных фигур и
преобразования подобия, то получим важный вы-
вод: фигуры называют подобными, если они пере-
водятся одна в другую преобразованием подобия.

Это значит, Что если произвольные точки Х, У
фигуры Р при преобразовании подобия переходят в
точки Х', У' фигуры Р', то Х'У' = Іг - ХУ, причем чис-
ло Іг - одно и то же для всех точек Х, У. Число Іг яв-
ляется коэффициентом подобия.

При Іг = 1 преобразование подобия, очевидно,
является изометрией.

Теорема 10. Всякое преобразование подобия
сводится к последовательному выполнению гомо-
тетии с коэффициентом Іг и некоторой изометрии.

Используя определение преобразования подо-
бия, а также определение и свойства гомотетии,
можно доказать следующую теорему.

Теорема 11. Гомотетия есть преобразование по-
добия.



ГЛАВА І/ІІ

ПРЯМОУГОЛЬНАЯ ДЕКАРТОВА
СИСТЕМА КООРДИНАТ

5 22. Декартовы координаты на плоскости
и в пространстве

101. Декартовы координаты на прямой. В кур-
се алгебры постоянно приходится пользоваться
прямоугольной системой координат. Рассмотрим
прямоугольную систему координат на прямой. Хо-
рошей иллюстрацией этой системы координат яв-
ляется термометр.

Пусть некоторой точке прямой ставится в соот-
ветствие число О; положительные целые числа 1,
2, 3, располагаются на равных расстояниях друг
от друга с одной стороны от О, отрицательные це-
лые числа -1, -2, -3... _ с противоположной сто-
роны, а дробные числа вставляются между ними
естественным образом. Смещение точки х1 относи-
тельно другой точки х есть положительное или от-
рицательное Число х1 - х. Если на прямой введена
система координат, то каждой точке Р соответствует
некоторое число х, а каждому числу х соответствует
некоторая точка (рис. 2.444). Стрелка показывает
положительное направ-

І І ІР І І І ъленисі-І отсчета коорди- _1 О х 1 д 2
Нат. ЯМ Ю С СТаНОВ-р У У Рис. 2.444ленной на ней системой
координат называют координатной прямой. Точку
О называют началом координат. Кроме этого, на
координатной прямой вводится единичный отре-
зок ОЕ, его иногда называют масштабам.
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102. Декартовы координаты на плоскости. По-
ложение точки на плоскости может быть определе-
но ее расстоянием до двух фиксированных взаимно
перпендикулярных прямых _ осей. В этом случае
каждой точке плоскости будет соответствовать не
одно число, а пара чисел. Соответствие между точ-
ками и парами чисел задается на плоскости: выби-
рают прямую, называемую осью Ох, вводят на ней
систему координат. На оси Ох рисуют стрелку,
чтобы указать ее положительное направление. Эта
ось называется также осью абсцисс.

Проводят прямую Оу, перпендикулярную оси
Ох и проходящую через точку О прямой Ох, имею-
щую координату О, и вводят на прямой Оу систему
координат так, чтобы точка с координатой О совпа-
дала с точкой О. Прямая Оу называется осью Оу
или осью орданат. Положительное направление на
оси Оу также указывается стрелкой. Точка О пере-
сечения прямых Ох и Оу (осей координат) называ-
ется началом координат (рис. 2.445).

На рисунке 2.446 изображена построенная пря-
моугольная система координат. Если дана точка Р,
то из нее опускают перпендикуляр на ось Ох.
Пусть основанием перпендикуляра будет точкаМ
и х _ координата точки М на прямой Ох
(рис. 2.446). Тогда число х называют абсциссой

точки Р. На рисунке 2.446 х = 2% .

Затем опускают из точки Р перпендикуляр на
ось Оу. Пусть основанием этого перпендикуляра
будет точка Ы и у _ координата точки Ы на пря-
мой Оу. Тогда число у называют ординатой точки

Р. На рисунке 2.446 у = 1% . Для краткости указы-
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ваем, Что точка Р Имеет координаты х И у, так:

Р(:х:, у). В нашем случае Р(2% , 1% ).

Порядок, в котором записываются координаты
точки, очень существенен. Координаты (1, 3) имеет
точка Р1, а координаты (3, 1) _ отличная от нее

точка Р2 (рис. 2.447). Нельзя сказать, где находит-
СЯ ТОЧКа, ЄСЛИ НЄИЗВЄСТНО, КаКОЄ ЧИСЛО В ПарЄ ЧИ-

сел (х, у) стоит первым.
Ниэке приводится он-

ределение координат точ-
ки на плоскости.

Определение. Абсцис-
сой точки Р называют ко-
ординату основания нер-
нендикуляра, онущенно-
го из точки Р на ось Ох;
ординатой точки Р на-
зывают координату осно-
вания нернендикуляра,
онущенного из точки Р на
ось Оу.

ул

3 ----о Р1

Рис. 2.447
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\\`у Если прямая разбивает
плоскость на две полуплоскос-
ти, то две оси координат раз-
бивают плоскость на Четыре
части, называемые четвер-

\` тями. Четыре четверти ну-
ІП/ _ дл \ меруются в порядке, изобра-

/////////////М экенном на рисунке 2.448.
Таким образом, Между точ-

РИС- 2-448 ками плоскости и упорядо-
ченными парами действительных чисел имеется
взаимооднозначное соответствие. Такое соответст-
вие называют прямоугольной системой координат.

И `\\\І

103. Декартовы координаты в пространстве.
Построим горизонтальную плоскость и введем на
ней декартову систему координат хОу (рис. 2.449).

/ ъ/

Рис. 2.449

Если ввести такэке координатную прямую 02, пер-
пендикулярную плоскости хОу в точке О, то тем
самым будет введена система координат в простран-
стве. Точка О будет началом этой системы коорди-
нат.

Стрелки осей Ох, Оу и 02 на рисунках указыва-
ют полоэкительное направление каэкдой оси.
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В декартовой системе координат в пространстве
мы имеем три оси: Ох _ ось абсцисс, Оу _ ось
ординат, Ог _ ось аппликат. Плоскости, прохо-
дящие Через оси Ох и Оу, Оу и Ог, Ох и Ог _ коор-
динатные плоскости. Их обозначают соответственно:
ху, уг, хг (рис. 2.450). Координатные плоскости
разбивают все пространство на восемь частей _ ок-
тантов.

уг '____ А_,,С
/

Ау //ь а !

9_/ А (а; І); с)
хг І

Щ
П

: і О Іс//
О у ____ /

А2

ху

х х

Рис. 2.450 Рис. 2.451

Если задана такая система координат, то каэк-
дой точке пространства моэкно поставить в соответ-
ствие упорядоченную тройку действительных чи-
сел, а каэкдой тройке чисел _ единственную точку.

Пусть дана точкаА, расположенная в первом ок-
танте. Опустим из нее на плоскости уг, хг, ху пер-
пендикуляры ААх, ААу, АА2 (рис. 2.451). Длины

этих перпендикуляров называют координатами
точки А. Записывают: А(а, І), с). Если точка леэкит
в какой-нибудь из координатных плоскостей, ее со-
ответствующая координата равна О, а если на оси
координат, то две координаты такой точки _ нули.
Например, точка В (0; 2; -3) леэкит в плоскости уг,
а точка С (5; О; О) _ на оси Ох.



594 Глава \/ІІ. ПРЯМОУГ. ДЕКАРТОВА СИСТЕМА КООРДИНАТ

На рисунке 2.452: точка Р леэкит в плоскости
хОу, так что ее проекция на ось 02 есть О. Ее про-
екция на ось Ох совпадает с точкой, имеющей
координату 2, а на ось Оу _ с точкой, имеющей
координату 3. Поэтому пишут Р(2, 3, О).

Таким образом, Нахождение координат точки в
пространстве сводится к построению соответству-
ющего прямоугольного параллелепипеда (иногда его
воспроизводят частично, чтобы были видны коор-
динаты точки (рис. 2.453».

гл

гл,за/,___щгв1 'М
/ І

/2__ '/ ¦
РЗ'/ 1" -1 і

| 1 ¦1_2 1 1 ! 1 я
| | || | І І /І '

-3 ¦ -1 0 1 2/3 у

: 2 __
І .3 _ Р(2,з,о›

х __

РИС. 2.452 РИС. 2.453

Порядок записи этих трех чисел такэке существе-
нен. На рисунке 2.452 изображены точки Р, Р1, Р2,
имеющие своими коордІ/Шатами числа 2, 3 и О, запи-
санные в разном порядке.

Моэкно иначе находить координаты точки про-
странства. Пусть дана точка М. Спроектируем точ-
ку М на оси Ох, Оу, 02 в точки Мх, Му, М2 соот-
ветственно (рис. 2.454). Координаты точек Мх, Му,
М2 на осях сопоставляются точке М как ее коорди-
наты х, у, 2. Таким образом, координатами точки в
пространстве называют координаты ее проекций
на оси координат.
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«КМЗ

ї

Мг
ў

Ы

Рис. 2.454

Если есть три коорди-
наты _ три числа а, І) И с,
то для них Найдется соот-
ветствующая точка прост-
ранства. На рисунке 2.455
три числа на осях коорди-
нат отмечены тремя точ-
КаМИ А1, А2, АЗ. ПУСТЬ

отрезки ОА1, ОА2, ОАЗ _
ребра прямоугольного на-
раллеленинеда с верши-

гл

соАЗ

_А2 с
0 Ъ 'у

А1
а
х

Рис. 2.455

гл

с АЗ

Р
А2 ъ

О ь у

А1
а

х

Рис. 2.456

ной в точке О (рис. 2.456). Получили точку Р с коор-
динатами а, І), с _ Р(а, І), с).

Прямоугольная система координат носит имя
Рене Декарта (1596_1650). В 1637 г. вышла книга
с длинным но обычаю времен названием «Рассуж-
дение о методе, нозволяющем направлять разум и
отыскивать истину в науках. Кроме того, Дионтри-
ка, Метеоры и Геометрия, которые являются нри-
ложениями этого метода», с ней в науку вошел ме-
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тод координат. Со времен Декарта алгебра и гео-
метрия стали сотрудничать Между собой к выгоде
обеих дисциплин. Введенную систему координат с
тех пор стали называть декартовой.

104. Координаты середины отрезка.
Рассмотрим отрезок Р1Р2, принадлежащий оси

Ох. Пусть Р _ середина этого отрезка и пусть на-
ши три точки имеют соответственно координаты
х1, х и х2 (х1 < х2) (рис. 2.457). Выразим х Через х1
И 362.

Р1 Р 1.02
х хп

Рис. 2.457

Дано, что
1. Р1Р = РР2 (дано) (рис. 2.457).
2.Р1Р = Іх -х1|=х -х1; РР2= |х2-х|=х2-х
(запись отрезка в координатах на прямой).

х1 + гс2
3.х-х1=х2-х,илих= (1,2).

Эта формула годится и в случае, когда х2 < х1.
Рассмотрим случай, ког-

у“ В, да отрезок Р1Р2 произволь-
2 А но расположен на плоскос-
у Р ти (рис. 2.458).

1. Точка Р является сере-

...т1/1 Г '_ диной отрезка Р1Р2 (дано)
Мг| Мп' МГІ ъ (рис. 2.458).

О х1 х хг Эс 2. Построим проекции
точек Р1, Р и Р2 на ось Ох,
получим точки М, М1, М2

Рис. 2-458 (построение).
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3. Точка М является серединой отрезка М1М2.
х1 + х2

4. х =Т (3, формула середины отрезка на

прямой).
у +5/Аналогично Можно получить, что у = % .

Все это можно сформулировать в виде теоремы.

Теорема 1. Даны точки Р1(х1, у1) и Р2(х2, у2).
Серединой отрезка Р1Р2 является точка Р =

2 , 2

105. Формула рас- ул
СТОЯНИЯ МЕЖДУ ТОЧКа- Р2 (х2; у2)
ми. Пусть мы знаем ко-
ординаты двух точек р1 (хп уІ) /

Р1(х1› у1) И Р2(х2› у2) На /
плоскости (рис. 2.459).
Имеет место следую- 0
щая теорема.

дп

Рис. 2.459

Теорема 2. Расстояние между точками Р1(х1, у1)
и Р2(х2, у2) находится но формуле

Р1Р2 = «/(х2_х1)2+(у2_у1)2°

Например, если Р1(3, 4) и Р2(-2, 1), то из нолу-
ченной формулы следует, что

Р1Р2= М<-2-3›2+<1 -4›2 = м<-5›2+<_3)2 =
= ^/25+9 =]3_11.

Формула расстояния между точками верна и в
пространстве. Пусть даны две точки Р(х1, у1, 21) и
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(2(х2, у2, 22). Расстояние Между точками Р и (2
Находится по формуле

РФ = А/(хг _ х1)2 + (у2 _у1)2 +(22 _ 21)2 °

П р и М е р. Докажите, Что середина гипотенузы
прямоугольного треугольника равноудалена от его
вершин.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:

1. ААВС, его стороны обозначим
через а, І) и с. } ( Исдгёнїбо)
2. ср = вв. р ° °

уЦ 3. СВ = АВ (требуется
С доказать).

Мы хотим применить
ь 13 с для решения задачи

декартову систему коор-
динат, а значит, надо

8
"

а В

Рис. 2.460
удачно выбрать располо-
жение этой системы.

4. Для данной задачи удачный выбор системы
координат показан на рисунке 2.460. Начало коор-
динат помещено в точку А, а оси проведены через
точки В и С так, чтобы зти точки лежали на поло-
экительных лучах осей (построение).

5. Точка В имеет координаты (а, О), точка С -
(О, Ь) (1, 4).

6. Середина отрезка СВ точка В имеет координаты

В = (Ё, ё) (1, формула середины отрезка).

7.А1)= ](%-0)2+(%-0)2 = “гёьз (4, 6, фор-

мула расстояния между точками).
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8. ср = ](Ё_о)2+(%_ь)2 = “Ш (5, 6,
формула расстояния между точками).

9. СВ = ВВ (7, 8).

5 23. Уравнения фигур

106. Понятие уравнения фигур. Название этого
раздела означает: геометрические фигуры Можно
задавать уравнениями (некоторые фигуры можно
задавать неравенствами).

Известно, что точки плоскости и пространства за-
даются их координатами, геометрические фигуры
МОГУТ ЗаДаВаТЬСЯ УраВНЄНИЯМИ ИЛИ НЄраВЄНСТВаМИ:

ах + Ьу + с = О _ уравнение прямой; х2 + у2 = а2 _
уравнение окружности; х2 + у2 + 22 = а2 _ уравне-
ние сферы и т. д.

Говорят, что фигура Р задается уравнением в
прямоугольных координатах, если точка прина-
длежит фигуре Р тогда и только тогда, когда коор-
динаты этой точки удовлетворяют данному уравне-
нию. Это означает, что выполняются два условия:

1. Если точка принадлежит фигуре Р, то ее ко-
ординаты удовлетворяют данному уравнению.

2. Если числа х, у, 2 удовлетворяют данному урав-
нению, то точка с такими координатами принадле-
жит фигуре Р.

Второе условие можно выразить иначе: коорди-
наты любой точки, не принадлежащей фигуре Р,
не удовлетворяют данному уравнению.

Например, прямая, перпендикулярная оси Ох и
проходящая через точку М(2, О), на оси Ох задается
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ум
ул

Ы
3

І МІ ъ __2

о 1' 2 ' х 1 г
0 х

Рис. 2.461 Рис. 2.462

уравнением х = 2 (рис. 2.461). Действительно, каж-
дая точка, лежащая на этой прямой, имеет одну и
ту же координату 2. А любая точка, Не лежащая на
этой прямой, имеет другое значение координаты х,
нежели 2. Ось Оу задается уравнением х = О.
Аналогично прямая, перпендикулярная оси Оу

и проходящая через точку АКО, 3), имеет уравнение
у = 3 (рис. 2.462). Ось Ох имеет уравнение у = О.

107. Уравнение прямой.
Можно доказать такую теорему.

Теорема З. Любая прямая в декартовой системе
координат хОу имеет уравнение вида ах + Ьу + с =
= О, где а, І), с _ некоторые числа.

Выясним, как расположена прямая относительно
осей координат, если ее уравнение ах + Ьу + с = О
имеет тот или иной частный вид.

1. а = О, І) ± О. В этом случае уравнение прямой

МОЖНО ПЄрЄПИСаТЬ Так: у = _Е .
19
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Таким образом, все точки прямой имеют одну и
сту же ординату -Б; следовательно, прямая парал-

лельна оси х (рис. 2.463). В частности, если с = О,
то прямая совпадает с осью Ох.

2. І) = О, а ± О. Этот случай рассматривается ана-
логично. Прямая параллельна оси Оу (рис. 2.464) и
совпадает с ней, если и с = О.

ум ум

ул

О Ё 0 Ёс 0 Ёс

Рис. 2.463 Рис. 2.464 Рис. 2.465

3. с = О. Прямая проходит Через Начало коорди-
нат, так как его координаты (0; О) удовлетворяют
уравнению прямой (рис. 2.465).

Если в общем уравнении прямой ах + Ьу + с = О
коэффициент при у не равен нулю, то это уравне-
ние можно разрешить относительно у. Получим:

а С а С= --х - -. Или, обозначая -- = Іг, -- = сі, по -у ь ь ь ь Лу
чим: у = Ігх + сі.

Коэффициент Іг в уравнении прямой с точностью
до знака равен тангенсу острого угла, который об-
разует прямая с осью Ох. В уравнении прямой,
изображенной на рисунке 2.466, Іг > О.

Коэффициент Іг в уравнении прямой называют
угловым коэффициентом прямой.
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ум

В (262; уг)

А (261; у1)

Ф хп
Рис. 2.466 Рис. 2.467

108. Уравнения окружности и сферы. Составим
уравнение окружности с центром в точке О(а, Ь) и
радиусом В (рис. 2.467).

1. Возьмем произвольную точку А(х, у) на ок-
ружности. Расстояние от нее до центра О равно В.

2. Квадрат расстояния от точки А до точки О ра-
вен (х - а)2 + (у - Ь)2 (формула расстояния между
точками).

3. Координаты х, у каждой точки А окружности
удовлетворяют уравнению

(х -а)2+(у -ь)2=в2
(2, определение окружности).

Получили искомое уравнение. Обратно: любая
точкаА, координаты которой удовлетворяют урав-
нению окружности, принадлежит окружности, так
как расстояние от нее до точки О равно В. Отсюда
следует, что данное уравнение действительно явля-
ется уравнением окружности с центром в точке О и
радиусом В.

Заметим, что если центром окружности являет-
ся начало координат, то уравнение окружности
имеет вид:

х2+ у2=В2.
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Выведем теперь уравне- г,К
ние сферы. Пусть в про-
странстве введена прямо-
угольная система коорди-
нат и задана сфера Ѕ с
центром А(а, І), с) И ради-
усом В. Эта сфера есть 0
множество точек М, для
которых расстояние от А
равно В, т. е. АМ = В РИС_ 2_468
(рис. 2.468).

Пусть х, у, 2 - координаты точки М. Согласно
формуле расстояния между точками в пространст-
ве, предыдущее равенство можно записывать в ко-
ординатах так:

*ї

,Лх_аў+щу_ы2+@_ю)=в,
или

(х -а)2+(у -ь)2+ (2 -с)2=в2.
Это и есть уравнение сферы Ѕ с центромА(а, І), с) и

радиусом В, т. е. множество точек, координаты ко-
торых удовлетворяют данному уравнению, пред-
ставляет собой сферу Ѕ (рис. 2.468).

Если центрА находится в начале координат, т. е.
а = І) = с = О, то уравнение получает простой вид:

х2+у2+22=122.
Рассмотрим шар с центром А(а, І), с) и радиусом

В (рис. 2.469). По определению, это множество

точек М, для которых АМ < В, т. е. АМ2 < 32. Вы-
ражая расстояние АМ через координаты точки
М(х, у, 2), получим:

(х-щд+ш-ьў+е-юў<вё
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2,, Это неравенство задает
шар Ѕ с центром А(а, І), с) и
радиусом В, так как оно
равносильно неравенству
АМ < В, задающему та-
кой шар по самому его оп-
ределению.

Если центр шара нахо-
дится в начале координат,
то уравнение шара упро-

РИС- 2-469 щается и имеет вид:
х2+у2+г2<В2.

П р и м е р 1. Два предприятия А и В произво-
дят продукцию с одной и той же ценой т за одно
изделие. Однако автопарк, обслуживающий пред-
приятие А, оснащен более современными и более
мощными грузовыми автомобилями. В результате
транспортные расходы на перевозку одного изде-
лия составляют для предприятияА 10 руб. на 1 км,
а для предприятияВ 20 руб. на 1 км. Расстояние
между предприятиями 300 км. Как территориаль-
но должен быть разделен рынок сбыта между двумя
предприятиями для того, Чтобы расходы потребите-
лей при покупке изделий были минимальными?

Р е ш е н и е.
1. Выберем систему ко-

уЛ ординат так, чтобы ось Ох
проходила Через пункты А
и В, а ось Оу - Через тоЧку
А (построение) (рис. 2.470).

2. Пусть Ы _ произволь-
ная тоЧка, 31 и 32 _ расстоя-
ния от тоъжи Ы до пред-

Рис. 2.470 приятийА и В (рис. 2.471).
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ум

ул

Ы

Ы 81 32

81 _ = г
82 О А В 01 х

о А в Ё

Рис. 2.471 Рис. 2.472

3. При доставке груза из пункта А расходы рав-
ны т + 1031 (1,2).

4. При доставке груза из пункта В расходы рав-
ны т + 2032 (1,2).

5. Если для пункта Ы выгоднее доставлять груз с
предприятия А, то т + 1031 < т + 2032, откуда 31 <
< 232, в обратном случае получим 31 > 232 (3,4).

6. Таким образом, границей этих двух областей
для каждой точки, до которой расходы на перевозку
груза из пунктовА и В равны, будет множество точек
плоскости, удовлетворяющих уравнению 31 = 232. (5)

'7. Выразим 31 и 32 через координаты:

31 = ^/х2 + у2, 32 = «/(300 - х)2 + у2 (1,2, формула
расстояния между точками).

8. Имея в виду равенство из п. 6, получим:

(х - 400)2 + у2 = 2002 (6,7).
9. Это есть уравнение окружности (рис. 2.472).
Следовательно, для всех пунктов, попадающих

во внутреннюю область круга, выгоднее привозить
груз из пункта В, а для всех пунктов, попадающих
во внешнюю часть круга, _ из пункта А.
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П р и м ер 2. Два наблюдаемых пункта нахо-
дятся в точках А(х1, у1) и В(х2, у2). Пункт
наблюдения О находится на прямой АВ и удален от
тоЧкиА на расстояние а км, а от В на расстояние
с км (с > а). Наблюдатель для безопасности дол-
жен идти по такому пути, Чтобы расстояние от него
до пункта А все время оставалось в два раза боль-
ше, Чем расстояние от него до пункта В. По какой
линии должен идти наблюдатель?
Решение
Из условий задаЧи имеем:
1. Два наблюдаемых пункта находятся в точках

А(хр у1)ИВ(х2› у2).
2. Пункт наблюдения О находится на прямой

АВ и удален от А на расстоянии а км, а от В _
с км (с > а).

3. Наблюдатель идет так, Чтобы расстояние до
пункта А было в два раза больше, Чем до В.

4. По какой линии должен идти наблюдатель?
5. Примем за наЧало ко-

ординат наблюдательный
пункт О и направление оси
Ох будет проходить Через

ъ пункты А и В (по условию
'х задаЧи эти три тоЧки нахо-

дятся на одной прямой)
(рис. 2.473).

Рис” 2473 6. Пусть наблюдатель
находится в тоЧке М(х, у).

ВыЧислим расстояние от наблюдателя до пунктов
А и В (рис. 2.473):

МА= «/(х-а)2+у2,МВ= «/(с-х)2+у2.
(1, 2, 3, 5, формула расстояния между тоЧками).
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'7. По условию задачи имеем: МА = 2МВ, т. е.

Ах - а)2 + у2 = 240: - 302 + у2 (з, 6).
8. Решая это уравнение, получим:

(х - а›2 + у2 = 4«с - х›2 + у2) (7).
9. Раскроем скобки и нерегруннируем:

2
3у2+ 3(х + “2340) = 1::(а2 - 2ас + с2),

2
у2+ (х+ а_34с) = %(с - а)2.

10. Наблюдатель должен идти но окружности с
_а-4сцентром ( , О) и радиусом Ё(с - а) (4, урав-

нение окружности).
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ВЕКТОРЫ

5 24. Векторы и операции с ними

109. Понятие вектора. Векторы _ это очень
важное понятие, которое широко используется ма-
тематиками и физиками.

Прежде всего, понятие вектора тесно связано с
изучением векторных величин.

Некоторые величины в математике и физике,
такие, как расстояние, площадь, объем, температу-
ра, работа, Масса, характеризуются в процессе их
измерения только соответствующим числом, при
этом такая характеристика полная. Такие величи-
ны в математике называют скалярными. Значения
скалярных величин могут быть однозначно отмече-
ны на координатной прямой или Шкале.

Но есть и достаточно много других величин, та-
ких, как перемещение, скорость, ускорение, сила,
напряжение и др., для характеристики которых
числа (числового значения) мало. Необходимо
знать еще направление, в котором осуществляется
действие этой величины. Поэтому все данные вели-
чины относятся к так называемым векторным ве-
личинам, которые характеризуются численным
значением и направлением. Векторы придумали
для того, чтобы изображать и применять векторные
величины.

Рассмотрим пример.
Подъемный кран Ф за некоторый промежуток

времени сместился вправо на расстояние 40 м
(рис. 2.474). Это означает, что все его точки смес-
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Рис. 2.474

тились вправо на 40 м. На рисунке это показано
стрелками: двумя, выходящими из вершины крана
В и из точки кранаА, и одной общей стрелкой вни-
зу рисунка. Таким образом, в данном примере фи-
гура Ф при параллельном переносе в направлении
луча АА1 на расстояние АА1 перешла в фигуру Ф1,
а точка А перешла в точку А1, точка В перешла в
точку В1 и т. д.

Итак,
1) лучи АА1, ВВ1 и СС1 сонаправленные;
2) расстояния АА1, ВВ1 и СС1 равны, АА1 =

= ВВ1 = СС1.

В математике и физике такие отрезки принято
называть направленными, это привело к появле-
нию понятия вектора.

Определение. Вектором называют отрезок, на
котором указано направление (одно из двух воз-
можных).

Кратко говорят: вектор - это направленный
отрезок. Первый по этому направлению конец от-
резка называют началом вентора (или точкой при-
ложения), второй _ его концом. Вектор записыва-
ется обозначениями начала и конца слева направо

(рис. 2.475), а сверху ставится черточка:Ё .
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А К
Рис. 2.475 Рис. 2.476 Рис. 2.477

На рисунке 2.476 изображено Несколько векторов:

Ё , О_В , И . Направления этих векторов указа-
ны стрелками. Иногда векторы обозначают просто
малыми жирными буквами или над буквами тоже
ставят черту (рис. 2.477).

Определение. Два вектора называют коллинеар-
ными, если изображающие их направленные от-
резки параллельны или лежат на одной прямой.

Коллинеарные векторы либо одинаково направ-
лены, либо противоположно направлены.

На рисунке 2.478 векторы й , І) , ё коллинеар-
ные, а на рисунке 2.479 векторы й и їъ неколлине-
арные.

а _
_ п

1 'д 1 у

Рис. 2.478 Рис. 2.479

Кроме понятия коллинеарности векторов, вво-
дится понятие компланарности векторов.

Определение. Три вектора называют компланар-
ными, если изображающие их направленные от-
резки лежат в параллельных плоскостях или в од-
ной плоскости.
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На рисунке 2.480 векторы а, І) , ё компланар-
ны, так как точки О, А, В и С лежат в одной плос-

кости. Векторы а, І) , а Не компланарны, так как
точки А, В, В и О Не лежат в одной плоскости.

В

/1)

С

Рис. 2.480 Рис. 2.481

110. Равенство векторов. Дадим определение
равных векторов.

Определение. Вектор Ё равен вектору О_В , ес-

ли длины отрезков АВ и СВ равны и они одинако-
во направленные (сонаправленные).

Равенство векторов АВ и СВ записывается так:

Ё = О_В . Эта запись означает, Что:
1) луч АВ сонаправлен лучу СВ;
2) длины отрезков АВ и СВ равны (рис. 2.481).
Определение. Длину направленного отрезка _

вектора _ называют модулем или абсолютной ве-
личиной вектора.

Для Модуля векторов употребляется тот же
знак, что и для Модуля чисел. Запись |а| = 5 чита-
ется: Модуль (или длина) вектора а равен 5.

Процесс изображения векторов часто называют
откладыванием вектора от точки.
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Отложить от данной точки век-
в тор, равный данному, значит по-

а _ строить направленный отрезок с
началом в этой точке, изображаю-

А щий данный вектор.
На рисунке 2.482 от точки А от-

Рис” 2'482 ложен вектор АВ, равный вектору й.

Теорема 1 (об откладывании вектора). От лю-
бой точки можно отложить вектор, равный данно-
му, и притом только один.

Определение. Если начало вектора совпадает с
его концом, то такой вектор называют нулевым.

Нулевой вектор обозначается нулем с черточкой

сверху: О . Из определения следует, что модуль ну-
левого вектора равен нулю, а направления он не
имеет. Нулевой вектор иногда называют также
нуль-вектором. Изображается нулевой вектор лю-
бой точкой, которая рассматривается как начало и
конец этого вектора.

111. Сложение векторов. Первой операцией над
векторами является вложение векторов.

Если материальная точка переместилась из точ-
ки А в точку В, а потом из точки В в точку С, то в
результате она перейдет из точки А в точку С. По-
этому, естественно, говорят, что направленные от-

резки Ё и В_С , характеризующие эти перемеще-

ния, складываясь, дают направленный отрезок АС
(рис. 2.483). Это записывается так:
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В этом случае мы видим, Что
процесс сложения векторов В
происходит так: конец первого
вектора Ё является началом
второго В_С , а суммарный век- А > С

тор Ё соединяет Начало пер- РИС_ 2_483
ВОГО ВЄКТОра И КОНЄЦ ВТОрОГО.

Например, даны два вектора Р1 и Р2 , задающие
Некоторые векторные величины, например силы
(рис. 2.484). Чтобы сложить эти векторы, нужно:

Рис. 2.484 Рис. 2.485 Рис. 2.486

1. Выбрать исходную точкуА (возможно, ту точ-
ку, к которой приложена заданная сила).

2. От точки А отложить вектор Ё , равный Ё ,

дв = н.
3. От точки В отложить вектор В_С , равный Р: ,

ВТ: = ї,
4. Построить вектор Ё , равный РТЗ (1?3 _ сум-

мавекторовії1 иРТ2.А_С =РТЗ =РТ1+РТ2 =Ё +

+ в_с (рис. 2.485».
Теперь отложим вектор Р1 от точки А1

(рис. 2.486). В этом случае в качестве суммы векто-
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ров Ё и Р: получим вектор А1С1 = Ё + Р: . Мож-

но доказать, что векторы АС и А1С1 равны, т. е.

Л: = 44101 = гз.
Таким образом, мы получили правило треуголь-

ника для сложения векторов.
Можно рассмотреть такой пример. Пусть, двига-

ясь горизонтально со скоростью |б| = 3 м/с, кран
поднимает ящик со скоростью |и_1|= 1 м/с. На
рисунке 2.487 изображены в масштабе скорость
ящика относительно крана и_1 , направленная верти-
кально вверх, и скорость движения крана ї), на-
правление которой совпадает с направлением дви-
жения крана. Сумма векторов ї) и и: _ вектор й ,
который изображает скорость ящика относительно
неподвижной системы отсчета: й = ї) + и_1 .

Пусть нам даны векторы й и Б , которые неколли-
неарны, то есть не лежат на одной прямой
(рис. 2.488). Отложим эти вектора от некоторой

точкиА, то есть Ё = й и Ё = Б (рис. 2.489).
Тогда суммарный вектор изобразится диаго-

налью параллелограмма АВСВ, построенного на

векторахЕ =д итїэ =Б,Е +Ё =Ё.

ЁІ

С
І

І3/'
Рис. 2.487 Рис. 2.488
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Мы получили второе
правило сложения векто-
ров _ правило паралле-
лограмма: если векторы
неколлинеарны, то их
сумма представляется
диагональю построенно-
го на них параллелог-
рамма.

Для операции сложения векторов выполняются
следующие свойства.

Рис. 2.489

Теорема 2 (переместительный закон, или ком-
мутативность сложения). Для любых векторов

йиІ)

Теорема З (сочетательный закон, или ассоци-

ативность сложения). Для любых векторов й, І)
иё

(д+Б)+ё=д+(Ь+ё).

Эти законы выполняются и для коллинеарных
векторов.

Из сочетательного и переместительного законов
следует, что, складывая любое число векторов,
Можно как угодно переставлять и группировать
слагаемые. Чтобы сложить несколько векторов,

например векторы й , І) , Е , с! , удобно построить
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векторную ломаную (рис. 2.490). Эта ломаная со-

стоит из направленных отрезков Ё = й , В_С = Ё ,
О_В = Е , Й = а . ВекторЁ , соединяющий нача-
ло ломаной АВСВЕ и ее конец, и является суммой

Ё = а + Б + ё + д .
Если ломаная получилась замкнутой, то сумма

векторов равна нулЬ-вектору (рис. 2.491), т. е. й +

+Б+ё+д=б.

ЅІ

41 а

»\ё А
Рис. 2.490 Рис. 2.491

Отметим важное свойство нуль-вектора: для лю-

бого вектора й выполняется равенство й + О = й .

112. Правило параллелепипеда сложения векто-

ров. Пусть даны три вектора й , ї) и Е , не лежащие
в одной плоскости (их называют некомпланарны-
ми) (рис. 2.492).

Выполним следующие построения.
1 . Отложим от произвольной точки О векторы

О_А = й, О_В = ї), О_С = Е (построение)
(рис. 2.493).

2. Построим параллелепипед так, Чтобы отрезки
ОА, ОВ, ОС были его ребрами (построение)
(рис. 2.494).
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Рис. 2.492 Рис. 2.493 Рис. 2.494

3. й + Е = ОА1 (2, правило параллелограмма).

4. А1В1 = Ь (2, определение равенства векторов).

5. (й + Е) + Ь = 0131 (3, 4, правило параллелог-
рамма).

Таким образом, сумма трех векторов, не парал-
лельных одной плоскости, представляется диаго-
налью параллелепипеда, построенного на данных
векторах, отложенных от одной точки, как на реб-
рах (рис. 2.494).

Получили правило параллелепипеда для сложе-
ния векторов в пространстве.

113. Разность векторов. Введем операцию раз-
ности двух векторов. Эта операция вводится так
же, как и для чисел.

Определение. Разностью векторов й и Ь назы-

вают такой вектор Е , Что Ь + с = й .

Разность векторов й и Ь обозначается, как и

для Чисел, й - Ь .

Построим разность двух векторов й и Ь
(рис. 2.495).
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Ф
ФІ ЁІ Ф"

В

Рис. 2.495 Рис. 2.496 Рис. 2.497

Отложим от какой-нибудь точки О данные век-

торы й и ї): О_А = й и О_В = Б (рис. 2.496). Рас-

смотрим вектор Ё4, мы видим, Что О_В + ЁА =

= О_А (правило треугольника). Вектор ЁА будет

разностью векторов О_А и О_В, т. е. ЁА = О_А -

- О_В = й - ї). Если вектор ЁА обозначить Через
г, то ё = а - Б.

Равенство О_А - О_В = ЁА Можно Назвать пра-
вилом нахождения разности двух векторов.

Определение. Два ненулевых вектора называют
противоположными, если их длины равны и они
направлены противоположно.

На рисунке 2.497 изображены два противопо-
ложных друг другу вектора.

Нуль-вектор считается противоположным само-
му себе.

Вектор, противоположный вектору й , обознача-

ется -й (Читается: «минус а»).

Для вектора АВ противоположным ему будет

вектор Ы.
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Теорема 4. Если сложить противоположные век-
торы (по правилу треугольника), то в сумме получит-

ся нуль-вектор, то есть й + (-й) = О .

Верно и обратное утверждение: если сумма двух
векторов равна пуль-вектору, то они противопо-
ложны.

114. Умножение вектора на число. В геометрии
Части возникает потребность в сложении двух,
трех или более одинаковых векторов: й + й , й +
+6 + й, й + й + й + й ит.д. Такиесуммы, как

и в алгебре, удобно записывать 26 , 36 , 4й и т. д.
Эта процедура подсказывает определение операции
умножения вектора на число.

Определение. Пусть даны ненулевой вектор й и
число х ± О. Произведением вектора й на число х
называют такой вектор хд, который, во-первых,
имеет длину Іх йІ и, во-вторых, сонаправлен с
вектором й, если х > О, и направлен противопо-
ложно вектору й , если х < О.

Итак, если І) = хй, причем й і О и х і О, то:

1)І1›І=Іх
2) Б = хй, Б сонаправлен с й, если х > О, и Б

й

противоположно направлен с й, если х < О
(рис. 2.498).

О_ВІ=х_а,еслих<0 О_В=хд,еслих>0
а: _ 5- ї-

В1 О й А В
й = О

Рис. 2.498
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3) Если й = О или х = О, то вектор хй = О.
Для операции умножения вектора на Число вы-

полняются следующие свойства:
1.1-й =й.
2. х(уй) = (ху) й.

3. Если хй = уй и

4.0'6
ЭІ `Н` ФІ а о а || к.:

= б.
5. (-1) й
Векторы ЧаСТО ПОМОГаЮТ ИЗУЧаТЬ ГЄОМЄТрИЧЄ-

ские факты; для этого нужно научиться переводить
геометрические факты на векторный язык, и наобо-
рот, уметь векторное выражение перевести на язык
геометрии.

Рис. 2.499

Рис. 2.500

Предположим, что нам нужно дока-
зать, что прямые а и Ь параллельны
(рис. 2.499). Рассмотрим векторы й и

Ь , принадлежащие соответственно пря-

мым а и Ь (рис. 2.500) (векторы й и Ь
могут иметь и противоположные на-
правления).

Если мы докажем, что векторы й и

Ь коллинеарны, то по определению
коллинеарности векторов получим, что
прямые а и Ь параллельны.

Можно доказать теорему о коллине-
арных векторах.

Теорема 5. Вектор Ь коллинеарен ненулевому
вектору й тогда и только тогда, когда Ь = хй .
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Следствие (о векторах на прямой). Два векто-
ра, отложенные от одной и той же точки, лежат на
одной прямой тогда и только тогда, когда один Из них
получается из другого умножением на Число.

Другими словами, точкаХ лежит А Ъ їх
на прямой АВ тогда и только тогда,_ _ Рис. 2.501
когда АХ = ІгАВ (рис. 2.501).

Есть еще два более сложных свойства операций
над векторами, которые относятся уже к двум опе-
рациям над векторами: сложением и умножением
на Число. Это два распределительных (или дис-
трибутивных) закона.

6.(х+у)-й =хй +уй.

'7. х(й + Б)= хй +хї).
Оба эти свойства относятся к плоскости, так как

выполняющиеся в них действия производятся с
векторами, параллельными одной плоскости (или
лежащими в одной плоскости). Если отложить эти
векторы от одной точки, то изображающие их на-
правленные отрезки окажутся лежащими в одной
плоскости. Более того, свойство 6 касается лишь
векторов, параллельных одной прямой (или лежа-
щих на одной прямой). Оно непосредственно выте-
кает из определений сложения векторов и умноже-
ния векторов на число.

115. Скалярное произведение векторов.

Если даны два ненулевых вектора й и Б (рис.
2.502), то углом между этими векторами называют
угол, образованный направленными отрезками й и
І) , отложенными от некоторой точки О (рис. 2.503).
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При этом рассматривают так называемый вьтуклый
угол (угол, имеющий меньшую величину). Иногда

угол между векторами й и І) обозначают так: Дб и

Б) = 30° Читают: угол Между векторами д И І)
равен 30°.

9 І

9 І

_ ї О ї
Ь

Рис. 2.502 Рис. 2.503

с"І

Определение. Углом между двумя ненулевыми
векторами называют угол Между соответствую-
щими им направленными отрезками, исходящими
из одной точки. Угол между противоположно нап-
равленными векторами равен 180°, а между
сонаправленными _ О°.

Определение. Скалярным произведением двух
ненулевых векторов называют произведение длин
этих векторов на косинус угла между ними. Если
хотя бы один из двух векторов нулевой, то их
скалярное произведение равно О.

Если угол между векторами й и Б равен (р, то их
І)

1. Если векторы й и ї) равны, т. е. д = ї), то
2

скалярное произведение Ѕ = й - І) = |й - соЅ (р.

пишут Ѕ = й и говорят о скалярном квадрате

вектора. В этом случае соЅ (р = 1, т. е. Ѕ = |й 2. Итак,
скалярный квадрат вектора совпадает с квадратом

2его длины: д 2 = Ід
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2. Если а і Б, то получаем а - Б = О. Можно
сформулировать такой признан: векторы а и Б
перпендикулярны в том и только в том случае, когда
их скалярное произведение равно нулю.

3. а 'а 20;приэтомиза 'а =Оследуета =О.
Это свойство следует из первого свойства.

4. (ш - Б)=ж(а -Б).
5. Скалярное умножение связано со сложением

векторов распределительным (дистрибутивным)

законом: ЕЦЁ +Е)=й -І-э +6 °Е.

116. Разложение вектора на составляющие.
При изучении и использовании векторов часто

приходится говорить о так называемом разложе-
нии вектора на составляющие.

Определение. Составляющими данного векто-
ра называют такие векторы, сумма которых равна
этому вектору.

Данный вектор «составляется» из составляющих
как сумма слагаемых и разлагается на них как на
слагаемые, поэтому говорят о разложении на со-
ставляющие.

Пусть в плоскости ос
даны две прямые а и І),
пересекающиеся в точ-
ке О. Возьмем какой-
нибудь вектор ї) и отло-
жим его от точки О

(рис. 2.504), О_У = ї; . Рис. 2.504
Если точкаУ не лежит
ни на прямой а, ни на прямой І), то проведем через
точку У прямые УА || І) и УВ || а и построим парал-
лелограмм ОАУВ. Его диагональю будет отрезок



624 Глава \/ІІІ. ВЕКТОРЫ

ОУ, а его стороны ОА и ОВ лежат соответственно
на прямых а и Ь. По правилу параллелограмма для
сложения векторов получим

О_У = О_А + О_В.

Векторы й = О_А и Ь = О_В являются состав-

ляющими вектора ї) = О_У по прямым а и Ь, о_а +

+п_д=ї›,и_а ІІ а,и_д ІІ Ь.

Если У Є а, то ї) ІІ а, и: = ї) = О_У, а составляю-

щая по Ь нулевая: о_д = О. Аналогично в случае,

когдаУЄЬ,ї) ІІЬ,и_а=(-)ии_д=ї)=0_ї7.
Мы выполнили разложение вектора по двум

пересекающимся прямым.
Можно разложить вектор

по двум неколлинеарным
А векторам.

Возьмем два неколлине-

арных вектора Ь и Е и от-
ложим их от точки О

д = тЬ + пё (рис. 2.505). Пусть й _ век-
РИС_ 2505 тор, параллельный плоскос-

ти ОВС; отложим его от точ-

ки О, О_А = й . Через точкуА проведем прямые, па-

раллельные векторам Ь и Е , тогда й = О_В + О_С .

Векторы ОВ и Ь , ОС и Е коллинеарны, значит,

О_В =тЬ, О_С =пё,ипотомуй =тЬ +пё.
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Такое представление вектора а через векторы І)
и ё называют разложением вектора по неколлине-
арным векторам.

Можно доказать единственность такого разло-
жения.

Если допустить, что есть другое разложение:
а = т113 + п1б, гдет±т1, п±п1, то тБ + пб =
= т1ї) + п1ё , и тогда т = т1, п = п1, то есть разло-
жение то же.

5 25. Координаты вектора

117. Координаты вектора. Для введения поня-
тия координат вектора следует рассмотреть воз-
можность разложения вектора по осям координат.
Мы хотим каждый вектор задать парой чисел _
проекциями этого вектора на оси координат.
При таком подходе действия над векторами можно
свести к действиям с парами чисел.

Определим проекции вектора на координатную
ось. Пусть задана координатная ось Ох. Единичный
отрезок ОЕ теперь будем
считать единичным век- І і

І М І р-ъ Ф
._

_

Р: М 00

Х
ї'

тором Ё = О_Е, т. е. век-
тором, длина которого рис_ 2506
равна 1 (рис. 2.506).

Возьмем любой вектор в
а и отложим егоіг нек_о- А/
торой точкиА: АВ = а.
Спроектируем точкиА и . АЦ (ЕЦ Е Вд-І
В на ось Ох. Получим -2 -1 о |1 2 з
ТОЧКИ А1, В1 И СОСТаВ- РИС.2_507

8"
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ляющую А1В1 вектора АВ по оси Ох (рис. 2.507).
Ее длина со знаком «плюс» или «минус» и называ-
ют проекцией вектора й на ось Ох.

Определение. Проекцией ах вектора й = АВ на

ось Ох называют длину его составляющей А1В1

по этой оси, взятую со знаком «плюс» или «ми-
нус». При этом берется знак «плюс», если направ-

ление вектора А1В1 совпадает с направлением оси Ох,

и знак «минус», если эти направления противопо-
ложны. Если А1В1 = О, т. е. А1 = В1, то ах = О.

Проекция точки _ точка, проекция отрезка _
отрезок (или точка), а проекция вектора _ число.

Вектор А1В1 получается из коллинеарного ему

единичного вектора ї умножением на ±|А1В1 . При

этом если А1В1 сонаправлен с ї, то А1В1= |А1В1 ІЁ .

Если же А1В1 противоположно направлен ї, то

А1131 = _ІА1В1|Ё~

Следовательно, имеет место равенство А1В1 = ахї .
Можно доказать следующие свойства проекций

векторов на ось.
1. Равные векторы имеют равные проекции на

заданную ось.
2. При сложении векторов их проекции на ось

складываются.
3. При умножении вектора на число его проек-

ция умножается на это число.
Прежде чем ввести понятие координат вектора,

докажем теорему.
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Теорема 6. Пусть на плоскости введена прямо-
угольная система координат с единичными векто-
рами Ё и 1' координатных осей Ох и Оу. Пусть а _
некоторый вектор, а ад,с и ау _ его проекции на оси
координат. Тогда вектор а единственным образом
представляется в виде а_- ах і + ау] (рис. 2. 508).

2м

Мг
А

Е мС М(х, у, г)

О ы ц

ї А ДВ Му у

Мх

х

Рис. 2.508 Рис. 2.509

Выше получена формула для разложения векто-

ра а по векторам Ё и 1' (с учетом обозначения): а =
= ах: + ау] .

Пару чисел ах и а называют координатами вен:-у
тора а в данной системе координат.

Координаты вектора в пространстве определя-
ются так же, как на плоскости. Справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 7. Пусть в пространстве введена прямо-
угольная система координат с единичными векто-
рами і, 1' и їв координатных осей Ох, Оу, 02. Тогда
вектор беединственным образом представляется в
виде а = ахі + ау] + агіг (рис. 2.509).
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Числа ах, а а2 называются координатами вен:-у,

тора й относительно векторов ї, ў, їв , которые на-
зываются базисными векторами или, короче, бази-
сом.

Введенные координаты вектора позволяют полу-
чить формулу длины вектора.

Рассмотрим рисунок 2.508.
1. Если точкаА не лежит на координатных осях,

то треугольник ОАА1 прямоугольный.

2. ОА2 = ОАЁ` + А1А2 (1, теорема Пифагора).

3. Так как А1А = ОА2, то получаем, что ОА2 =

= ОАЁ` + ОАЁ` (2).

4. Но ОА= |й|, ОА1= ІахІ, 0А2= Іа поэтомууІ›
а|2= а; + а; (3,4).|й|2 = |ах|2 + |ау|2, т. е.

Формула справедлива и в тех случаях, когда
точкаА лежит на какой-то оси координат.

118. Свойства координат вектора. В курсе гео-
метрии нам практически не приходится работать
с векторами в координатах (это приходится делать
в курсе физики). Можно доказать различные свой-
ства координат вектора:

1. Координаты равных векторов соответственно
равны. Обратно: векторы, имеющие соответственно
равные координаты, равны.

2. При сложении векторов их соответствующие
координаты складываются. А именно, если й =

=(ах, ау), І) = (ох, Ьу) и Е = й + , то Е = (ад,с +Ьх,
ау + Ьу), т. е. сх = ах + ох, су
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3. При умножении вектора на число его коорди-
наты умножаются на это число. А именно, если й =

= (ах, Ьу), Ь = (Ьх, Ьу) и Ь = сей, то Ь = (осах, осау),
т. е. Ьх = ошх, Ьу = ошу.

Координаты вектора связаны с координатами
точки по следующему правилу: чтобы найти коор-
динаты вектора, нужно от координат конца векто-
ра отнять координаты начала вектора.

В частности, если вектор отложен от начала ко-
ординат, то координаты вектора равны координа-
там его конца.

Возьмем в пространстве не- 2,
кую прямоугольную систему
координат с началом в точке О
и координатными осями х, у, 2 ,
(рис. 2.510). Пусть А, В, С _ 7* В
точки с единичными коорди- А _ 1'
натами на этих осях, т. е.
А(1, О, О), В(О, 1, О), С(О, О, 1).

Тогда векторы ї= ОА, 1' = Рис. 2.510
ОВ, Іг = ОС - это направляющие единичные век-
торы координатных осей х, у, 2.

Возьмем любую точку М(х, у, 2), и пусть ОМ _
ее радиус-вектор.

Теорема 8. Координаты точки М соответственно

равны координатам ее радиус-вектора ОМ относи-

тельно базиса Ё, 1', Іг .



ГЛАВА ІХ

ОБЪЕМЬІ И ПЛОЩАДИ
ПОВЕРХНОСТЕИ ФИГУР

5 26. Объемы многогранников
119. Понятие объема фигур. Объем _ это величина,

удовлетворяющая следующим основным свойствам:
1. Каждая фигура имеет определенный объем,

выраженный положительным Числом.
2. Равные фигуры имеют равные объемы.
3. Если фигура разбита на несколько Частей, то

ее объем равен сумме объемов всех этих Частей.
4. Единицей измерения объема является объем

куба с длиной ребра е, где е _ единица измерения
длины. Этот объем обозначается е .

Если за единицу длины принимается 1 мм, то еди-
ницей объема является 1 мм3 (кубический милли-
метр); при единице длины 1 см единицей объема яв-
ляется 1 см3 (кубический сантиметр). Если единицей
измерения длины является 1 м, ему соответствует
единица объема 1 мз (кубический метр).

5. Объем куба со стороной а равен из.

Укуба = из,
где а _ ребро куба.

Мы будем говорить об объемах многогранников:
кубе, прямоугольном параллелепипеде, призме,
пирамиде и т. д.

Можно доказать теорему об объеме прямоуголь-
ного параллелепипеда:

Теорема 1. Объем прямоугольного параллелепи-
педа равен произведению трех его измерений.

Упрям. парал. = а ° ь ° с,
где а, І) и с _ его длина, ширина и высота.
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Из доказанной теоремы можно вывести следую-
щее следствие.

Следствие. Любую грань прямоугольного паралле-
лепипеда можно принять за основание; тогда сторо-
нами его основания будут соответствующие два изме-
рения, а высотой _ третье измерение. Следователь-
но, объем прямоугольного параллелепипеда равен
произведению площади его основания на высоту.

Упрям. парал. = Ѕ ° и,
где Ѕ _ площадь основания параллелепипеда, І: _
его высота.

120. Принцип Кавальери. Для вычисления объ-
емов воспользуемся результатами, полученными
итальянским математиком Бонавентура Кавальери
(1598_1647), учеником Галилея, который сформу-
лировал так называемый «принцип Кавальери»
для вычисления объемов всех интересующих нас
фигур. Поясним смысл этого принципа.

Представим себе физическую модель, очень похо-
жую на четырехугольную пирамиду, сложенную из
тонких (например, картонных) квадратиков последо-
вательно убывающих размеров. На рисунке 2.511
изображена обычная пирамида, а на рис. 2.512 _
приближенная ее модель из квадратных карточек.

Рис. 2.511 Рис. 2.512
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Теперь допустим, что мы просверлили в предло-
женной модели узкое отверстие, ведущее от верши-
ны к некоторой точке основания, и вставили в него
стержень так, Чтобы он пробивал каждую квадрат-
ную пластинку. Тогда можно, не меняя положения
нижнего конца стержня на основании «пирамиды»,
наклонить стержень. Форма модели тогда изменится,
но ее объем останется прежним. Дело в том, что
объем нашей «пирамиды» _ это просто общий объем
всех квадратных пластинок, а этот общий объем не
меняется, когда пластинки скользят одна по другой.

Сформулируем этот принцип в более общей си-
туации.

Допустим, что мы име-
ем две фигуры, основания
которых лежат в одной
плоскости. Можно счи-
тать, что эта плоскость го-
ризонтальна (рис. 2.513).

Если все горизонталь-
ные поперечные сечения

Рис. 2.513 дВУХ НаШИХ фИГУр, НаХО-
дящиеся на одном и том

же уровне, имеют одну и ту же площадь, то две на-
ши фигуры имеют один и тот же объем.
Принцип Кавальери мы принимаем как основ-

ное свойство измерения объемов (можно это свойство
считать аксиомой геометрии).

Пусть нам даны две фигуры Р1 и Р2 и плоскость
ос. Если каждая плоскость, параллельная плоскос-
ти ос, пересекая одну фигуру, пересекает также и
другую, причем образованные при этом сечения
данных фигур имеют равные площади, то данные
фигуры имеют один и тот же объем.
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121. Объем призмы.
Определение. Поперечным сечением призмы на-

зывают пересечение призмы с плоскостью, парал-
лельной плоскости ее основания.

Можно доказать теорему о свойствах попереч-
ных сечений для случая треугольной призмы.

Теорема 2. Все поперечные сечения треуголь-
ной призмы равны ее основанию.

Это свойство верно для любых видов призм.
Имеет место теорема о свойстве площадей попе-

речных сечений призмы.

Теорема З. Все поперечные сечения призмы
имеют одну и ту же площадь.

Все выше сказанное позволяет доказать теорему
об объеме призмы.

Теорема 4. Объем призмы равен произведению
площади ее основания на высоту.

Итак,

Упризмы = Ѕ ' и,
где Ѕ _ площадь основания призмы, а І: _ высота
призмы.

П р и м е р. Найдите объем четырехугольной пря-
мой призмы, высота которой равна Іг, диагонали на-
клонены к плоскости основания под углами ос и В, а
острый угол между диагоналями основания равен у.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Четырехугольная призма `
АВСВА1В1С1В1 с высотой И.
2. Диагональ наклонена к плоскости
основания под углом ос и В.
3. Острый угол между диагоналями
основания равен у. ,

> дано
(рис. 2.514)
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1)

Рис. 2.514 Рис. 2.515

4. Найдите объем призмы АВСВА1В1С1В1.
Так как высота призмы дана, решение сводится

к отысканию площади ее основания АВСВ, которое
является выпуклым четырехугольником.

Возникает самостоятельный вопрос: как найти
площадь выпуклого Четырехугольника? Известен
такой факт:

площадь выпуклого Четырехугольника выража-
ется Через его диагонали 41, 42 и угол между ними

у по формуле Ѕ = Ёсі1сі2 Ѕіп у (эту формулу можно

отдельно вывести).
Следует также разобраться с данными п. 2.
5. С1С и 1311) перпендикулярны плоскости осно-

вания (1, определение прямой призмы).
6. іС1АС = ое, 4В1ВВ = В (1, 2, 5, определение

угла между прямой и плоскостью) (рис. 2.514).
'7. Из треугольников АСС1 и ВВВ1 находим ди-

агонали основания: сі1 = АС = І: ° си; ос, 42 = ВВ =
= І: - си; В.

8. Найдем площадь Четырехугольника АВСВ
(рис. 2.515), диагонали которого АС и ВВ пересека-
ются в точке О.
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ЅАВСВ= ЁАС-ВВ-Ѕіпу= ЁІЁ-сізгос'сЪЅВ-Ѕіпу.

9. Упризмы = ЅАВСВ - І: = Ёіъзсіэг ос - си; В - Ѕіп у

(8, т. 4).

122. Объем пирамиды. Горизонтальные попе-
речные сечения определяются для пирамиды так
же, как и для призмы.

Определение. Поперечным сечением пирамиды
называют ее пересечение с плоскостью, параллель-
ной основанию.

На рИСУНКЄ 2.516 АА1В1С1

является поперечным сечени-
ем пирамиды ЅАВС, так как
плоскость ос, которой прина-
длежит АА1В1С1, параллель-
на плоскости основания пира-
миды.

По мере того как горизон-
тальная плоскость движется Рис. 2-516
от основания пирамиды к ее вершине, площадь по-
перечного сечения все время убывает, до тех пор,
пока она не станет равной нулю.

В следующей теореме мы выведем формулу, по-
казывающую, как изменяется площадь поперечно-
го сечения для треугольной пирамиды:

Теорема 5. Каждое поперечное сечение тре-
угольной пирамиды, заключенное между основа-
нием и вершиной, является треугольником, подоб-
ным основанию. Если І: _ высота пирамиды и Іг _
расстояние от вершины до плоскости поперечного
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сечения, то площадь поперечного сечения равна
2

ПЛОЩаДИ ОСНОВаНИЯ, УМНОЖЄННОИ На ЧИСЛО її .

Площади поперечных сечений ведут себя так:
независимо от того, какую форму имеет основание

2
пирамиды, отношение площадеи всегда равно $372 .

Теорема 6. Отношение площади поперечного се-
2

чения к площади основания пирамиды равно ,ў ,

где І: _ высота пирамиды, а Іг _ расстояние от вер-
шины пирамиды до плоскости поперечного сече-
НИЯ .

Приведенные выше теоремы позволяют нам до-
казать еще одну теорему.

Теорема 7. Если две пирамиды имеют одну и ту
же площадь основания и одну и ту же высоту, то
их поперечные сечения, равноудаленные от вер-
шин, имеют одну и ту же площадь.

Имеет место одно из важнейших свойств пира-
миды.

Теорема 8. Если две пирамиды имеют одну и ту
же площадь основания и одну и ту же высоту, то
они имеют один и тот же объем.

Можно также доказать теорему о нахождении
объема треугольной пирамиды.
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Теорема 9. Объем треугольной пирамиды равен
одной трети произведения площади ее основания
на высоту.

Тот же результат сохраняется и для любых пи-
рамид.

Теорема 10. Объем пирамиды равен одной трети
произведения площади ее основания на высоту.

Итак,
1

Упирамиды = ёЅ ' и,

где Ѕ _ площадь основания пирамиды, а І: _ вы-
сота пирамиды.

Теорема 11. Объем усеЧенной пирамиды с площа-
дями оснований Ѕ1 и Ѕ2 (Ѕ1 > Ѕ2) и высотой І: равен

У= ЁЩЅІ - 32 + /ЅІЅ2).
П р и м е р. Основание пирамиды _ равнобед-

ренный треугольник со сторонами 6 см, 6 см и
8 см. Все боковые ребра равны 9 см. Найдите объем
пирамиды.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. РАВС _ треугольная пирамида.
2. ААВС _ равнобедренный,
АВ = 6 см, дано
Ас = 6 см, вс = 8 см. (рис. 2.517)
3. РА =РВ =РС =9см.
4. Упирамиды= ЁЅОСН - Н, где Н _ высота пира-

миды РО (формула объема пирамиды).
5. Итак, нахождение объема пирамиды сводится

к нахождению площади основания _ ЅААВС и вы-
соты пирамиды Н.
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Рис. 2.517 Рис. 2.518

6. Проведем высоту пирамиды _ РО = Н (по-
строение) (рис. 2.518).

'7. Так как боковые ребра пирамиды равны,
основание О высоты пирамиды РО есть центр опи-
санной около основания окружности (1, 3, свойст-
во пирамиды).

8. Основание высоты _ точка О _
А принадлежит высоте равнобед-

М ренного треугольника АВС, прове-
О денной к основаниюАВ (6, 7, свой-

В С ства пирамиды).
1) Нам будет удобно отдельно рас-

РИС, 2,519 смотреть основание пирамиды _
ААВС (рис. 2.519).

Возникает задача на плоскости: в равнобедрен-
ном треугольнике АВС АВ = 6 см, АС = 6 см, ВС =
= 8 см. Найти ОВ _ центр описанной около ААВС
окружности.

9. Соединим точку О с точкой В и с точкой М _
серединой стороны АВ (построение) (рис. 2.519).

10. РО отыскивается по формуле Н = ^/РВ2 - 122
(6, '7, 8, 9, теорема Пифагора).

Нам осталось найти радиус В.
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Радиус В описанной около треугольника АВС ок-
ружности можно найти из треугольника АМО, где
МО _ серединный перпендикуляр к отрезку АВ.
Это тоже отдельная задача на плоскости.

11. Обозначим угол МАО Через ос, тогда из

ААВВ получим Ѕіпос= Ё = Ё = Ё, а соЅос=

1 - - ЁЮ, определения синуса и косинуса).

12.в=оА= АМ = АВ =і =і еще, 11).
соЅос 2соЅос 2 Ё А/Б

13.Н= ,92-9-2= ,92:(1- =9 2 Ё=1_5см

(10,12).
14. Если В - середина ВС, тоАВ - высота осно-

вания. ВВ= СВ= В_2€ =4 см, АВ= ^/АВ2 - ВВ2 =

= #62 - 42 = Ш = 2А/Ё см (2, 9, теорема Пифагора).

15. Площадь основания Ѕ = Ё°ВС°АВ =

= Ё . 8 . 2А/Ё = ЅА/Ё сМ2 (14, формула площади тре-
угольника).

ЅА/Ё 1_8=116. Объем пирамиды У - Ѕ °Н - -
З А/Б

ФО
ІН

= 48 см2.

5 27. Объемы фигур вращения

123. Объем цилиндра.
Определение поперечного сечения цилиндра такое

же, как и поперечных сечений призмы или пирамиды.
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ҐЖ Теорема 12. Каждое
її поперечное сечение круго-
,, ------" вого цилиндра есть круг,

а Ы равный основанию.

о На рисунке 2.520 плос-
Рис. 2.520 кость ос, параллельная пло-

скостям оснований цилинд-
ра, является его поперечным сечением. Теорема 12 до-
казывает, что в сечении получается круг.

Из теоремы 12 можно получить следствие: каж-
дое поперечное сечение кругового цилиндра имеет
ту же площадь, что и основание.

Теперь можно вывести формулу для нахожде-
ния объема цилиндра.

Теорема 13. Объем кругового цилиндра равен
произведению площади его основания на высоту.

Итак,

Уцилиндра = Ѕ ° и,

где Ѕ - площадь основания цилиндра, а І: - его
высота.

П р и м е р. Дана правильная треугольная пира-
мида объема У. В эту пирамиду вписан цилиндр
так, что одно из его оснований принадлежит осно-
ванию пирамиды, а другое основание вписано в се-
чение пирамиды плоскостью, параллельной осно-
ванию. Найдите наибольший возможный объем та-
кого цилиндра.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Правильная треугольная пирамида ЅАВС,

объем ее равен У.
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2. В пирамиду вписан
цилиндр, Нижнее основание
цилиндра принадлежит ос-
нованию пирамиды, а вто-
рое _ плоскости сечения,
параллельного основанию
(рис. 2.521).

3. Найдите наибольший
возможный объем цилин-
дра.

4. Высоту пирамиды обозначим Н, длину сто-
роны основания _ а, высоту цилиндра _ Іъ, ради-
ус цилиндра _ г.
Нужно найти наибольший возможный объем

цилиндра. Как это сделать? Можно выразить
объем цилиндра как функцию, например, высоты
цилиндра І: и найти максимум этой функции.

5. Рассмотрим сечение А1В1С1 пирамиды плос-

Рис. 2.521

костью верхнего основания цилиндра. Это пра-
вильный треугольник, гомотетичный основанию

АВС с коэффициентом гомотетии, равным НТЦ;

(рис. 2.521) (1, 2, свойства гомотетии).

6. Сторона сечения имеет длину ЩНН__Щ , а ради-

Ш. ЭТО Иус вписанной окружности равен 6Н

есть радиус цилиндра, т. е. г = дабї- и (1, 2, 5).

'7. Находим объем цилиндра как функцию Іг:
2Уц= 1222 (Н - л)2л, и є [0, Н] (1, 2, 6, формула

объема цилиндра).
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8. Найдем критическую точку найденной функ-

ции: У'ц-Л12Н2 110=Н- .При Іъ_-

= 110 функция УЦ имеет Наибольшее значение, рав-

ное Ёа2Н (7, свойства экстремума функции).

9. По условию ^1/__2 а2Н= У.

10. Наибольший возможный объем рассматри-

ваемых цилиндров равен 4257137 (7, 8, 9).

124. Объем конуса. Рассмотрим свойства попе-
речных сечений конуса.

На рисунке 2.522 изо-
бражено поперечное сече-
ние конуса. Плоскость ос
параллельна плоскости ос-
нования конуса.

Имеет место важное свой-
ство поперечного сечения
конуса.

Рис. 2.522

Теорема 14. Даны конус высоты І: и его попе-
речное сечение, высекаемое плоскостью, удален-
ной от его вершины на расстояние сі. Тогда пло-
щадь поперечного сечения конуса равна площади

2
ЄГО ОСНОВаНИЯ, УМНОЖЄННОИ На ї? .

Пользуясь принципом Кавальери, получаем
формулу вычисления объема кругового конуса.
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Теорема 15. Объем кругового конуса равен од-
ной трети произведения площади его основания на
высоту.

Итак,
1

Уконуса = ё Ѕ ° и,

где Ѕ _ площадь основания конуса, а І: _ его вы-
сота.

П р и м е р. Найдите объем конуса, образующая
которого І видна из середины высоты конуса под
углом ос.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Конус с образующей І.
2. РО _ высота конуса, дано
М _ середина высоты. (рис, 2,523)
3. РА видна из точки М под углом ос.
4. Найдите объем конуса.

1
5' Уконуса= ёЅосн ° ОР (1, 2, фор"

мула объема конуса).
6. Введем обозначения: вместо

ОА _ Н, радиус основания конуса
ОА _ В (обозначения).

Итак, решение задачи сводится к
нахождению площади основания РИС- 2-523
конуса и его высоты.

'7. ЅосН = 11: ОА2 (1, 2, формула площади круга).
Воспользуемся данным в п. 3 углом.
8. ААМО _ прямоугольный. МО = В- с133(11: -

- ос) = -В ° си; ос (1, 2, 3, 6, определение котангенса
острого угла). іОМА = 11: - ос.

9. Н = 2МО = -2В- си; ос (2, 7).
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10. Из АРАО по теореме Пифагора имеем 122 +

+ (_23' 0138 002 =12› В =+ (2, 8, 9, теорема
1,/ 1 + 4сЪ3'20с

Пифагора).
Мы нашли радиус основания конуса, Найдем его

высоту Н.

11.Н = -2в~съ,<;ы=Ш (1, 2, 10, Опре-
А/1+4<:1;,«;20<

деление котангенса острого угла).

12. УК 1144)? -21.С1;8~0<
онуса =

3 «/ 1 + 4012820< ^/1 + 4с±820<
2ТЁІЗСЁЅОС (10 11)

_ _ зЗ(^/1 + 4сЪ3'20с)

125. Объем шара. Для вычисления объема шара
используется принцип Кавальери.

Теорема 16. Объем шара равен Четырем третьим
тс - НЗ, где В _ радиус шара.

Итак,

Ушара = Ёлка,

где В - радиус шара.
П р и м е р. Найдите объем шара, вписанного в

тетраэдр с ребром а и двуграннЫм углом при ребре
основания ос.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Тетраэдр с ребром а.
2. Двугранный угол при ребре дано
основания ос. (рис. 2.524)
3. Шар, вписанный в тетраэдр.
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Р

В

Рис. 2.524

4. Найдите объем шара.

5. Ушара = ЁЛВЗ (3, формула объема шара).

Решение задачи сводится к нахождению ради-
уса шара.

6. Центр шара, точка О, лежит на высоте пира-
миды (1, 3, свойства Шара, вписанного в тетраэдр).

7. Проведем высоту пирамиды РО1, 01 _ центр
окружности, описанной около основания пирами-
ды (построение) (рис. 2.525). (1, 3, 6, свойство тет-
раздра).

8. Шар касается боковой грани тетраэдра _
АРАВ _ в некоторой точке К, лежащей на апофе-
ме РМ (1, 3, свойство шара, вписанного в тетраэдр)
(рис. 2.525).

9. О1М = ЁО1С=а_^/ё (2, 7, формула для нахож-

дения радиуса окружности, вписанной в тетраэдр).
Теперь мы можем использовать данные п. 2.

Прежде всего следует понять, где на рисунке 2.525
изображен Дос?

10. ДРМО1 = ос (1, 2, 3, '7, 8, определение линей-

ного угла двугранного угла).
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Нужно найти радиус шара 001. Обозначим его
В. Как его можно Найти? В можно Найти из тре-
угольника ОО1М.

11. АО1ОМ = АОКМ (но двум катетам), поэто-

Му доІМо = Ё4РМ01 = Ё.
12. Из АО1ОМ Находим: В= О1М-ЪЅЁ =

_Ёа ,сам

13. Объем шара У=Ё_11:ВЗ 11:°6( Ада 1:5;-33)
ЗП

=^/ё 3 305541111135; 2.

126. Объемы частей шара.

Объем шарового сегмента. Объем шарового сег-
мента Находится но формуле:

И
Ушар. сегм = лл2(В _ё ) ›

где В_ радиус шара, а Іъ - высота сегмента (рис. 2.526).

Объем шарового сектора. Объем шарового сек-
тора вычисляется но формуле:

_ 2 2
Ушар. сект _ ёпв и,

где В _ радиус шара, а І: - высота шарового
сектора (рис. 2.527).

П р и м е р. В шаре, диаметр которого равен
50 мм, должно быть нросверлено цилиндрическое
отверстие вдоль диаметра шара. Вычислить объем
остающегося кольцеобразного тела (с точностью до
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.В

А

Рис. 2.526 Рис. 2.527

0,5 смз), если диаметр цилиндрического отверстия
равен 30 мм.

Р е ш е н и е. Из условия задачи имеем:
1. Шар с диаметром 50 мм и центром О.
2. В шаре просверлили цилиндрическое
отверстие, нараллельное диаметру шара, даНО
диаметр цилиндрического отверстия
равен 30 мм.
3. Найдите объем оставшейся Части шара.
Для решения этой задачи полез-

но рассмотреть осевое сечение нолу- СЗ
ченной конструкции. О

4. Построим осевое сечение нолу- ›
чившегося кольцеобразного тела В
(рис. 2.528) (построение). А _

5. ВЫсверленная Часть шара со- Рис” 2528
стоит из цилиндра и двух сегмен-
тов, следовательно, искомьІй объем равен объему
шара без объема цилиндра и суммьІ объемов двух
сегментов (1, 2, свойство объемов).

6. Высота цилиндра Н = 2 ° ОВ. Из прямоуголь-

ного треугольникаАОВ находим ОВ = 4252 - 152 =
= 20 мм, следовательно, Н = 40 мм (1, 2, 4, теоре-
ма Пифагора).
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50-40='7. Высота І: каждого сегмента равна

= 5 ММ (1, 2, 4).
8. Обозначим искомый объем буквой У, тогда

=4 з_ 2 _ 2 _1 .У Злв тн 2111» (в Эл),
после подстановки в правую Часть равенства вме-
сто В, г, Н и І: их значений получим:

У=л(і;~253-152°40-2°25-52+ё-53).

После окончательного подсчета, приняв 11: = 3,14,
имеем: У = 34 смз.

Примечание. Значение 11: взято равным 3,14, так
как искомый объем требовалось найти с точностью
до 500 ммз, а объем всего шара при такой точности
выражался бы в кубических сантиметрах двузнач-
ным числом.

5 28. Площади поверхностей
круглых фигур

127. Площадь поверхности шара и его час-
тей. Пусть дана полуокружность АР с центром в

А точке О (рис. 2.529). При вращении
этой полуокружности вокруг диаметра
АР мы получим поверхность Шара
(сферу с центром в точке О и диа-
метром АР).

Дадим следующее определение пло-
щади поверхности шара.

Г Определение. За площадь поверхно-
Рис. 2.529 сти Шара, полученного вращением по-
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лукруга вокруг диаметра, принимается предел, к
которому стремится поверхность, получаемая вра-
щением около того же диаметра правильной впи-
санной в полуокружность ломаной линии при неог-
раниченном увеличении числа ее звеньев.

Формула поверхности шара такова:

_ 2
Ѕпов. шара _ 4753 ›

где В - радиус шара.

Формула для нахождения площади поверхно-
сти шарового сегмента, получаемого при враще-
нии дуги АС вокруг оси АР:

Ѕпов. шар. сегмента = 27ІВІЪ,

где В _ радиус шара, І: _ высота шарового сегмента.
П р и м е р. Определите вес М

котла, поверхность которого \\
состоит из цилиндрической по- ____`_\ О
верхности и сферической по- Ы
верхности двух шаровых сег-

Рис. 2.530ментов (рис. 2.530).
Известно, что радиус цилиндрической поверхно-

сти г = 60 см, длина образующей этой поверхности
І: = 2 м, высота сегмента 111 = 20 см и котел сделан
из листового железа, вес 1 м2 которого равен 12 кг.

Р е ш е н и е. Для нахождения площади поверхно-
сти котла нужно найти площади поверхностей двух
сферических сегментов, так как площадь поверхно-
сти цилиндрической части находится без труда.

1. Определим радиус сферы, частями которой
служат поверхности сегментов, для чего построим
центр сферы _ точку О (рис. 2.530).
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2. Из прямоугольного треугольника МОП имеем:
в2= 12 + (в - л1)2, ИЛИ в2= г2+ 1:2- 2вл1+ лї,

гг + 12%
2111

3. Подставив в равенство п. 2 вместо г и 111 дан-

откуда В = (1, теорема Пифагора).

0,62+0,22 = 1 (2)_
0,4

4. Площадь поверхности Ѕ всего котла будет:
Ѕ = 2113111 + 411312111 = 211:(гІъ + 212111) (данные задачи,

формулы площади поверхности цилиндра и сег-
мента).

5. Заменив в последнем равенстве г, І: и 111 их

ные значения, получим В =

данными значениями и В, получим:

Ѕ = 6,28(О,6 ° 2 + 2 ° 1 ° 0,2) 2 10,05;

Ѕ 2 10,05 м2 (с точностью до 1 дм2) (4).

6. Умножив вес 1 м2 листового железа на число
квадратных метров поверхности котла, получаем
его вес:

Р = 12 ° 10,05 = 120,6 2 121;
Р 2 121 кг (с точностью до 0,4 кг) (5).

128. Площадь поверхности цилиндра.
Если радиус цилиндра В, а высота Н, то его бо-

ковая поверхность развертывается в прямоуголь-
ник со сторонами 211312 и Н (рис. 2.531). Площадь
этой развертки 21ІВН принимают за площадь боко-
вой поверхности цилиндра.

Теорема 17. Площадь боковой поверхности ци-
линдра равна произведению длины окружности ос-
нования на высоту цилиндра.
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А1

Рис. 2.531

За площадь поверхности цилиндра, или за пол-
ную поверхность цилиндра, принимается площадь
ее боковой поверхности, сложенной с удвоенной
площадью основания. Она вычисляется по формуле

ЅПОЛН = 21ъвн + 2лв2, ИЛИ ЅПОЛН = 21ъв(н + в),
где В _ радиус основания цилиндра, а Н _ его
высота.

129. Площадь поверхности конуса. Пусть нам
дан конус с радиусом основания В и образующей І.

Если посмотреть на рис. 2.531, то можно заме-
тить, что площадь боковой поверхности конуса
равна площади кругового сектора с радиусомІ и
длиной дуги 21133.

Теорема 18. Площадь боковой поверхности ко-
нуса равна половине произведения длины окружнос-
ти основания на образующую.

За площадь поверхности конуса, или за пло-
щадь полной поверхности конуса, принимается
площадь его развертки ЅПОЛН. Она состоит из пло-
щади боковой поверхности и площади круга осно-
вания (рис. 2.532):

ЅПОЛН = дв: + 11122 = лв (1 + в).
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В

О1

А В

Рис. 2.532 Рис. 2.533

Формула для вычисления площади боковой по-
верхности усеченного конуса такова:

Ѕбок_ Ус_ Кон = 11:1(В + г). (рис. 2.533)
Выразим боковую поверхность усеченного кону-

са Через длины окружностей оснований С и С1:

2лв+2т С+С1
Ѕбок. ус. кон =Т! =ТІ'

Итак, МЫ доказали теорему:

Теорема 19. Площадь боковой поверхности усе-
ченного конуса равна произведению полусуммы
длин окружностей оснований на образующую.

За площадь поверхности усеченного конуса, или
за полную поверхность усеченного конуса, прини-
мается площадь его развертки. Она состоит из пло-
щади его боковой поверхности и площади кругов
оснований.

ЅПОЛН_ Ус_ Кон = 11:1(В + г) + 11:32 + лг2.



ГЛАВА Х

МЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ
В ТРЕУГОЛЬНИКЕ

529. Тригонометрические функции
углов прямоугольного треугольника

130. Синус и косинус в прямоугольном тре-
угольнике. Синус и косинус определяются Через
координаты точек единичной окружности (см. с.
144). Но в геометрии и в приложениях очень важ-
но находить синусы и косинусы острых углов в
прямоугольном треугольнике.

Воспользуемся понятием уА
координат вектора. Пусть

вектор й отложен от точки ________

О _ начала координат. Ко-

ординатами вектора й бу- _ _ _ _
дут числа ах и ау, являю- д
щиеся координатами конца О:
вектора _ точки А (рис. О Е1 А1
2.534).

Вектор, длина которого
равна 1, называется еди-

х
"

Рис. 2.534

ничным вектором. Отложим единичный вектор ё
от начала системы координат _ точки О. Коорди-
натами единичного вектора ё являются числа ех и
еу. Вспомним определение синуса и косинуса. От-

резок, изображающий единичный вектор ё , можно
считать радиусом единичной окружности, и тогда
координаты конца этого радиуса будут соответ-
ственно ех = соЅ ос, и еу = Ѕіп ос, где ос _ угол, обра-
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зованный вектором ё с положительным направле-
нием оси абсцисс.

Возьмем единичный вектор ё того же направле-
ния, что и вектор й (рис. 2.534). На этом рисунке
имеется два прямоугольных треугольника ОЕЕ1 и
ОАА1. Эти треугольники подобны.

а
Из подобия этих треугольников мы имеем: -ї =йІ

= Ёи И “_х = е_х
ІёІ ІдІ ІёІ
Эти равенства верны для любого угла ос, кото-

рый векторы й и ё образуют с положительным на-
правлением оси Ох.

а
Но е -ї , откудаІйІу= Ѕіп ос, а |ё| = 1, атогда Ѕіпос=

ау = |й| Ѕіп ос.
Аналогично получаем ах = |й| соЅ ос.

Итак, вектор й , образующий с положительным
направлением оси абсцисс угол ос, имеет координа-
ты ах = |й| соЅ ос, ау = |й| Ѕіп ос.

Полученные нами соотношения дают возмож-
ность получить очень важные соотношения между
сторонами и углами в прямоугольном треугольнике.

Рассмотрим прямоугольный треугольник АВС с
катетами а и Ь и гипотенузой с (рис. 2.535). Поместим
этот треугольник в прямоугольной системе
координат хОу так, как это показано на рисунке
2.536. В этом случае а и Ь являются координатами
вектора О_В (а _ ордината, Ь _ абсцисса точки В),
с _ длиной вектора О_В .
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ум в
в

С С

а

а

А А Ґ :
д С о ь С х

Рис. 2.535 Рис. 2.536

Поэтому:
1. І) = с сов 4А,
2. а = с Ѕіп 4А,

3.51114А= 2 5.с=±
с , ЅіпАА ,
19 194.соЅШ= - 6.с=_.
с , соЅАА

Эти свойства сторон и углов прямоугольного тре-
угольника формулируются следующим образом.

1. Катет прямоугольного треугольника равен
гипотенузе, умноженной на косинус прилежащего
к этому катету угла.

2. Катет прямоугольного треугольника равен ги-
потенуэе, умноженной на синус противолежащего
этому катету угла.

3. Синус острого угла прямоугольного треуголь-
ника равен отношению противолежащего катета к
гипотенуэе.

4. Косинус острого угла прямоугольного тре-
угольника равен отношению прилежащего катета
к гипотенузе.

5. Гипотенуэа прямоугольного треугольника
равна катету, деленному на синус угла, противо-
лежащего этому катету.
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6. Гипотенуза прямоугольного треугольника
равна катету, деленному на косинус угла, приле-
жащего к этому катету.

131. Тангенс и котангенс.
Определение. Тангенс острого угла ос прямо-

угольного треугольника равен отношению противо-
лежащего катета к прилежащему (рис. 2.537),

а Ь а
ЪЅ а = _ : _ = _ о

с с Ь

Определение. Котангенс острого угла ос прямо-
угольного треугольника равен отношению при-
лежащего катета к противолежащему (рис. 2.537),

ё°2=Ёс.
а

сЪЅос=

б

5 30. Решение треугольников

132. Решение прямоугольных треугольников.
Рассмотрим прямоугольный треугольник АВС
(рис. 2.538). В нем

1. 4А + дБ = 9О°;
2. а2 +Ь2 =с2;

3.5іп4А= Ё,Ѕіп4В=Ё;

4.соЅШ= Ё,совіВ=с-:;

5.ъ;;4А=“-1,ъгдв=9;
Ь а

6.съ;;4А=Ё, съгдв=$
а Ь

П р и м е р 1. Дано: катеты а и Ь. Требуется
найти: 4А, дБ, с.
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А

С а ь С

ОС

д с т а в
Рис. 2.537 Рис. 2.538

1. 175; 4А = (-1: (формула 5); величину угла А

находят из таблиц.
2. іВ = 9О° _ 4А (формула 1).

Ьс = СОЅШ (формула 4).

П р и м е р 2. Дано: катет а и гинотенуза с.
Требуется найти: 4А, ДВ, Ь.

1. Ѕін 4А = Ё (формула 3); величину угла А

находят из таблиц.
2. 4В = 9О° _ 4А (формула 1).
3. Ь = с він 4В (формула 3).

П р и м е р 3. Дано: катет а и угол А. Требуется
найти: іВ, Ь, с.

1. іВ = 9О° _ 4А (формула 1).
2. Ь = а 175; (В (формула 5).

Ьс = СОЅШ (формула 4).

П р и м е р 4. Дано: катет а и угол В. Требуется
найти: АА, Ь, с.
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1. 4А = 9О° _ іВ (формула 1).
2. Ь = а 1:5; ДВ (формула 5).

Ь= 4 .
с соЅАА (формула )

П р и М е р 5. Дано: гипотенуза с и угол А.
Требуется найти: ДВ, а, Ь.

1. 4В = 9О° _ 4А (формула 1).
2. а = с Ѕіп 4А (формула 3).
3. Ь = с соЅ 4А (формула 4).

133. Теорема косинусов. Для решения произ-
вольного треугольника существует теорема коси-
нусов.

Теорема 1. Квадрат стороны треугольника равен
сумме квадратов двух других сторон без удвоен-
ного произведения этих сторон на косинус угла
между ними:

а2 = Ь2 + с2 - 2Ьс соЅ 4А.

Теорема косинуса может быть записана и для
двух других сторон треугольника:

Ь2 = а2 + с2 - 2ас соЅ ДВ;

с2 = а2 + Ь2 - 2аЬ соЅ ДС.

Формула а2 = Ь2 + с2 - 2Ьс соЅ 4А позволяет
вычислить длину одной из сторон треугольника по
данным длинам двух других сторон и величине
угла, лежащего против неизвестной стороны.

Теорема косинусов позволяет также по данным
величинам сторон треугольника вычислить вели-
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чины его углов. Из основного равенства следует:
2

192+с +а
СОЅШ = _.

2Іэс

Аналогично можно получить формулы для сов 4В
и сов 40.

134. Теорема синусов. Еще одна теорема, позво-
ляющая находить элементы произвольного тре-
угольника _ теорема синусов.

Теорема 2. Стороны треугольника пропорцио-
нальны синусам противоположных углов

где а, 1), с _ стороны треугольника, ос, В, 'у
обозначают соответственно 4А, дБ и 40.

Теорема синусов позволяет по двум сторонам и
углу, лежащему против одной из них (или по
стороне и двум углам) вычислить остальные
элементы треугольника.
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Одночлен 86
Окрестность точки 312
Окружность 444
_ вписанная в треугольник
455
_ описанная около треуголь-
ника 455
Октаэдр 488
Ордината 591
Осевое сечение 496
_ _ конуса 502
_ _ цилиндра 497
Оси координат 115, 593
Основание
_ конуса 500
_ логарифма 172
_ наклонной 515, 542
_ пирамиды 472
_ равнобедренного треуголь-
ника 408
_ степени 60
_ трапеции 433
_ цилиндра 496
Основное свойство
_ _ дроби обыкновенной 30
_ _ _ рациональной 97
Остаток 20
Ось
_ вращения 566
_ конуса 501
_ симметрии параболы 160
_ цилиндра 497
Отрезок 391
_ направленный 609

Парабола 129
_ кубическая 129
Параллелепипед 481
_ прямоугольный 482
Параллелограмм 427

Параллельность прямой
и плоскости 547
Параллельный перенос 573
Первообразная 364
Переменная 27
_ зависимая 111
_ независимая 111
Переместительное свойство
_ _ сложения 19, 58
_ _ умножения 19, 58
Период
_ бесконечной десятичной
периодической дроби 45
_ функции 119
_ _ основной 119
Перпендикуляр 513
_ общий двух скрещиваю-
щихся прямых 535
_ серединный 514
Пирамида 472
_ вписанная в конус 504
_ описанная около конуса 504
_ правильная 474
_ усеченная 475
_ _ правильная 476
Плоскости
_ параллельные 560
_ пересекающиеся 552
_ перпендикулярные 558
Плоскость 387
_ координатная 114
_ симметрии фигуры 496
_ числовая 114
Площадь 436
_ квадрата 438
_ круга 463
_ кругового сегмента 464
_ _ сектора 463
_ параллелограмма 441
_ полной поверхности
конуса 651
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_ _ _ цилиндра 651
_ прямоугольника 438
_ трапеции 442
_ треугольника 439
Поверхность тела 485
Поворот 564
Погрешность
_ абсолютная 67
_ относительная 67
Подкоренное Число 62
Подобные
_ одночлены 87
_ треугольники 581
_ фигуры 580
Показатель
_ корня 62
_ степени 60
Полуинтервал 55
Полунлоскость 388
Полупрямая 395
Полупрямые
_ дополнительные 396
_ одинаково направлен-
ные 396
_ противоположно направ-
ленные 396
Порядок числа 61
Последовательность числовая
302
_ _ возрастающая 303
_ _ постоянная 304
_ _ убывающая 304
Потенцирование 176
Правила вычисления
интегралов 373
_ _ первообразных 367
Правило
_ параллелепипеда 617
_ параллелограмма 615
_ треугольника 614

Предел
_ функции 316
_ _ в точке 321
_ числовой последователь-
ности 311
Преобразование
_ подобия 587
_ тождественное 85
_ фигур 563
Приближенное значение
числа 67
Приведение
_ дробей к общему
знаменателю 31
_ подобных членов 87
Призма 478
_ вписанная в цилиндр 499
_ наклонная 479
_ описанная около цилиндра
499
_ правильная 480
_ прямая 479
Признаки делимости 21
_ равенства треугольников
419
_ _ _ прямоугольных 421
Приращение
_ аргумента 326
_ функции 326
Прогрессия
_ арифметическая 304
_ геометрическая 307
Проекция наклонной 543
Произведение
_ одночленов 86
_ чисел 18
_ _ комплексных 75
Производная 329
_ вторая 335
Пропорциональность
_ обратная 126
_ прямая 122
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Пропорция 59
Процент 42
Прямая
_ координатная 50, 589
_ перпендикулярная
плоскости 539
_ числовая 52
Прямоугольник 430
Прямые 385
_ параллельные 520
_ пересекающиеся 511
_ перпендикулярные 512
_ скрещивающиеся 531, 532

Равносильные
_ неравенства 266
_ системы уравнений 247
_ уравнения 193
Равные
_ векторы 611
_ дроби 29
_ отрезки 391
_ треугольники 417
_ углы 404
_ фигуры 578
Радиан 446, 461
Радианная мера угла 461
Радиус
_ круга 444
_ окружности 444
_ цилиндра 497
_ шара 504
Развертка многогранника 495
Разложение на множители
_ _ _ квадратного трех-
члена 94
_ _ _ многочлена 90
Разность
_ арифметической
прогрессии 304
_ чисел 19
_ _ комплексных 75

Распределительное свойство
умножения относительно
сложения 19, 59
Расстояние между скрещи-
вающимися прямыми 535
_ _ точками 391
_ _ _ координатной прямой
57
Растяжение графика 156
Ребро
_ боковое пирамиды 472
_ _ призмы 478
_ многогранника 486
_ угла двугранного 553
_ _ многогранного 469
_ _ трехгранного 466
Рекуррентный способ задания
числовой последовательности
303
Ромб 431

Свободный член
_ _ многочлена 93
_ _ уравнения 195
Свойства
_ арифметических действий
19, 58
_ _ корней 63
_ логарифмов 173
_ модулей 57
_ прогрессии арифметичес-
кой 305
_ _ геометрической 308
_ степеней с показателями
действительными 73
_ _ _ _ натуральными 60
_ _ _ _ рациональными 65
_ числовых неравенств 53
Свойство
_ измерения отрезков 390
_ _ углов 402
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Секущая 450
Сжатие графика 156
Симметрия
_ относительно плоскости 571
_ _ прямой 569
_ _ точки 567
синус
_ острого угла 655
_ числа 145
Система
_ неравенств 269
_ уравнений 201
Скалярное произведение
векторов 622
Скорость измененияфункции
в точке 335
Слагаемые 18
Следствие уравнения 203
Сложение
_ векторов 612
_ дробей десятичных 38
_ _ обыкновенных 33
_ _ рациональных 100
_ комплексных чисел 77
Сокращение
_ дробей обыкновенных 30
_ _ рациональных 97
Соответственные значения
выражений 84
Сочетательное свойство
_ _ сложения 19, 59
_ _ умножения 19, 59
Способ группировки 92
Среднее
_ арифметическое двух
чисел 297
_ геометрическое двух чисел
297
Средний член пропорции 59

Средняя линия
_ _ трапеции 433
_ _ треугольника 409
Стандартный вид
_ _ многочлена 87
_ _ одночлена 86
_ _ положительного числа
61
Старший член многочлена 93
Степень
_ многочлена 94
_ одночлена 86
_ с показателем дробным 64
_ _ _ иррациональным 72
_ _ _ натуральным 60
_ _ _ нулевым 61
_ _ _ отрицательным
целым 61
_ _ _ рациональным 65
Сторона
_ многоугольника 425
_ треугольника 407
_ угла 398
Сумма
_ бесконечной геометричес-
кой прогрессии 314
_ интегральная 370
_ чисел 18
_ _ комплексных 74
Сфера 504

Табличное задание функции
113
Тангенс
_ острого угла 656
_ числа 145
Тело
_ вращения 495
_ простое 485
Теорема
_ Виета 198
_ косинусов 658
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_ о
рах 540
_ _ делимости произведе-
ния 21
_ _ _ суммы 21
_ _ трех перпендикулярах
544
_ Пифагора 422
_ синусов 659
_ Фалеса 428
Тетраэдр 472, 488
Тождественно равные
выражения 85
Тождество 85
Точка 485
_ внутренняя 485
_ граничная 485
_ касания окружностей 452
_ симметричная точке отно-
сительно прямой 569
_ _ _ _ точки 567
Транспортир 402
Трапеция 433
_ криволинейная 375
_ прямоугольная 433
_ равнобедренная 433
Треугольник 407
_ вписанный в окружность
455
_ описанный около окруж-
ности 455
_ прямоугольный 420
_ равнобедренный 407
_ равносторонний 408
Триангуляция 490

двух перпендикуля-

Угловой коэффициент
_ _ касательной 337
_ _ прямой 125, 601
Углы
_ вертикальные 406

_ внутренние накрест
лежащие 527
_ _ односторонние 527
_ равные 404
_ смежные 405
Угол 397
_ внешний треугольника 415
_ внутренний треугольника
411
_ вписанный в окружность
447
_ вращения 566
_ выпуклого
многоугольника 426
_ двугранный 553
_ линейный двугранного
угла 554
_ между двумя векторами 622
_ _ прямой и плоскостью 545
_ _ прямыми 406
_ _ _ скрещивающимися
534
_ многогранный 468
_ острый 401
_ поворота 565
_ полный 400
_ прямой 401
_ развернутый 399, 400
_ трехгранный 466
_ тупой 401
_ центральный 445
Уменьшаемое 19
Умножение
_ вектора на Число 619
_ дробей десятичных 39
_ _ обыкновенных 33
_ _ рациональных 102
_ комплексных Чисел 78
_ одночленов 86
Уравнение
_ биквадратное 213
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_ дробное 209
_ иррациональное 219
_ касательной к графику 338
_ квадратное 196
_ _ неполное 198
_ _ неприведенное 196
_ _ приведенное 196
_ линейное с двумя
переменными 245
_ _ _ одной переменной 194
_ логарифмическое 223
_ окружности 602
_ показательное 222
_ прямой 600
_ рациональное 209
_ с двумя переменными 244
_ _ одной переменной 193
_ _ параметром 240
_ _ переменной в
знаменателе 205
_ сферы 603
_ тригонометрическое 227
_ фигуры 599
_ целое 205

Фигура
_ геометрическая 380
_ симметричная
относительно плоскости 572
_ _ _ прямой 570
_ центрально-симметричная
568
Фигуры
_ гомотетичные 585
_ подобные 580
_ равные 578
Физический смысл
_ _ производной 335
_ _ _ второй 335
Формула
_ Герона 440

_ Ньютона _ Лейбница 372
_ п-го члена арифметической
прогрессии 305
_ _ _ геометрической
прогрессии 308
_ суммы бесконечной гео-
метрической прогрессии 315
_ _ п членов
арифметической прогрессии
306
_ _ _ _ геометрической
прогрессии 309
Формулы
_ двойного аргумента 185
_ дифференцирования 330
_ понижения степени 186
_ преобразования сумм
тригонометрических
функций в произведение 187
_ приведения 181
_ связывающие тригоно-
метрические функции одного
аргумента 182
_ сложения и вычитания
аргументов 179
_ сокращенного умножения
89
Функция 111
_ возрастающая 120
_ дифференцируемая в точке
328
_ квадратичная 159
_ линейная 124
_ логарифмическая 141
_ монотонная 120
_ непрерывная в точке 322
_ _ на интервале 322
_ _ _ отрезке 322
_ нечетная 117
_ обратимая 139
_ обратная 139
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_ периодическая 119
_ подынтегральная 371
_ показательная 136
_ постоянная 121
_ сложная 333
_ степенная с показателем
дробным отрицательным 134
_____ положительным
134
_ _ _ _ натуральным 129
_ _ _ _ целым
отрицательным 131
_ тригонометрическая 145
_ убывающая 120
_ четная 116

Характеристика десятичного
логарифма 178
Характеристическое свойство
_ _ арифметической
прогрессии 306
_ _ геометрической
прогрессии 309
Хорда 444

Целая Часть числа 59
Центр
_ гомотетии 585
_ круга 444
_ окружности 444
_ _ фигуры 568
_ шара 504
Цилиндр 496
_ прямой 497

Частное 19
_ от деления комплексных
чисел 75
Частота колебания 168
Числа
_ взаимно простые 25
_ действительные 50
_ иррациональные 48
_ комплексно-сопряженные
79
_ комплексные 74
_ мнимые 77
_ натуральные 18
_ отрицательные 48
_ положительные 47
_ простые 23
_ противоположные 48
_ рациональные 48
_ смешанные 29
_ составные 23
_ целые 48
_ чисто мнимые 77
Числитель дроби 28
Числовой
_ луч 55
_ промежуток 56
Член числовой
последовательности 302

Шар 504
Шаровой
_ сегмент 508
_ сектор 510
_ слой 509

Экстремумы 343
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