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(ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
^  ДЕЛИМОСТИ,#11111

Ш Ш Ш
§ 46. Делимость чисел 
§ 47. Простые и составные числа 
§ 48. Деление с остатком

ГЛАВА  § 49. Наибольший общий делитель
и наименьшее общее кратное 

§ 50. Основная теорема арифметики 
натуральных чисел 

§ 51. Комбинаторные и вероятностные 
задачи. Теорема о выборе двух 
элементов

Ц елы е числа, к а к  известно, мож но склады вать, вы читать, перемно
ж ать  и возводить в натуральную  степень — в результате получится 
целое число. И наче обстоит дело с делением. Эта операция на м нож е
стве ц елы х чисел, с одной стороны, вы полним а далеко не всегда, а  с 
другой стороны, очень важ н а  для  прилож ений . Б ез деления мы  не 
смогли бы сокращ ать дроби, находить наибольш ий общ ий делитель 
и наим еньш ее общее кратное ц елы х чисел, приводить дроби к  общ е
му знам енателю , вы полнять различны е упрощ ения алгебраических 
вы раж ен и й . И менно поэтому вопросами делим ости м атем атики  за 
ним аю тся очень давно и очень активно. Т еория делим ости составля
ет сущ ественную  часть теории чисел — важ н ой  и интересной м ате
м атической  н ауки .

< № # ,\\v
Пусть даны натуральные числа а и Ъ, Если существует натуральное 
число q такое, что выполняется равенство а = bq, то говорят, что число 
а делится на число Ъ. При этом число а называют делимым, Ъ — де
лителем, q — частным. Число а называют также кратным числа Ь.



Из записи а = bq следует, что b — делитель а и что а кратно Ъ. 
Впрочем, из той же записи следует, что q — делитель а и что а кратно q. 
Например, из записи 35 = 5 • 7 следует, что 35 делится на 5 и 35 де
лится на 7, что 35 кратно 5 и 35 кратно 7, что 5 — делитель числа 35 
(и тогда 7 — частное) и что 7 — делитель числа 35 (и тогда 5 — частное).

Вместо фразы «а делится на Ъ» часто используют запись а \ Ь. 
Например, вместо очевидных утверждений «а делится на а» или «а 
делится на 1» можно писать а : а или соответственно а \ 1. Ясно, что 
если а : Ъ, то а > Ъ.

Обратите внимание, что запись 8 : 2 означает требование вы 
полнить деление числа 8 на число 2 (в результате этой операции 
получится число 4), в то время как запись 8 : 2 означает, что число 8 
делится на 2 (делится нацело , делится без остатка); речь идёт лишь 
о принципиальной возможности выполнить деление, а само деление 
не требуется выполнять. Примерно так же обстоит дело со знаком >. 
Если написано 8 > 2, то это лиш ь констатация факта: число 8 боль
ше числа 2 ; при этом не требуется отвечать на вопрос, на сколько 
больше.

Отметим ряд свойств отношения делимости на множестве нату
ральных чисел.

СВОЙСТВО 1
Если а : с и с : Ъ, то а : Ь.

Например, из того, что 48 : 6 и 6 : 3, можно сделать вывод, что 
48 : 3.

СВОЙСТВО 2
Если а : Ь и с : Ь, то (а + с) : Ъ.

Например, из того, что 12 ! 3 и 21 • 3, можно сделать вывод, что 
(12 + 21) i 3.

с в о й с т в о  3
Если а I Ъ и с не делится на Ь, то (а + с) не делится на Ъ.

Например, из того, что 12 : 3 и 22 не делится на 3, можно сделать 
вывод, что (12 + 22) не делится на 3. В то же время из того, что каж
дое слагаемое не делится на Ъ, нельзя сделать вывод, что и сумма не 
делится на Ъ. Например, 14 не делится на 3 и 22 не делится на 3, но 
(14 + 22) ! 3.

Свойства 2 и 3 распространяются на сумму любого конечного чис
ла слагаемых следующим образом: если каждое слагаемое делится 
на число Ъ, то и сумма делится на Ь; если каждое слагаемое, кроме 
одного, делится на Ъ, то сумма не делится на Ъ.



СВОЙСТВО 4
Если а : Ъ и (а + с) : Ь, то с : Ъ.

Например, из того, что 1 2 ! 3 и ( 1 2  + 2 1 ) : 3 ,  можно сделать вы
вод, что 2 1  : 3.

СВОЙСТВО 5
Если а : и с : Ъ2, то ас : Ь±Ь2.

Например, из того, что 12 i 3 и 28 : 7, можно сделать вывод, что 
(12 • 28) : (3 • 7).

СВОЙСТВО 6
Если а : Ь и с — любое натуральное число, то ас : Ъс; обратно, из 
ас : Ъс следует, что а ! Ъ.

Н ап ри м ер , из того, что 12 : 3, м ож но сделать вы вод, что 
(12 • 5) : (3 • 5) и обратно.

СВОЙСТВО 7
Если a i b и с — любое натуральное число, то ас \ Ъ.

Н ап ри м ер , из того, что 12 : 3, м ож но сделать вы вод, что 
(12 • 5 ) I 3.

Следует заметить, что свойство, обратное свойству 7, не имеет ме
ста: из того, что ас \Ъ, нельзя сделать вывод, что или а, или с делится 
на Ъ. Например, 45 : 15 и 45 = 9 • 5, но ни 9, ни 5 не делятся на 15.

СВОЙСТВО 8
Если а : Ъ и с ! Ъ, то для любых натуральных чисел п  и k  справедливо 
соотношение (ап + ck) : Ъ.

Например, из того, что 12 : 3 и 21 : 3, можно сделать вывод, что 
(25 • 12 + 271 • 21) i 3.

1. Отношение а : с означает, что существует число q\ такое, 
что выполняется равенство а = cq\. Далее, с : Ъ означает, 

что существует число <?2 такое, что выполняется равенство с = bqz. 
Следовательно, а = cqi = (bq2)qi = b(q2qi). Обозначим число q2qi бук
вой q. Тогда получим, что а = bq, а это и означает, что а : Ъ.

2. Так как  а : Ь, то существует число qi такое, что вы полня
ется равенство а = bq\. Так к ак  с : Ь, то сущ ествует число q2

Доказательство



такое, что выполняется равенство с = bq2. Тогда а + с = bqi + bq2 = 
= &(<?! + #2). Обозначим число q\ + g2 буквой q. Тогда получим, что

а + с = bq,
а это и означает, что (а + с) : &.

3. Предположим противное, что (а + с) S Ъ. Тогда из а \ Ъ сле
дует, что а -  bqi, а из (а + с) \ b следует, что а + с = bq2. Значит, 
с = bq2 -  а = bq2 -  bqi = b(q2 -  qi). Это означает, что с : Ь. Но 
по условию  с не делится на Ъ. П олучили противоречие, следо
вательно, наш е предположение неверно и а + с не делится на Ь.

4. Предположим, что с не делится на Ь. Тогда по свойству 3 чис
ло а + с не делится на Ь, что противоречит условию. Значит, наше 
предположение неверно и, следовательно, с : Ъ.

Свойства 5, 6 и 7 докажите самостоятельно.
8 . Если a i b и с : &, то из свойства 7 вытекает, что an : b и ck ! Ъ. 

Тогда по свойству 2
{ап + ck) : b.

Отметим ещё одно свойство, связанное с делимостью натураль
ных чисел.

СВОЙСТВО 9
Среди п  последовательных натуральных чисел одно и только одно 
делится на п.

Если мы возьмём любые три подряд идущих натуральных числа, 
например 8 , 9, 10 или 106, 107, 108, то одно число из тройки делится 
на 3 (для первой тройки это число 9, для второй — число 108). Если 
мы возьмём любые 10  подряд идущих натуральных чисел, то одно 
обязательно делится на 10. Если же мы возьмём два подряд идущих 
чётных числа, то одно обязательно делится на 4.

Доказательство свойства 9 будет дано в § 48.

ПРИМЕР 1
Доказать, что для любого натурального числа п число п5 -  5п3 + 4п  
делится на 2, 3, 4, 5, 8 .

Реш ение Разложим многочлен п5 -  Ъпъ + 4п на множители:
/г5 -  5п3 +  4п = п(п4 -  5п2 +  4) = п(п4 -  п2 -  4п2 +  4) =

= п(п2(п2 -  1) -  4{п2 -  1)) = п(п2 -  1 ){п2 -  4) =
= (п -  2)(п -  1)п(п + 1)(н + 2).

Рассмотрим полученное произведение. При п = 1, п = 2 оно 
обращается в 0, значит, делится на 2, 3, 4, 5, 8. При п > 2 имеем



произведение пяти последовательных натуральных чисел п — 2 , 
п — 1, п , п + 1, 7г + 2. Из этих пяти чисел по свойству 9 одно обяза
тельно делится на 5, хотя бы одно — на 3, хотя бы одно — на 4 и, 
кроме того, есть ещё хотя бы одно чётное число, т. е. число, делящее
ся на 2. Тогда по свойствам 5 и 7 произведение этих пяти чисел делит
ся на произведение чисел 2 и 4, т. е. делится на 8 .

Теперь поговорим о конкретных признаках делимости — на 2, 3, 4, 
5 и т. д. В формулировках признаков мы впервые используем сло
весную конструкцию необходимо и достаточно. Обычно если из ус
ловия А  следует условие В  (прямая теорема), то математики говорят 
так: В  является необходимым условием  для А. Если же из условия В  
следует условие А  (обратная теорема), то математики говорят так: В  
является достаточным условием  для А. Если же и из А  следует В, и 
из В  следует А , математики используют словесную конструкцию не
обходимо и достаточно (или тогда и только тогда).

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 2
Для того чтобы натуральное число делилось на 2, необходимо и до
статочно, чтобы последняя цифра числа делилась на 2 .

щ З З Е Л  Пусть с — цифра единиц натурального числа р. Тогда 
число р  можно представить в виде 10а + с. Так как 

10 ! 2, то по свойству 7 получаем, что, 10а : 2. Если с \ 2, то 
(10а + с) : 2. Обратно, если (10а + с) \ 2, *i?o по свойству 4 с : 2.

Аналогичные рассуждения позволяют получить признаки дели
мости на 5 и 1 0 .

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 5
Для того чтобы натуральное число делилось на 5, необходимо и до
статочно, чтобы последняя цифра числа делилась на 5 (т. е. цифра 
единиц была либо 0 , либо 5).

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 10
Д ля того чтобы натуральное число делилось на 10, необходимо и до
статочно, чтобы цифра единиц была 0 .



Прежде чем формулировать и доказывать признак делимости на 4, 
заметим, что любое число р, содержащее не менее трёх цифр, можно 
представить в виде 10 0 а + с, где с — число, образованное последни
ми двумя цифрами числа р. Например, 275 = 100 • 2 + 75, 14508 = 
= 100 • 145 + 8 и т. д.

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 4 №
Для того чтобы натуральное число р , содержащее не менее трёх 
цифр, делилось на 4, необходимо и достаточно, чтобы делилось на 4 
число, образованное двумя последними цифрами числа р.

Доказательство Пусть с — число, образованное двумя последними цифрами 
числа р. Тогда число р  можно представить в виде 100а + с. 

Так как 100а : 4, то по свойствам 3 и 4 (100а + с) \ 4 тогда и только 
тогда, когда с \ 4.

Например, 12456 делится на 4, поскольку делится на 4 число 56. 
А число 7906 не делится на 4, поскольку не делится на 4 число 06, 
т. е. число 6 .

Подобные рассуждения позволяют получить признаки делимости 
на 25, 8 и 125.

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 25 Ё
Для того чтобы натуральное число р , содержащее не менее трёх 
цифр, делилось на 25, необходимо и достаточно, чтобы делилось 
на 25 число, образованное двумя последними цифрами числа р.

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 8
Для того чтобы натуральное число р, содержащее не менее четырёх 
цифр, делилось на 8 , необходимо и достаточно, чтобы делилось на 8 
число, образованное тремя последними цифрами числа р.

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 125 1
Для того чтобы натуральное число р , содержащее не менее четырёх 
цифр, делилось на 125, необходимо и достаточно, чтобы делилось на 
125 число, образованное тремя последними цифрами числа р.

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 3 ш
Для того чтобы натуральное число делилось на 3, необходимо и до
статочно, чтобы сумма его цифр делилась на 3.



Количество цифр в числе р , как мы увидим, значения не 
имеет, поэтому будем считать, что в числе р, например,

пять цифр: р  = abcde (черта наверху — условное обозначение того,
что abcde рассматривается не как произведение чисел а, Ъ, с, d , е, 
а как число с соответствующими цифрами).

Имеем:
р = abcde = 10000а + 10005 + 100с + 10 d + е =

= (9999 + 1)а + (999 + 1)Ъ + (99 + 1)с + (9 + 1 )d + е =
= (9999а + 999b + 99с + 9 d) + (а + Ь + с + с£ + е).

Сумма четырёх слагаемых в первых скобках делится на 3 по свой
ству 8 (поскольку 9, 99, 999, 9999 делятся на 3). Значит, по свойствам
2 и 3 для делимости числа р  на 3 необходимо и достаточно, чтобы
делилась на 3 сумма пяти слагаемых во вторых скобках — а это как  
раз сумма цифр числа р.

Аналогично доказывается признак делимости на 9.

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 9
Для того чтобы натуральное число делилось на 9, необходимо и до
статочно, чтобы сумма его цифр делилась на 9.

Рассмотрим, например, число 2742. Сумма его цифр равна 15. 
Число 15 делится на 3 и не делится на 9. Следовательно, число 2742 
делится на 3 и не делится на 9.

Найти пятизначное число, кратное 45, если известно, что каждая из 
трёх его средних цифр на 1  больше предыдущей.

Пусть abcde — искомое число. По условию каж дая из цифр 
5, с, d на 1 больше предыдущей. Это означает, что b = а + 1, 

с = а + 2, d = а + 3. Далее, по условию искомое число делится на 45. 
Это значит (по свойству 1), что оно делится на 5 и на 9. Поскольку 
число делится на 5, для его последней цифры есть лишь две возмож
ности: либо е = 0, либо е = 5. Рассмотрим каждый из этих случаев в 
отдельности.

1) Пусть е = 0. Тогда сумма цифр искомого числа, т. е. а + b + с + 
+ d + е, будет иметь вид а + (а + 1) + (а + 2) + (а + 3) + 0, т. е. 4а + 6 . 
По условию искомое число делится на 9. Согласно признаку делимо
сти на 9 это означает, что сумма цифр искомого числа делится на 9.

Итак, (4а + 6 ) : 9. При каких значениях а это возможно? Будем 
рассуждать так. Поскольку (4а + 6 ) : 9, то по свойству 1 (4а -+- 6 ) : 3 
или, что то же самое, ((За + 6 ) + а ) : 3. Но (За + 6 ) :  3, значит, и а : 3.

Реш ение

ПРИМЕР 2

Д оказательство
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Ответ

Итак, для первой цифры искомого числа есть следующие возмож
ности: а = 3, а = 6 , а = 9. Впрочем, сразу заметим, что а -  9 нас не 
устраивает, так как в этом случае & = а + 1  = 10  — не цифра.

Если а = 3, то 4а -1- 6 = 18, a 18 делится на 9. Значение а = 3 нас 
устраивает.

Если а = 6 , то 4а + 6 = 30, a 30 не делится на 9. Значение а -  6 
нас не устраивает.

Итак, осталась единственная возможность: а = 3. Тогда следу
ющие три цифры искомого числа — 4, 5, 6 , а само искомое число — 
34560.

2) Пусть е = 5. Тогда сумма цифр искомого числа, т. е. а + b + 
+ с + d + е, будет иметь вид а + (а + 1) + (а + 2) + (а + 3) + 5, т. е. 
4а + 11. По условию искомое число делится на 9. Следовательно, 
(4а + 11) : 9. Придавая переменной а последовательные значения 1, 
2, 3, 4, 5, 6 (а = 7 нас уже не устраивает, поскольку в этом случае 
d = а + 3 = 10 — не цифра; тем более нас не устраивают значения 
а = 8 , а = 9), убеждаемся, что указанное соотношение выполняется 
лишь при а -  4; в этом случае выражение 4а + 11 принимает значе
ние 27, т. е. делится на 9.

Если а = 4, то следующие три цифры искомого числа — 5, 6 , 7, а 
само искомое число — 45675.

1 Н Н  34560 или 45675.

Заверш ая разговор о делимости натуральных чисел, рассмотрим бо
лее сложные признаки делимости на 11, на 7 и на 13.

Проведём вспомогательные рассуждения, которые позволят полу
чить признак делимости на 1 1 .

Рассмотрим числа 99, 9999, 999999, 99999999 и т. д.; в каждом 
из этих чисел — чётное число девяток. Все эти числа, во-первых, де
лятся на 11, а во-вторых, представимы в виде соответственно 102 -  1, 
104 -  1, 106 -  1, 108 -  1 и т. д.

Рассмотрим теперь числа 11, 1001, 100001, 10000001 и т. д.; в 
каждом из этих чисел — чётное число нулей между единицами. Все 
эти числа, во-первых, делятся на 1 1 , поскольку

1001 = 990 + 11, 100001 = 99990 + 11, 10000001 = 9999990 + 11,
(в записанных суммах первые слагаемые делятся на 1 1 ); а во-вторых, 
представимы в виде соответственно 1 0 1 + 1 , 1 0 3 + 1 , 1 0 5 + 1 , 1 0 7 + 1 
и т. д.
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ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 11
Для того чтобы натуральное число делилось на 11, необходимо и 
достаточно, чтобы алгебраическая сумма его цифр, взятых со зна
ком «плюс», если цифры находятся на нечётных местах (начиная с 
цифры единиц), и взятых со знаком «минус», если цифры находятся 
на чётных местах, делилась на 1 1 .

Например, для числа 24 569 алгебраическая сумма, о которой 
идёт речь в формулировке признака, имеет вид Э - 6  + 5 -  4 + 2, она 
равна 6; поскольку число 6 не делится на 11, то и число 24569 не 
делится на 11.

Для иллюстрации идеи доказательства признака возьмём 8-знач
ное число abcdefkm.

Имеем:
abcdefkm  = а • 107 + Ъ • 106 + с • 105 + d • 104 + е • 103 +

+ /  • 102 + к • 10 + т = (а • (107 + 1) -  а) + (Ъ • (106 -  1) + Ь) +
+ (с • (105 + 1) -  с) + (d • (104 -  1) + d) + (е • (103 + 1) -  ё) +

+ ( / • (102 -  1) + /) + (к • (101 + 1) -  к) + т  =
= а • (107 + 1) + b • (106 -  1) + с • (105 + 1) + d • (104 -  1) + е • (103 + 1) + 

+ f  • (102 -  1) + к • (10 + 1) + (т -  к + /  -  е + d -  с + Ъ -  а).
Поскольку, как мы уже ранее установили, числа 107 + 1, 106 -  1, 

105 + 1, 104 -  1, 103 + 1, 102 -  1, 101 + 1 делятся на 11, делимость
числа abcdefkm  на 11 целиком и полностью зависит от делимости на 
11 алгебраической суммы цифр m - k  + f -  e + d -  c + b - a .

ПРИМЕР 3
Не выполняя деления, доказать, что число 86849796 делится на 11.

Составим алгебраическую сумму цифр данного числа, на
чиная с цифры единиц и чередуя знаки «+» и «-»: 6 -  9 + 

+ 7 — 9 + 4 -  8 + 6 -  8 = —11. Число -11  делится на 11, значит, и за
данное число делится на 1 1 .

Проведём вспомогательные рассуждения, которые позволят по
лучить признаки делимости на 7 и на 13.

Рассмотрим число 103 + 1, т. е. 1001. Имеем 1001 = 7 • 11 • 13. 
Следовательно, (103 + 1) : 7 и (103 + 1) : 13.

Рассмотрим число 106 — 1. Имеем 106 -  1 = (103 + 1)(103 -  1). Зна
чит, (106 -  1 ) ! 7 и (106 -  1) : 13.

Аналогично можно установить, что 109 + 1, 1012 -  1 и т. д. кратны 
1001, а поэтому делятся на 7 и на 13. Например,

109 + 1 = (103 + 1)(106 -  103 + 1),
1012 -  1 = (106 -  1)(106 + 1) = (103 + 1)(103 -  1)(106 + 1).

Решение



Покажем, как  используются проведённые рассуждения для по
лучения признака делимости на 7 (на 13). Возьмём, например, 8 -знач-
ное число abcdefkm  и разобьём его на грани, по 3 цифры в каждой
грани, начиная с цифры единиц: ab cde fkm. Введём обозначения:
ab = х , cde = у , fkm  = р. Тогда заданное число abcdefkm  можно 
представить в виде

abcdefkm  = х  • 1 0 6 + у  • 1 0 3 + р  -  
= (х  • (1 0 6 - 1 )  + х) + (у -  (Ю 3 + 1 ) -  у) + р =

= X • (1 0 6 -  1 ) + у  • (1 0 3 + 1 ) + (р — у  + х).
Поскольку, как мы установили выше, числа 106 -  1 и 103 + 1 делят

ся на 7 (на 13), делимость числа abcdefkm  на 7 (на 13) целиком и 
полностью зависит от делимости на 7 (на 13) алгебраической суммы 
чисел (р -  у  + х).

Теперь сформулируем признак делимости натурального числа на 
7 и на 13.

ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 7 (НА 13)
Для того чтобы натуральное число делилось на 7 (на 13), необходи
мо и достаточно, чтобы алгебраическая сумма чисел, образующих 
грани по три цифры в грани (начиная с цифры единиц), взятых со 
знаком «плюс» для нечётных граней и со знаком «минус» для чёт
ных граней, делилась на 7 (на 13).

ПРИМЕР 4
Не выполняя деления, доказать, что число 254390815 делится на; 7 
и не делится на 13.

Реш ение Разобьём число на грани 254, 390, 815. Составим ал
гебраическую сумму граней, начиная с последней грани и 

чередуя знаки «+» и «-»: 815 -  390 + 254 = 679. Число 679 делится 
на 7 и не делится на 13, значит, и заданное число делится на 7 и не 
делится на 13.

Вопросы для самопроверки
1. Что означает запись а \ 5, где а, Ъ — натуральные числа? 

Чем она отличается от записи а : 5?
2 . Какие вы знаете свойства отношения делимости на множе

стве натуральных чисел?
3. Докажите, что если а : bi и с : &2, то ас : Ь\Ъ2.
4. Докажите, что если а i Ъ и с е N , то ас I Ъс. Сформулируйте 

и докажите обратную теорему.



5. Докажите, что если а : Ъ и с 6 ЛГ, то ас : Ь.
6 . Объясните, почему среди 2015 подряд идущих натураль

ных чисел одно и только одно делится на 2015.
7. Сформулируйте признак делимости на 2; 3; 4; 5; 6 ; 8 ; 9; 12; 

18; 36; 45.
8 . Дано число 123 456. Делится ли оно: на 2; 3; 4; 5; 6 ; 9; 11; 

12; 18? Обоснуйте свои выводы.

натуральное число имеет только дна натуральных делителя — 
само себя и 1, — то его называют простым числом; если оно имеет 

' более двух делителей, то его называют составным числом.

Число 1, имеющее лишь один делитель 1, не относят ни к простым, 
ни к составным. Например, числа 2, 3, 5, 7, 19, 101 — простые, а 
числа 4, 6 , 8 , 35, 121 — составные.

Простые числа играют в математике особую роль, по- 
простое число скольку, как вы узнаете из § 50, любое натуральное чис-
сосгавное число л0» начиная с 2 , либо является простым, либо его можно

* , представить в виде произведения простых множителей.

ТЕОРЕМА 1
Любое натуральное число а > 1 имеет хотя бы один простой дели
тель.

Если а — простое число, то а = а • 1, откуда следует, что 
у заданного числа есть простой делитель а. Пусть теперь 

а — составное число. Тогда его можно представить в виде а = ajCi, 
где оба множителя отличны от 1 и меньше а. Если хотя бы один из 
множителей — простое число, то свойство доказано. Если оба мно
ж ителя — составные числа, то рассмотрим число а\ и представим 
его в виде а\ = где оба множителя отличны от 1  и меньше а\. 
Если хотя бы один из множителей — простое число, то свойство до
казано, если нет, то представим аг в виде произведения чисел, мень
ших, чем а 2, и т . д. Тогда либо на каком-то шаге обнаружится простой 
множитель, либо придётся предположить, что процесс составления 
чисел a i, ci2, «з» «4 и т. д. бесконечен. Но бесконечным он быть не 
может, так как все указанные числа разные и меньше а, поэтому 
их — конечное множество. Следовательно, на каком-то шаге обнару
жится простой делитель числа а.

Д оказательство



Простые числа обладают многими интересными свойствами. Оста
новимся на двух из них.

ТШОРШ М А 1
Множество простых чисел бесконечно.

Предположим противное, что множество простых чисел 
конечно. Тогда можно выписать все простые числа: р и  Ръ-> 

Рз> •••> Pk• Составим теперь число а следующим образом: а = p^PzPz х 
х ... • p k + 1. По теореме 1 у числа а есть хотя бы один простой дели
тель, т. е. число а делится на одно из чисел p i9 Р2 , Рз> •••» Pk (ведь мы 
предположили, что других простых чисел нет). Но 1 не делится ни на 
одно из этих чисел, значит, по свойству 3 из § 46 число а не делится 
ни на одно из этих чисел. Получили противоречие, поэтому сделанное 
предположение неверно, т. е. на самом деле множество простых чисел 
бесконечно.

Доказательство

Исследователей всегда интересовал вопрос о распределении про
стых чисел среди натуральных чисел. Выпишем подряд простые чис
ла: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. Назовём расстоянием  меж
ду соседними простыми числами их разность. Обратите внимание, что 
в выписанной последовательности эти расстояния равны соответственно 
1, 2, 2, 4, 2, 4, 2, 4, 6 , 2 , 6 . А между соседними простыми числами 119 
и 127 расстояние равно 8 . Вообще имеет место следующая теорема.

ТЕОРЕМА 3
Расстояние между двумя соседними простыми числами может быть 
больше любого наперёд заданного натурального числа.

Возьмём произвольное натуральное число а и докажем, 
что найдутся два соседних простых числа, расстояние 

между которыми больше а. Составим натуральное число с = 1 • 2 х 
х 3 • ... • а • (а + 1). Оно делится на 2, 3, 4, 5, ..., а, а  4- 1. Тогда чис
ло с 4- 2 делится на 2, число с + 3 делится на 3, число с + 4 — на 4 и 
т. д., число с + а — на а, число с + а + 1 — на а + 1 (см. свойство 2 
в § 46). Это значит, что а подряд идущих чисел с + 2 , с + 3, с -I- 4, ..., 
с + а, с + а + 1  — составные, т. е. расстояние между ближайшим к 
с + 2 простым числом (слева) и ближайшим к с + а + 1 простым чис
лом (справа) больше а.

Доказательство

Вопросы для самопроверки
1. Что такое простое число? Что такое составное число?
2. Может ли расстояние между двумя соседними простыми 

числами быть равным 2, 4, 6 ? Приведите примеры. Может 
ли это расстояние быть больше 2017?



3. Конечно или бесконечно множество простых чисел? Конеч
но или бесконечно множество составных чисел?

Если натуральное число а не делится на натуральное число &, то 
рассматривают деление с остатком. Например, при делении чис
ла 37 на число 15 в частном получается 2 (неполное частное) и в 
остатке 7. При этом имеет место соотношение 37 = 15-2-1-7 .  Вообще 
справедлива следующая теорема.

T iO B lM A
Если натуральное число а больше натурального числа Ъ и а не делит
ся на Ь, то существует одна и только одна пара натуральных чисел 
q и г, причём г < Ь, такая, что выполняется равенство

a = bq + г. (1)

Например, для а = 37, Ь = 15 такая пара чисел найдена выше: q = 2, 
г = 7 — при этом остаток г меньше делителя Ъ.

По условию Ъ < а. Рассмотрим числа &, 2&, 3Ь, 4 Ь , Н а
чиная с некоторого места все они будут больше числа а. 

Первое из чисел такого вида, которое станет больше числа а, обозна
чим (q + 1 )&, т. е. qb + Ъ. Следовательно,

Ф  < а < qb + Ъ.
Но тогда а = bq + г, где г < Ь.
И так, существование  интересующей нас пары чисел #, г дока

зано. Докажем теперь, что такая пара единственна.
Предположим, что существуют две различные пары натуральных 

чисел (q\\ 7 * 1)  и (q2; Гг) такие, что
а ~ bqi + 7*i, т*! < b;
a = bq2 + 7*2, 7*2 < Ъ.

Сразу заметим, что если ri = r2 = т*, то из равенства bqi + г = bq2 + т* 
получим qi = q2i т. е. пары (qi; 7 * 1 )  и (q2; 7*2) одинаковы; если qi = q2 = q, 
то из равенства bq + 7*1 = bq + г2 получим 7*1 = 7*2, значит, опять пары 
одинаковы. Таким образом, если пары различны, то 7*1 Ф г2 и qi Ф q2.

Будем считать для определённости, что гг > г2. Так как bqi + 7*1 = 
= bq2 + 7*2, то 7*i -  7*2 = b(q2 -  q\). Это значит, что Г\ -  г2 делится на Ъ.
Но это невозможно, поскольку натуральное число 7*1 -  г2 меньше Ъ.
Следовательно, сделанное предположение о существовании двух пар 
натуральных чисел неверно и единственность доказана.

ДоказательНтщб



| Если a i Ъ, то также можно считать, что для чисел а и Ъ выполняется 
равенство (1), где г = 0.

Иногда удобнее формулу деления с остатком записывать несколь
ко в ином виде. Имеем:

а = bq + г = b(q + 1) -  (b -  г).
Поэтому можно записать так:

а = bq\ -  гь (2)
где 0 < Гл < Ъ.

ПРИМЕР 1
Составить формулу:

а) чётного числа;
б) нечётного числа;
в) натурального числа, которое при делении на 3 даёт в остатке 2.

а) Чётное число п — это число, которое делится на 2. Значит, 
п = 2k — это хорошо известная вам формула чётного числа.

б) Нечётное число п — это число, которое при делении на 2 даёт 
в остатке 1. Воспользовавшись соотношениями (1) или (2), получим 
формулу нечётного числа п = 2k + 1 или п = 2k -  1.

в) Согласно соотношению (1), формула натурального числа п , 
которое при делении на 3 даёт в остатке 2, имеет вид п -  ЗА; + 2. То 
же самое по формуле (2) можно записать так: п = 3k -  1.

Реш ение

ПРИМЕР 2
Доказать, что если натуральное Число при делении на 3 даёт в остат
ке 2, то оно не может быть точным квадратом.

Решение Пусть п = Зт  + 2. Предположим, что это число является 
точным квадратом, т. е. существует такое натуральное чис

ло а, что п = а 2. Для самого числа а есть три возможности: а делится 
на 3, т. е. имеет вид а = Sk; а при делении на 3 даёт в остатке 1, т. е. 
имеет вид а = Вк + 1; а при делении на 3 даёт в остатке 2, т. е. имеет 
вид а = Зк + 2.

Если а = 3&, то п = а2 = (3к)2 = 9к2. Это число делится на 3, что 
противоречит условию. Если а = Зк + 1, то п ~  а2 -  (3к + I )2 = 9k2 + 
+ 6k + 1 = 3{3k2 + 2k) + 1. Это число при делении на 3 даёт в остатке 1, 
что противоречит условию. Если, наконец, а = 3k + 2, то п = а2 = 
= (3k + 2)2 = 9k2 + 12k + 4 = 3{3k2 + 4k + 1) + 1. Это число при делении 
на 3 даёт в остатке 1, что противоречит условию.



Итак, в любом возможном случае приходим к противоречию; та
ким образом, наше предположение неверно, т. е. заданное число не 
является точным квадратом.

Заверш ая параграф, докажем свойство 9 из § 46.
Даны п подряд идущих натуральных чисел: Л, Л + 1, Л + 2, ..., 

k + (п -  1). Требуется доказать, что среди них имеется число, кото
рое делится на л, причём такое число единственно.

Если k : п, то утверждение доказано: само число k уже 
делится на п , тогда как числа k + 1, k + 2, ..., k + (п -  1) 

на п не делятся (см. свойство 3 из § 46).
Если k не делится на п и k < п, то среди чисел &, k -1- 1, k + 2, ..., 

k + (п — 1) встретится само число п : это будет k + (п -  k ); только оно 
и делится на п.

Если k не делится на п и k > тг, то по теореме существует одна и толь
ко одна пара натуральных чисел q и г, причём г < п ,  такая, что выполня
ется равенство k = nq + г. Тогда среди чисел fe, k + 1, k + 2, ..., k + (п -  1) 
опять-таки встретится только одно число, делящееся на /г, им будет 
число nq + г + {п -  г). В самом деле,

nq + г + (п -  г) = nq + п = n(q + 1), 
а это число делится на п.

Вопросы для самопроверки
1. Сформулируйте теорему о делении с остатком.
2. Запишите общий вид натуральных чисел, которые при де

лении на 15 дают в остатке 11.

Рассмотрим два числа 72 и 96. Выпишем все делители числа 72:
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72.

Выпишем теперь все делители числа 96:
1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96.

Среди выписанных чисел есть одинаковые:
1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 —

их называют общими делителями чисел 72 и 96, а наибольшее из них  
называют наибольшим общим делителем (Н ОД ) чисел 72 и 96. Итак, 
ЫОД(72, 96) = 24.

Д оказате л ьство



Д ля любых заданны х натуральны х чисел можно найти НО Д. 
Например, НОД(45, 75, 120) = 15, НОД(27, 81) = 27.

Два натуральных числа а  и с называют взаимно простыми числами
Сели у них нет общих делителей,
если НОД(а, с) = 1.

взаимно 
простые числа

Например, взаимно простыми являю тся числа 35 и 36, хотя каж 
дое из них — составное число. В самом деле, у числа 35 четыре дели
теля: 1, 5, 7, 35, а у числа 36 девять делителей: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 
18, 36. Общих делителей, отличных от 1, у чисел 35 и 36 нет.

Вполне очевидно следующее утверждение: если даны 
натуральные числа а и р ,  причём р  — простое число, то 
либо а делится на р, либо а и р  — взаимно простые числа.

Рассмотрим два числа: 12 и 18. Выпиш ем числа, 
кратные 12:

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, 144, 156, ... .
Выпишем теперь числа, кратные 18:

18, 36, 54, 72, 90, 108, 126, 144, 162, 180, ... .
Среди выписанных чисел есть одинаковые:

36, 72, 108, 144, ... —
их называют общими кратными чисел 12 и 18, а наименьшее из них 
называют наименьшим общим кратным  (НОК ) чисел 12 и 18. Итак, 
НОЩ12, 18) = 36.

Д ля любых заданны х натуральны х чисел можно найти НОК. 
Например, НОК(20, 30, 40) = 120, НОК(27, 81) = 81.

Обычные приёмы отыскания НОД и НОК мы напомним в следу
ющем параграфе.

ТЕОРЕМА 1
Если К  — общее кратное чисел а ж с, то К  . НОК(а, с).

По условию К  : а, К  \ с. Предположим противное, что К  
не делится на НОК(а, с). Обозначим НОК(а, с) буквой т. 

Заметим, что т \ а, т \ с.
По теореме о делении с остатком  число К  мож но п редста

вить в виде К  = mq + г, где 0 < г < т. Так как К  \ а, т \ а, то и 
г : а. Далее^ так как К  i с, т \ с, то и г ! с. Итак, г \ а, г \ с, следова
тельно, г — общее кратное чисел а и с, поэтому г > т  вопреки ус
ловию 0 < г < т. Полученнре противоречие означает, что сделанное 
предположение неверно. Значит, К  : НОК(а, с).

Доказательство



СЛЕДСТВИЕ 1
Если а \ Ь\ и а \ то a i НОК(Ьь Ь2).

WIL.f4V*IUirilw Шт

с и Ь : с, то ^  — общее кратное чисел a m b .

Доказательство I Так как а \ с, то а -  cm , ab = bcwi, — = bm, т. е. — : &.1 с С 
Аналогично доказывается, что ^  : а.

ПРИМЕР 1
Доказать, что для любого натурального числа п справедливо соотно
шение (пъ -  Ъпъ + 4п) : 120.

В § 46 в примере 1 было доказано, что при любом натураль
ном значении п число пъ -  5п3 + 4п делится на 2, 3, 4, 5, 8. 

Тогда по следствию 1 оно делится и на НОК чисел 2, 3, 4, 5, 8, т. е. 
на 120.

ТЕОРЕМА 2
Д ля любых натуральных чисел а  и & справедливо равенство

НОК(а, Ъ) НОД(а, Ъ) = аЪ. (1)

Введём обозначения:
НОК(а, Ъ) = k, НОД(а, Ъ) = d.

Так как аЪ — общее кратное чисел а и &, то по теореме 1 a b \k ,  поэтому 
аЪ = kc. Поскольку k : а, то k = am. Подставив выражение am  вместо k 
в равенство аЪ = kc , получим аЪ = ат с , т. е. Ъ = тс. Это значит, что 
Ъ : с. Аналогично можно доказать, что а \ с. Таким образом, с — общий 
делитель чисел а и Ь, поэтому с не больше их НОД: с < d. Но тогда

k = a b > a!i и  ^  < fe. 
с d d

С другой стороны, по следствию 2 из теоремы 1 число ^  — общее 

кратное чисел а и &, поэтому оно не меньше их НОК: ^  > k.

Доказательство

Решение



Итак, ^  > k и в  то же время ^  < k. Следовательно, = &, т. е.л (X а
аЪ = что и требовалось доказать.

СЛЕДСТВИЕ 1 __________________________________________________________
Если числа а и Ъ — взаимно простые, то НОК(а, Ь) = ab.

Если а  : bi, а  : Ъ% и числа и Ь2 — взаимно простые, то а i bib2.

Раве] 
общего в

яство (1) иногда используют для отыскания наименьшего 
:ратного двух чисел.

Найти НОК(276, 282).

Оба заданных числа чётные и делятся на 3, значит, делятся и 
на 6. Поскольку 282 -  276 = 6, у заданных чисел не может 

быть общего делителя, большего чем 6. Итак, НОД(276, 282) = 6. По 
формуле (1) получаем

u n w o T ft о о о \  276 • 282   276 • 282__НОК(276, 282) -  НОд (276, 282) 6

= (276 : 6) - 282 = 12972.

Отметим ещё два свойства делимости, из которых второе является 
следствием первого.

ТЕОРЕМА 3
Если числа а и р  взаимно простые и ас \ р , то с : р.

Так как  а и р  — взаимно простые числа, то НОК(а, р) =
= ар. По условию ас : р; кроме того, ас ! а. Следовательно,

ас — общее кратное чисел а и р  и по теореме 1 оно делится на
НОК(а, р ). Таким образом, ас ! ар, откуда следует, что с \ р  (см. свой
ство 6 из § 46).

Доказательство

Решение



•щтт я 'щщл я тт ш  *  тт.

Если р  — простое число и ас : р, то хотя бы одно из чисел а, с де
лится на р.

$

i!

ПРИМЕР 3

Решение
Доказать, что ^/б — иррациональное число.

Предположим, что ^/б— рациональное число. Ясно, что это

не натуральное число, а потому = —, где п > 1 и — — п п
/  \ 3 17Ънесократимая дробь, т. е. т  и п — взаимно простые числа. Тогда — =
V п J

= 6, т 3 -  6п3, поэтому т 3 : п8. Значит, т 3 ! п , т. е. (т  • т2) i п. По 
предположению числа т и п  — взаимно простые, значит, по теореме 3

т 2 : п , т. е. (т • т) : п. Но тогда по той же теореме т \ тг, т. е. — —ТЬ
сократимая дробь вопреки сделанному предположению.

Таким образом, наше предположение неверно, поэтому >/б — 
иррациональное число.

, W-:- -salt ■■  ̂ ч "i Ч ̂  t ¥-- SA>N <'  ̂-

Вопросы для самопроверки
1. Что такое наибольший общий делитель двух натуральных 

чисел? Найдите НОД(72; 108).
2. Что такое наименьшее общее кратное двух натуральных 

чисел? Найдите НОК(72; 15).
3. Каким соотношением связаны между собой числа а, &, 

НОД(а; Ъ) и НОК(а; &)?
4. Что такое взаимно простые числа?
5. Известно, что числа а и Ъ — взаимно простые. Найдите 

НОД(а; Ъ) и НОК(а; Ъ).

Основной теоремой арифметики называют обычно совокупность двух 
утверждений, одно из которых (теорему 1) мы докажем, а другое 
(теорему 2) приведём без доказательства.



ТЕОРЕМА 1
Любое натуральное число (кроме 1) либо является простым, либо 
его можно разложить на простые множители.

Например, 35 = 5 • 7, 54 = 2 • 3 • 3 • 3, 169 = 13 • 13, 1001 = 
= 7 • 11 • 13 и т. д.

Пусть а — составное число. По теореме 1 из § 47 оно име
ет простой делитель, т. е. число а можно представить в 

виде а = axPi» гДе Pi — простое число. Если при этом и а± — простое 
число, то теорема доказана. Если а\ — составное число, то его можно 
представить в виде ai = а%р2 , где р 2 — простое число. Если при этом 
и а2 — простое число, то теорема доказана. Если а2 — составное чис
ло, то продолжим указанный процесс. Тогда либо на каком-то шаге 
получится разложение на простые множители, либо придётся пред
положить, что процесс составления чисел а \9 а2, аз, а± и т. д. беско
нечен. Но бесконечным он быть не может, так как все указанные 
числа меньше а, поэтому их — конечное множество. Следовательно, 
на каком-то конечном шаге получится окончательное разложение 
числа а на простые множители.

Д оказательство

ТЕОРЕМА 2
Если натуральное число разложено на простые множители, то такое 
разложение единственно; иными словами, любые два разложения 
числа на простые множители отличаются друг от друга лишь 
порядком множителей.

При разложении числа на простые множители используют при
знаки делимости и применяют запись столбиком, при которой дели
тель располагают справа от вертикальной черты, а частное записы
вают под делимым.

ПРИМЕР 1
Разложить на простые множители число:

а) 3780; б) 7056.
Решение а) 3780 2

1890 2
945 3
315 3
105 3

35 5
7 7
1
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Итак, 3 780 = 22 • З3 • 5 • 7.
б) 7056 2

3528 2
1764 2

882 2
441 3
147 3

49 7
7 7
1

Итак, 7056 = 24 • З2 • 72.

В обоих случаях мы использовали так называемые 
канонические разлож ения , когда простые множ ители 
располагаются в порядке возрастания.

Знание канонических разложений позволяет без осо
бого труда находить наибольший общий делитель или 
наименьшее общее кратное заданных чисел.

ПРИМЕР 2
Вычислить

НСЩ3780, 7056) и НОК(3780, 7056).
Имеем

3780 = 22 • З3 • 5 • 7,
7056 = 2* • З2 • 72.

Значит,
НОД(3780, 7056) = 22 • З2 • 7 = 252;

НОК(3780, 7056) = 24 • З3 • 5 • 72 = 105840.

Вопросы для самопроверки
1. Сформулируйте основную теорему арифметики натураль

ных чисел.
2. Разложите на простые множители число 630.

Реш ение

каноническое
разложение



Основные результаты
В этой главе мы познакомились со свойствами делимости 
натуральных чисел.



•  Мы изучили конкретные признаки делимости:
на 2: число делится на 2 тогда и только тогда, когда по
следняя цифра числа чётная;
на 5: число делится на 5 тогда и только тогда, когда оно 
заканчивается на 0 или 5;
на 10: число делится на 10 тогда и только тогда, когда 
оно заканчивается на 0;
на 4: число делится на 4 тогда и только тогда, когда две 
его последние цифры образуют число, делящееся на 4; 
на 25: число делится на 25 тогда и только тогда, ког
да две его последние цифры образуют число, делящееся 
на 25;
на 8: число делится на 8 тогда и только тогда, когда 
три его последние цифры образуют число, делящееся 
на 8;
на 125: число делится на 125 тогда и только тогда, 
когда три его последние цифры образуют число, деля
щееся на 125;
на 3: число делится на 3 тогда и только тогда, когда 
сумма его цифр делится на 3;
на 9: число делится на 9 тогда и только тогда, когда 
сумма его цифр делится на 9; 
а такж е признаки делимости на 7, 11 и 13.

•  Мы изучили некоторые свойства множества простых чи
сел и познакомились с основной теоремой арифметики.

•  Мы выяснили, как связаны между собой наибольший 
общий делитель и наименьшее общее кратное двух на
туральных чисел:
НОК(а, Ъ) • НОД(а, Ъ) = аЪ.

•  Мы познакомились с комбинаторной теоремой о выборе 
двух элементов.

Тема исследовательской работы
Признаки делимости.
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'/ЭЛЕМЕНТЫ 
ТЕОРИИ ДЕЛИМОСТИ

Прочитайте пп. 1 и 2 в § 46 учебника.

4 6 Л П И Н 1  Из чисел 124, 345, 570, 288, 441 и 729 укажите числа, кратные: 
  а) 2; б) 3; в) 5; г) 10.

46.2 д И Д  Назовите делители числа:
а) 24; б) 54; в) 75; г) 90.

а) Число п кратно 3. Докажите, что число 4п кратно 12.
б) Число т  кратно 7. Докажите, что число 2т  кратно 14.

46.4 Ш*Щ  а) Число а кратно 6. Докажите, что а2 + 12а кратно 36.
б) Число а кратно 4. Докажите, что а2 + 2а кратно 8.

46.fi а) Число а кратно 2, а число Ъ кратно 3. Докажите, что За + 2Ь
кратно 6.

б) Число а кратно 2, а число Ъ кратно 5. Докажите, что 2Ъ + 5а 
кратно 10.



Докажите, что:

11К& Щ »'Д а) 236 + 237 кратно 24;
б) 85 -  322 кратно 31;

146,7..... ИМ И а) 214 -  75 делится на 37;
б) 105 + 57 делится на 19;

|4 б Г х Ц [ » 1  а) 2 1 372 -  9532 делится на 20;
б) 33782 + 12842 делится на 6;
в) 89 732 -  17372 делится на 90;
г) 546 7682 + 11 1122 делится на 12.

46-9 Ц оДЦ а) 7783 -  1533 делится на 54;
б) 783 + 843 делится на З4;
в) 9733 -  7573 делится на 63;
г) 7723 + 2283 делится на 103.

;4 6 Л 0 Н « 1  а) 3 456 728 496 ! 4; в) 26 354 981 175 i 25;
б) 473 928 375 i 125; г) 1 736 907 064 • 8.

Прочитайте п. 3 в § 46 учебника.

146.11 К  Ш  Докажите, что:
а) 103 211 064 ! 11; в) 102 257 246 i 13;
б) 110 238 072 ! 7; г) 1 235 234 i 1001.

Прочитайте п. 1 в § 46 учебника.

46 ,121И»И Не производя вычислений, докажите, что а i b, если:
а) а = 213 • 488 • 204 • 315, Ь = 120;
б) а = 276 • 485 • 204 • 315, Ъ = 300;
в) а = 215 • 497 • 241 • 335, Ъ = 175;
г) а = 549 • 495 • 204 • 315, Ъ = 900.

Ю з  ЕЯ  Докажите, что следующее утверждение верно для любого нату
рального значения п :
а) (Зл + Зи + 1 + Зга + 2) : 13;
б) (7п + 7п + 1 + 7п + 2) ! 19;
в) (5и + 5ге + 1 + 5га + 2) :  155;
г) (22га + 22и + 1 + 22ге + 2) ! 28.

в) 378 -  377 кратно 18;
г) 31г> + 96 кратно 41.

в) 154 -  93 делится на 11;
г) 722 + 6G делится на 30.
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Ш Ш . Щ  Докажите, что:
а) (533 + 633) делится на 116;
б) (183 + 263) делится на 176;
в) ( I 3 + 23 + З3 + ... + 1813 + 1823) делится на 183;
г) (23 + З3 + ... + 1963 + 1973) делится на 199.

46.15 ВГфЖ  а) Произведение двух идущих подряд натуральных чисел делится
на 2 ;

б) произведение трёх идущих подряд натуральных чисел делится 
на 3 и на 6 ;

в) произведение четырёх идущих подряд натуральных чисел де
лится на 4, 12 и 24;

г) произведение пяти идущих подряд натуральных чисел делится 
на 5, 20 и 120.

4 йТйГИГПИ а) Докажите, что произведение любых 10 0  последовательных на
туральных чисел делится на 10  0 0 0 .

б) Докажите, что произведение любых п (п > 1) последователь
ных натуральных чисел делится на п.

Докажите, что:

А(\ 17ШГ®Ш a) ad + be + ас + bd делится на а + Ь;
б) ab + be -  ad -  cd делится n a b  -  d.

4 fi-1 ft И » И  а) Если ad + be делится на a + b, то и ас + bd делится на а + Ь;

46.19

б) если ad + be не делится на а + Ь, то и ас + bd не делится на 
а + Ъ.

а) [ab + ba) i l l ;  в) (ab -  ba ji  9;

б ) (abed + dcba)j i l l ;  r) (abc -  cba j! 9 9 .

46.2"0Ж *Я a) Число 2a + 7b не делится на 13. Докажите, что и 11а + 6Ь не
   iHiiui   я I таЛИИИН̂НМИЯН

делится на 13.
б) Число 37а + l i b  не делится на 19. Докажите, что число а + 8Ь 

не делится на 19.

Найдите все такие натуральные числа а , при которых является 
натуральным числом выражение:

1   ч дп + 7 ч 7п + 27
46.21 И ..Д  a) - J J — ; в)
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Г46.22 ИМИ a) 5n2 +7n 12; в) 6п‘ 8п + 90;п ’ 2 п
б) га7 + 3а2 + 36. г) пь + тг3 + 1000

Я2 ’ П3 '

5х + 17а) На графике функции г/ = ----------  найдите все точки, обе коор-
х + 7

динаты которых целые числа.
б) При каком наименьшем натуральном значении параметра а на 

графике функции у  = — есть ровно одна точка, коорди

натами которой являю тся натуральные числа? Найдите коор
динаты этой точки.

l IoMi Найдите все значения числа а, при которых числа:
3 3а ) ------1  и — + а — целые;а а
4 8б) -  + 3 и — + а — натуральные. а а

Г#Щ Докажите, что при любых целых значениях п число п4 + 2п3 — п2 — 
- 2 п делится:
а) на 4; б) на 8 ; в) на 12; г) на 24.

jlS jJ  Докажите, что для любого натурального значения п верно утвер
ждение:
а) (2а3 + За 2 + п) \ 6 ; б) (а3 + З а 2 + 2п)(п + 7) : 24.

18®Ш а) Докажите, что если а + —  — натуральное число, делящееся

на 6, то а2 + — также натуральное число, делящееся на 36.аг

б) Докажите, что если а + — натуральное число, делящееся

1е о , 202500 оокна 15, то ал н------- ц—  — натуральное число, делящееся на 225.яг

Используя обобщённую формулу сокращённого умножения 
ап -  Ьп = (а -  Ь)(ап ~1 + ап ~ 2Ъ + ... + аЪп ~2 + Ъп ~х), докажите, что:
а) 7п -  2п делится на 5; в) 15” -  1 делится на 7;
б) 172ге -  9" делится на 140; г) 24п -  1 делится на 15.



Используя обобщённую формулу сокращённого умножения 
а2п + 1 + Ъ2п +1 = (а + Ь)(а2п -  а2п ~ гЪ + а2п ~ 2Ь2 -  ... -  аЬ2п ~ 1 + Ь2п), 
докажите, что:
а) 733 + 233 делится на 9;
б) 17 • 172" + 3 • 9" делится на 20;
в) 1321 + 1 делится на 7;
г) 49” • 7 + 5 • 25" делится на 12.

Используя формулу из 46.28, докажите, что:
а) 2357 -  1 делится на 234;
б) 2 0 0 1 2007 -  1  делится на 2 0 0 0 ;
в) 343246 -  1 делится на 344;
г) 1 1 1 346 -  1 делится на 1 2  320.

Докажите, что:

а) 13" + 7 • 5" делится на 8 ;
б) 31" -  27 • 5" делится на 26;
в) 85" + 44 • 40" делится на 45;
г) 85" + 4 5 - 3 "  делится на 22 при п = 2k + 1.

б Г з Щ З И  »> (7 • l l 6 -  7) : 84; б) (156 • 13‘ -  127) ! 75.

ПРОСТЫЕ И СОСТАВНЫЕ ЧИСЛА

а) Назовите двузначные числа, которые являются простыми.
б) Приведите примеры составных двузначных чисел.

Ш 7 1 Докажите, что только одно число, состоящее из чётного количе
ства одинаковых цифр, простое. Найдите это число.

а) Сумма двух чисел равна 149, а разность их квадратов — про
стое число. Найдите эти числа.

б) Сумма двух чисел равна 101, а разность их квадратов — про
стое число. Найдите эти числа.
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47.4 X I  Найдите (если возможно) два трёхзначных числа таких, что:
а) они взаимно просты;
б) каждое из них — простое число;
в) их сумма и их разность — простые числа;
г) разность их квадратов — простое число.

47ПГТИИИ Докажите, что являю тся составными числа: 
Л а) 34 765; в) 975 312;

б) 10 101; г) 87 654 321.

4 7  к ИГПИ Докажите, что число 237231 + 732132 — составное.

Разложите на простые множители числа:
) 4   ̂ а) 95 256; б) 968 ООО; в) 444 528; г) 178 200.

47^  Сколько существует натуральных чисел, меньших 100, делящих-
.-XV. ся:

а) на 2; б) на 3; в) на 5; г) на 6 ?

(4 7 9̂ Т ||[ | Может ли из 101 идущих подряд натуральных чисел быть ровно
ЗКНГ.’) одно, делящееся:

а) на 50; б) на 51; в) на 101; г) на 100?

57Д (Ш И И  Может ли произведение 101 идущих подряд натуральных чисел
не делиться:

■\У’’ *
а) на 51; б) на 101; в) на 606; г) на 103?

47 V1 Докажите, что если натуральное число р  (р > 1) не делится на все
натуральные числа п такие, что п2 < р , то р  — простое число. 

47Л 21И 11  Докажите, что при любом натуральном п числа вида бтг + 2; бтг + 3
и бтг + 4 являются составными.

47 1 я ШИПИ Докажите, что если р  — простое число больше 3, то р 2 -  1 делится
на 24.

4 7 .1‘4 || |« Д [  Докажите, что любое простое число больше 3 даёт при делении 
; на 6 в остатке либо 1, либо 5, т. е. может быть представлено в 

виде бтг + 1  или бтг -  1 , где п — некоторое натуральное число. 
Представьте в данном виде простые числа 5; 13; 149; 259; 983. 
Подберите такие значения тг, чтобы числа вида бтг + 1 и бтг -  1 не 
были простыми.



Найдите все такие простые числа р, при каждом из которых яв
ляется простым каждое из чисел:
а) р , р  + 10 и р  + 14; /
б) р -  2, р  + 24, р  + 26.

Существуют ли такие значения р, при которых числа:
а) р  и 8р 2 + 1 — простые;
б) р  и 2р + 1 — простые (р > 3).

Докажите, что четвёртая степень любого натурального числа, 
большего единицы, увеличенная на 4, не может быть простым 
числом.

Найдите все простые числа р  и q такие, что:
а) 5р + 17q = 140; б) 7р + Sq = 8 6 .

Определите, является ли простым число 2110 + 752.

Докажите, что натуральное число, следующее за произведением 
четырёх последовательных натуральных чисел, не может быть 
простым.

Найдите остаток от деления числа:
а) 43 215 436 на 10; в) 1 234 567 на 9;
б) 1 234 321 на 3; г) 3 456 785 на 6 .

Назовите все остатки, которые могут получиться при делении на 
число: а) 5; б) 7; в) 4; г) 10.

Составьте формулу натурального числа, которое:
а) при делении на 5 даёт остаток 4;
б) при делении на 7 даёт остаток 3;
в) при делении на 11 даёт остаток 7;
г) при делении на 6 даёт остаток 1 .



Составьте формулу натурального числа а, которое при делении на 
п даёт неполное частное Ъ и остаток г. Используя эту формулу, 
заполните таблицу:

Г 2469 11
--- ”  " к я в

Г 3528 15
1 53 106 15
Т 28 47 19

Число х  при делении на 12 даёт остаток 7. Чему может быть ра
вен остаток от деления числа х:
а) на 2 ; б) на 3; в) на 6 ; г) на 8?

а) Докажите, что остаток от деления натурального числа на 5 равен 
остатку от деления его последней цифры на 5.

б) Докажите, что остаток от деления натурального числа на 3 ра
вен остатку от деления суммы всех его цифр на 3.

а) Докажите, что остаток от деления натурального числа на 4 ра
вен остатку от деления числа, образованного двумя его послед
ними цифрами, на 4.

б) Докажите, что остаток от деления натурального числа на 25 
равен остатку от деления числа, образованного двумя его по
следними цифрами, на 25.

Найдите остатки от деления:
а) на 5 чисел 123; 167; 205; 20 009;
б) на 4 чисел 2345; 678; 3457; 2 323 232.

Найдите остатки от деления:

а) на 3 чисел 232 332; 768 900 001; 777...777 ;ч- - - - - - - у- - - - - - - '
всего 856 семёрок

б) на 9 чисел 1372; 232 332; 5632; 111...111 .
всего 256 единиц

а) Докажите, что остаток от деления числа (не меньшего 1000) на 
8 равен остатку от деления на 8 числа, соответствующего трём 
последним цифрам данного числа.

б) Найдите остатки от деления на 8 чисел 454 548; 1 234 567;
777...777 .'------V------'

всего 8226 семёрок
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[48Л101Щ 1 В числе 23П47 заполните пропуск такой,цифрой, чтобы число:
а) делилось на 3;
б) делилось на 9.

йрг'/.'П В числе 233ЕИ4 заполните пропуск такой цифрой, чтобы число:
а) делилось на 4;
б) делилось на 1 1 .

[4835U  | ® числе 3423П заполните пропуск такой цифрой, чтобы число:
а) делилось на 3 и на 2 ;
б) делилось на 3 и на 4.

|Ж 1 У |гг’Т 7] В числе 735П4 заполните пропуск такой цифрой, чтобы число:
а) при делении на 3 давало в остатке 2 ;
б) при делении на 4 давало в остатке 2.

[48 . 1 ’J В числе 7345П заполните пропуск такой цифрой, чтобы число:
а) при делении на 9 давало в остатке 2;
б) при делении на 5 давало в остатке 3;
в) при делении на 25 давало в остатке 7;
г) при делении на 1 1  давало в остатке 1 0 .

Докажите, что найти остаток от деления числа на 11 можно сле
дующим образом:
1 ) вычислить сумму всех его цифр в разрядах единиц, сотен, де

сятков тысяч и т. д.;
2 ) вычесть из неё сумму цифр в разрядах десятков, тысяч и т. д.;
3) если полученная разность положительна, то остаток от её деле

ния на 1 1  равен искомому остатку;
4) если полученная разность отрицательна, то остаток от деления 

её модуля на 1 1  равен разности числа 1 1  и искомого остатка.

Г48Л1,1 |д '0^  j Найдите остатки от деления на 11 чисел 3718; 7381; 1937; 9281; 
~ ^  ^ 777.. .777 ; 333...333.'------V------' '----- V------'

всего 856 семёрок всего 3333 троек

Найдите последнюю цифру числа:

>Ц а) 21™7; б) З1918; в) 7Ш2; г) 91941.

а) 200120022003; в) 1345е78»1

б) 199920021338; г) 234567890123“ .

.12345
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Г Ж Ш Ш Ш  а) 221132 + 255243 + 236637 -  359346;
б) 435435 + 6 1 6 ^  -  23 3 74.

148721 ШПЩ Докажите, что сумма всех остатков, которые могут получиться 
при делении:
а) на 2015, делится на 2015;
б) на 2016, не делится на 2016.

4 8 .2 2 jf^ ^ j  а) Докажите, что произведение любых 97 последовательных на- 
“ туральных чисел делится на 97.

б) Можно ли утверждать, что произведение любых 97 последова
тельных натуральных чисел делится на 972?

Укажите какое-либо трёхзначное число п , при котором число:
а) п4 + 2тг3 -  п2 -  2п не делится на 5;
б) п4 + 2п3 -  п2 -  2п не делится на 24.

Пусть числа п1 и п2 дают при делении на число т  остатки соот
ветственно гх и г2. Докажите, что остаток от деления суммы чи
сел п1 и п2 на число т  равен остатку от деления суммы и г2 на 
число т.

! 4вГ 25В ^Ц  Пусть числа п 1 и п2 дают при делении на число т остатки соот- 
ветственно гх и г2. Докажите, что остаток от деления произведе
ния чисел п1 и п2 на число т  равен остатку от деления произве
дения гг и г2 на число т.

:j 4 в З б Ж Я И  Пусть числа п1 > п2 дают при делении на число т  остатки со- 
™ ^ ответственно гх и г2. Докажите, что остаток от деления разности 

п х -  п2 на число т  равен гх -  г2, если гх > г2, и т  + гх -  г2, если
гх < Г2‘

■I48127ТИПН Остаток от деления числа п на 24 равен 7. Каким может быть 
” ^  остаток от деления этого числа:

а) на 12; б) на 48; в) на 8 ; г) на 72?

Остаток от деления числа п на 50 равен 17. Каким может быть 
остаток от деления этого числа:
а) на 25; б) на 100; в) на 10; г) на 125?



Заполните таблицу:

| Число Остаток от деления на 3 |
п 0 1 2

9 п
7 п
2 п

j 7г2
Г п8
j  п8 + п2 + 201п

Докажите, что если а и & не делятся на 3 , то и а2 + Ь2 не делится 
на 3.

Заполните таблицу:

Число Остаток от деления на 5
п 0 1 I

Г ~ -  
2 3 4

Ъп
Зп

.......

Чп
п2
п8

Р п8 + п2 + 2000/г ...........-......1

Рассмотрите три утверждения:
а) сумма квадратов двух чисел делится на 3 тогда и только тогда, 

когда оба эти числа делятся на 3;
б) сумма квадратов двух чисел делится на 5 тогда и только тогда, 

когда оба эти числа делятся на 5;
в) сумма квадратов двух чисел делится на 7 тогда и только тогда, 

когда оба эти числа делятся на 7.
Два из них являются верными, а одно нет. Докажите верные ут
верждения и опровергните примером неверное утверждение.

а) Докажите, что дискриминант квадратного уравнения с целы
ми коэффициентами либо делится на 4, либо при делении на 4 
даёт в остатке 1 .

б) Может ли дискриминант квадратного уравнения с целыми ко
эффициентами равняться 2003?



а) Найдите остаток при делении на 4 суммы всех различных чи
сел, в записи каждого из которых есть 127 раз цифра 4 и один 
раз цифра 1 .

б) Найдите остаток при делении на 9 суммы всех разных десяти
значных чисел, в записи каждого из которых любая из 10  
цифр есть ровно по одному разу.

а) Если двузначное число разделить на сумму его цифр, то в част
ном получится 3, а в остатке 7. Найдите это число.

б) Если двузначное число разделить на сумму его цифр, то в част
ном получится 6 , а в остатке 4. Найдите это число.

а) Докажите, что сумма квадратов двух последовательных целых 
чисел при делении на 4 даёт остаток 1.

б) Докажите, что если число а — чётное, но не кратное 4, то чи
сло а2 при делении на 32 даёт остаток 4.

в) Докажите, что квадрат нечётного числа при делении на 8 даёт 
остаток 1 .

г) Докажите, что если число а — чётное, но не кратное 6 , то чи
сло а2 при делении на 12 даёт остаток 4.

а) Известно, что число а при делении на 5 даёт остаток 1, а при 
делении на 3 даёт остаток 2. Найдите остаток от деления числа 
а на 15.

б) Известно, что число а при делении на 4 даёт остаток 3, а при 
делении на 3 даёт остаток 1. Найдите остаток от деления числа 
а на 1 2 .

НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ ДЕЛИТЕЛЬ 
И НАИМЕНЬШЕЕ ОБЩЕЕ КЕАТЩ §

Из отрезка натурального ряда чисел от 1 до 20 выпишите:
а) пары взаимно простых составных чисел;
б) пары составных чисел, в которых одно число кратно другому;
в) пары чисел, общим делителем которых является составное 

число;
г) пары простых чисел, наименьшее общее кратное которых при

надлежит данному ряду чисел.
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РВИН Представьте данные дроби как сумму или разность дробей, 
знаменателями которых служат простые числа. Например!

49.3

1 _ 1 1 3 _ 5 1 тттттт 71 _ 1 1 1
6 2 3 ’ 14 7 2 105 3 5 7*

а) 8
15’ в) 3

35’ Д) 7 .
30’

б) 7 .
22’ г) 20

143’ е) 13
70*

Найдите наибольший общий ,
а) 154 и 210; в) 105
б) 240, 360 и 900; Г) 144,

Найдите наименьшее общее кратное (НОК) чисел:
а) 120 и 144; в) 132 и 242;
б) 255, 510 и 153; г) 156, 195 и 390.

Найдите НОД и НОК чисел:
а) 84 и 56; в) 96 и 144;
б) 6 6 , 99 и 132; г) 39, 65 и 156.

 ИГЛИ а) Найдите два натуральных числа, сумма которых равна 35, а
наименьшее общее кратное равно 42.

б) Найдите два натуральных числа, разность которых равна 6 6 , а 
наименьшее общее кратное равно 360.

Найдите НОД и НОК чисел:

49.7 а) 2 14 • З7 и 2 11 • З15;
б) 220 • 513 • V  и 211 • 514 • 76;
в) 2124 • З7 и 2111 • 55;
г) 212 • З11 • 516; 29 • З14 • 526 и 211 • З7 • 520.

49.8 а) 412 • 6 14 • 910 и 88 • 126 • 1010;
б) 155 • 108 • 67 и 258 • 404 • 276.

49.9 а) 5” и 5ra + 2;
б) 6 3ге + 2 и 5п + 3. >

в) 7" и 7»;
г) 136" и 137.
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Существуют ли такие числа а и Ь, что:

Ж Ш Н 1  а> н о к  («: 6) = а >
б) НОД (а; Ь) = 6;
в) НОД (а; 6) = НОК (о; &);
г) НОК (а; Ъ) не делится на НОД (а; Ъ)1

а) НОК (а; Ъ) • НОД (а; Ъ) > а ■ Ь;
б) НОК (а; &) • НОД (а; Ъ) < а • Ы

Для каждого натурального п найдите НОД и НОК следующих 
чисел:

49Л 2Ж »11 а) п и п + 1 ; в) п + 170 и /г + 171;
б) п и /г + 5; г) /г и п + 6 .

a) п2 + п и п + 1 ; в) /г3 + 1  и я;
, б) ns + 1  и п + 1 ; г) п2 + 1 и 27г.

& Л 4 К * 3 | Зайдите НОД чисел:
а) 2п  и 4тг + 2; в) бтг + 3 и Зтг;
б) ЗОтг + 25 и 20тг + 15; г) 14тг + 35 и 7тг + 21.

4 9 Л 5 "^ Р Я  Докажите, что НОД (п; п + k) = НОД (тг; k).

50.1 IS IS  Р азл0жите число на простые множители:
_ ~ а) 24 500; б) 10 368; в) 24 200; г) 97 344.

Представьте данное число в виде произведения степеней различ
ных простых чисел:



Найдите количество различных натуральных делителей числа:

а) 12; б) 80; в) 45; г) 120.

а) 213 • 5; б) 2б • З4 • 56; в) 2 "  • 3 " ; г) 25 • 6 7 • 12й .

а) 417; б) 1001"; в) 8023; г) 12011.

Произведение натуральных чисел 1 • 2 * 3 • 4 • 5 • ... • п обознача
ют тг!. Символ п\ читают тг-факториал; 1! = 1. Представьте в виде 
произведения и вычислите:
а) 3!; б) 41; в) 5!; г) 6 !.

\
С каким показателем входит число 2 в разложение на простые 
множители числа:
а) 10!; б) 20!; в) 40!; г) 100!?

С каким показателем входит число 5 в разложение на простые 
множители числа:
а) 10!; 6) 20!; в) 40!; г) 100!?

Сколькими нулями оканчивается число:
а) 10!; б) 20!; в) 40!; г) 100!?

Найдите НОД и НОК чисел:

а) 214 и 25!; в) 371 и 1891!;
б) 2100 и 100!; г) 5207 и 676!.

а) 6 14 и 75!; б) 21100 и 1000!.

а) 134! -  1 и 133; б) 255! -  9 и 9009.

Найдите (можно использовать микрокалькулятор) наименьший 
простой делитель числа:
а) 5! + 1; б) 8 ! + 1; в) 7! + 1; г) 13! + 1.

Докажите, что число р\ + 1 не делится ни на одно простое число, 
не превосходящее простое число р , а значит, либо делится на ка
кое-либо простое число, большее р , но меньшее р\ + 1 , либо само 
является простым.

Докажите, что среди ста чисел 101! + 2; 101! + 3; 101! + 4; ...; 
1 0 1 ! + 1 0 1  нет ни одного простого.



Глава 1

1.18. а) /(0 ) = -0 ,4 ;  /(1) = / ( -3 )  = 5; б) f(a) = \
3 а + 5

<е/0 ч 9а2 -  За -  2 ОЛ а 2 -  7а + 10 2ч/(За) = ----— —-----; /(а  -  3) = -------- —-— в) f(x  ) =

f(x  + 1) =

/(а + 6)

За + 5
х 2 + х

X + 6 / f - ^
\ х У

а + 2 

1 -  х -  2х2

х 4 -  х 2 -  2 
х 2 + 5

а 262 -  аЪ -  2; г) /(аб) =
х + 5х ab + 5

а 2 + 2а6 + b2 -  а -  b а аб -  26"
аб + 56"

■. 1.20. 2 км/ч.
а + 6 + 5 v17 /

1.21. 40 км/ч .  1.23. а) а = -3 ; б) а = 0; в) а = ±2; г) а = ±1.
1.24. а) а < 0; б) а е 12; в) ни при каких значениях а; г) а = 0.

1.25. а) 7-; б) 18; в) ——; г) —. 1.26. а) -3 ; б) в) 4; г) 2—.
3 15 3 3 3

1.27. а) ОД; б) 6 ; в) 2,5; г) -0 ,8 . 1.28. а) 6 ; б) - 6 ,8 . 1.29. а) 5; б) 4,5;

в) 13; г) -0 ,1 . 1.30. а) 15; б) 10-:  в) ^ - ;  г) 1— . 1.31. а) 1; 3;
3 15 15

б) 1; 5; в) 1; 2; 3; г) 1; 3; 5. 1.32. 1. 1.34. а) у =

1 - хб) k = Х + 4 ; в) х = 5 + yZ— Ц -;  г) z =
х -  х 2у — 2  + 1 1л- ух -  у

а -  6 + с
б> I ----------- ; в>6 -  а + с ху(х -  у)

23 -  4х 
х — 2 

с -  d. 1.36. а) ,
f  -  d

2 ~ Х ~ у ; г) 1.38. а) 1; б) 2. 1.39. а) 1,5;
а

; не изменилось;х х — 1б) -4; в) -2 ; г) - 4 ,5 .1.40. а) —; не изменилось; б) -------
а х + 1

1 2  1в) — ; не изменилось; г) —; не изменилось. 1.41. а) —; изменилось;К sy /у* уу

б) у -  1.; изменилось; в) — — —• изменилось; г)
2 3 у + 1

изменилось.

1.42. а) х ф 1; б) х Ф 2; в) х Ф -1 ; 1; г) х Ф 0; 1. 1.43. а) При а -  3 
значение дроби равно 1 при всех t Ф 3; б) при а = -3  значение дроби



а = -4 . 44.53. При а = -7 ; сумма и произведение корней равны 0.
44.54. При а = 2 или а = -6 ; сумма и произведение корней равны 0.
44.55. а = 0. 44.56. а = 1; Ъ = 0.

45.1. б) 0,9; в) 0,5; г) 0,6. 45.2. а) 6; б) 2; в) 6; г) 10. 45.3. а) 5; б) 4;
в) 9; г) 14. 45.4. а) 0; б) 0; в) 0,1; г) 0,5. 45.5. а) 480; б) 320; в) 192; г) 
384. 45.6. а) 248; б) 366; в) 1712; г) 2124.

Глава 7

46.21. а) 1; 7; б) 2; 6; в) 1; 3; 9; 27; г) 36. 46.22. а) 2; 3; 4; 6; 12
б) 1; 2; 3; 6; в) 1; 3; 5; 9; 15; 45; г) 1; 2; 5; 10. 46.23. а) (-6 ; -13) 
( -5 ;  -4 ) ;  ( -4 ;  -1 ) ;  ( -1 ;  2); (2; 3); (11; 4); ( -8 ;  23); ( -9 ;  14) 
(-10; 11); (-13; 8); (-16; 7); (-25; 6); б) а = 114; А( 1; 1). 46.24. а) ±1 
±3; б) 1; 2; 4.

47.3. а) 75; 74; б) 51; 50. 47.6. 237 i 3 и 732 ! 3. 47.15. а) 3; б) 5.
47.16. а) 3; б) да, например, 5, 11. 47.18. а) р = 11; q = 5; б) р = 5;
q = 17 или р  = 11; q = 3.

Я 48.8. а) 3; 2; 0; 4; б) 1; 2; 1; 0. 48.9. а) 0; 1; 1; б) 4; 6; 7; 4.
48.11. а) 2; 5; 8; б) 2. 48.12. а) 0; 2; 4; 6; 8; б) 6.
48.17. 0; 0; 1; 8; 0; 3. 48.18. а) 8; б) 9; в) 1; г) 9. 48.19. а) 1; б) 9;
в) 5; г) 6. 48.20. а) 1; б) 0. 48.27. а) 7; б) 7 или 31; в) 7; г) 7;
31; 55. 48.28. а) 17; б) 17; 67; в) 7; г) 17; 42; 67; 92; 117. 48.34. а) 3;
б) 0. 48.35. а) 37; б) 64. 48.37. а) 11; б) 7.

49.6. а) 14 и 21; б) 90 и 24. 49.12. а) НОД = 1; НОК = п(п + 1);

б) если п делится  на 5, то НОД = 5; НОК = П̂ П + если
5

п не делится на 5, то НОД = 1; НОК = п(п + 5); в) НОД = 1; 
НОК =  (тг +  170)(тг +  171); г ) если п не делится ни на 2, ни на 3, 
то НОД = 1; НОК = п(п + 6); если п делится на 2, но не делится

на 3, то НОД = 2, НОК = — --------; если п делится на 3, но не де-



лится на 2, то НОД = 3, НОК = ~^п "|~ если п делится на 6, то

НОД = 6, НОК = 49.13. а) НОД = п + 1; НОК = п(п + 1);
б

б) НОД = п + 1; НОК = п3 + 1; в) НОД = 1; НОК = п 4 + п;
г) НОД = 1 при п = 2к; НОД = 2 при п = 2k + 1; НОК = (п2 + 1)2п или 
НОК = п(п2 + 1). 49.14. а) 2; б) 5; в) 3; г) 7.

50.8. а) 8; б) 18; в) 38; г) 97. 50.9. а) 2; б) 4; в) 9; г) 24. 
50.10. а) 2; б) 4; в) 9; г) 24. 50.11. а) НОД = 214; НОК = 25!
б) НОД = 297; НОК = 8 • 100!; в) НОД = З71; НОК = 1891!
г) НОД = 5168; НОК = 539 • 676!. 50.12. а) НОД = 614; НОК = 75!
б) НОД = 21100; НОК = 1000!. 50.13. а) НОД = 1; НОК = 133 • (134! -  1)
б) НОД = 9; НОК = 1001 • (255! -  9).

51.1. а) 6; б) 3; в) 1; г) 8. 51.2. а) 6; б) 4; в) 5; г) 3. 51.3. б) 9; в) 6; г) 1 .
3

51.5. а) 0,0625; б) 0,25; в) 0,25; г) 0,375. 51.6. а) 81 * 0,003;
24336

б) * 0,06. 51.7. а) 240; б) 348; в) 1632; г) 1980.
6084

IА'/( т о ш в о е  п о в т о р е н !

10. а) а = - 1 ;  б) а = 3. 11. а) Ъ = - 8 ;  с = 0; б) Ъ = - 2 4 ;  
с = -45. 17. а) у = -8  при х  = -1 ; у й = 0 при х = -3 ; б) у = -37 ^ найм ^ 7 & наиб ^ 7 7  ^ найм
при х = -7 ; г/ы>иб = 0 при ж = -4 ; в) утт = -6  при х  = 0; г/каиб не су-
ществует; г) г/наим не существует; г/наиб = 8 при х = 2. 19. а) х < -7;
х > 1; б) -1  < х  < 3; в) -3  < х  < 5; г) х < -4 ; х > 1. 20. а) х < -2;
х > -2 ; б) -° °  < х < +оо; в) х = 3; г) нет решений. 21. а) Один
корень при т = - 3; два корня при т > -3 ; не имеет корней при
т < -3 ; б) один корень при k = 5; два корня при k < 5; не имеет

-3  4 1 3корней при k > 5. 27. а) у  = — ; б) у = —; в) у = ------; г) у -
Х ЛА О ЛА ЛА•Л/ ьЛ/ •Л/

28. а), б) Да; в), г) нет. 29. а) ут = -6  при х  = 1; не существует;
б) = 1 при ж = 3; УшЛ = 4 при ж = 0; в) yt m  = -10  при ж = -1 ; 
Уп* -  ~4 ПРИ * = - 4 ; г> Р..™ не существует; ymia = 0 при ж = 7.
зэ - а) У™ = 2 при ж = 4; у .  не существует; б) н ,  = S  при ж = 3;


