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ITensie unciia, KAK M3BECTHO, MOMKHO CKJIAALIBATH, BHIUUTATH, IIEPEeMHO-
JKaTh ¥ BO3BOJAUTHL B HATYPAJbHYIO CTEIIEHbL — B PE3yJbTaTe MOJYUYUTCHA
mesioe umncyo. MHadye 00CTOUT AeJIO ¢ JejieHneM. JTa omepanus Ha MHOMKe-
CTBe IIeJIBIX UMCEeJI, C OMHOM CTOPOHEBI, BHEINIOJHIMA HAJIEKO HE BCETJa, a C
IPYTOii CTOPOHBI, OUEHb BaKHA NJIA IpUioKenuii. Bes jejieHuA MBI He
CMOIVIM OBI COKpaIaTh APOOM, HAXOAUTH HAMOOJBIIUHA OOIWil JeJInTehb
11 HaMMeHbIIlee o0Ilee KpaTHOe IeJIbIX UMCces, MPUBOIUTL APoOU K ofIie-
MY 3HaMeEHAaTeJI0, BBIMOJHATL Pa3IMUHLIE VIPOINEHHS ajiredpamiecKux
BBIpasKeHuii. VIMEHHO II0STOMY BOIPOCAMH JEeJIMMOCTH MaTEeMATHUKU 3a-
HUMAIOTCA OYeHb JaBHO M OUE€HL aKTHUBHO. Teopus AeJIMMOCTHA COCTaBJIS-

€T CYIIIECTBEHHYI0 UacTh TEOPHUM UMCEJ — BaKHOM M MHTEPECHOW Mare-
MaTHUYeCKON HayKH.

IlycTs mampl HaTypajibHBIE yuchka g u b, Ecnu cymec'rByerrw-Ha'rypam;Hoe
YHCJIO ¢ TAKOE, YTO BEIIOIHAETCH PABEHCTRO @ = bg, TO TOBOPST, 9TO YHCIO
a penwnrces Ha uucno b. Ilpu 9TOM UuMCIO @ HAsHIBAIOT desumbim, b — de-
Aumenem, ¢ — 4acmHuuiym. UUCHO @ HA3BIBAIOT TAKIKE KPAMHbLM Yucaa b,




W3 sanucu a = bq ciaemyer, 4To b — peauTeNb @ M YTO @ KpaTHO b.
Brpouem, u3 TOI ke 3aIIUCHU CJIEAYET, UYTO ¢ — HEeJIUTEJb @ U YTO @ KPAaTHO (.
Hampumep, us s3anucu 35 = 5 - 7 ciexyer, uTo 35 meaurca Ha o u 35 ne-
Jurcs Ha 7, uro 35 KpaTHO 5 1 35 KpaTHO 7, UTO b — HeJaUTEeJb Yucja 35
(uz Torma 7 — yacTHOe) M UTO 7 — AEeNuTeNb unciaa 35 (1 Torga 5 — yacTHOe).

BmecTo ¢pasel «a menuTca Ha b» dyacTO MCHOJB3YIOT 3aluch a : b.
Hanpumep, BMeCTO OUeBUIHBIX YTBEPIKIACHUMN «a IEJUTCA HA A» UJIU «Q&
oenuTcsa Ha 1» MOMKHO IHCATHL @ i @ WJINU COOTBeTCcTBeHHO a : 1. flcwo, uro
eciia:b, Toa =2b.

O6paruTe BHMMaHMWE, UTO 3ammch 8 : 2 os3mauaeT TpeboBaHUE BHI-
MIOJHUTH OeJieHue uucjaa 8 Ha uucjao 2 (B pes3yabTaTe 9TOHM omepamuu
MMOJIYYHUTCS YMCJI0 4), B TO BpeMA KaK 3aluch 8 : 2 03HAYAET, UTO YUCJIO0 8
IeauTca Ha 2 (IeJauTcsa Hayeno, NeJUTca 6e3 ocmamka); pedb UAET JINIIhb
0 IPUHIANNAJIBHON BO3MOYKHOCTU BBITIOJHUTH JeJIEHHE, a CaMo JejeHune
He TpebyeTcs BHINOJHATL. [IpyMepHO TaK e 00CTOUT AeJsi0 CO 3BHAKOM >.
Ecau manmmcano 8 > 2, To 9T0 JuUIIh KOHcTaTanusa paxrTa: umcyao 8 60Jib-
e yucja 2; mpu 3TOM He TpebyeTca OoTBeUaTh Ha BOIIPOC, HA CKOJbKO
ooavuie.

OrMeTHM pPAJL CBOMCTB OTHOIINEHUS OEJIMMOCTHA Ha MHOMKECTBe HATy-
PAJIBHBIX YHCEJI.

CBOMNCTBO 1

Ecima:cucib,T0a:b.

Hanpumep, u3 Toro, uto 48 : 6 m 6 : 3, MOMXHO CIeJjIaTh BELIBOJZ, UTO
48 : 3.

CBOMCTBO 2

Ecoma:buc:b,to(a+c):b.

Hanpumep, u3 Toro, uro 12 : 3 m 21 : 3, MOXXHO cIeJlaTh BBIBOJ, UTO
(12 + 21) : 3.

CBOWCTBO 3

Ecau a : b u ¢ He geaurca HA b, TO (a + ¢) He meaurTcAa Ha b.

Hampumep, u3s Toro, uro 12 : 3 u 22 He meauTcsa Ha 3, MOXKHO CHeaTh
BBIBOJ, uTO (12 + 22) He meauTcsa Ha 3. B To ;Xe BpeMs u3 TOTO, UTO KANC-
0oe caazaemoe He HeauTCA Ha b, HeJIL3s CHeIaTh BBIBOJ, UTO M CyMMa He
nenurca Ha b. Hanpumep, 14 He menurca Ha 3 u 22 He JeJuTcA Ha 3, HO
(14 + 22) : 3.

CBoiicTBa 2 1 3 paCIPOCTPAHAIOTCA HA CYMMY JI000T0 KOHEUHOTO UMC-
Jla cjlaraeMBbIX CJIEAYIOIIIUM o0pasoM: ecau kadxcdoe caazaemoe 0esumcs
Ha yucao b, mo u cymma deaumca Ha b; ecau raxcdoe crazaemoe, Kpome
00H020, deaumesa Ha b, mo cymma He deaumcs Ha b.



'CBOWCTBO 4

Ectma:bu(a+c):b,T0cC:b.

Hanpumep, us Toro, uro 12 : 3 u (12 + 21) : 3, MOXHO cHeaTh BBI-
BogZ, uto 21 : 3.

'CBOWCTBO 5

Ecaiu a : by u ¢ : by, TO ac : bybo.

Hampumep, u3 Toro, uro 12 : 3 u 28 : 7, MOXXHO cZesaTh BBIBOJ, UTO
(12 -28):(3- 7).

Ecim a : b u ¢ — m000e HATYypAJIbHOE YHUCJIO0, TO AC
ac : bc caenyet, uTo a : b.

: bc; o6paTHO, M3

Hanpumep, u3 TOro, uro 12 : 3, MOXHO CIeJaTh BBLIBOJ, UTO
(12 - 5) i (3 - 5) u obpatHO.

'CBOWCTBO 7

Ecau a : b m ¢ — mo0oe HaTypaJbHOE YHCI0, TO ac : b.

Hanpumep, u3 Toro, uro 12 : 3, MOMHO cheJaTh BBLIBOJ, YTO
(12 - 5) : 3.

Caenmyer 3aMeTUTh, UTO CBOMCTBO, 00OpaTHOE CBOMCTBY 7, HEe MMeeT Me-
cTa: U3 TOro, UTO ac : b, HeJIb3d cAeJaTh BBEIBOM, UTO HUJIH G, UJIU C LeJINTCH
Ha b. Hanpumep, 45 : 151 45=9 - 5, vo Hu 9, Hu 5 He menarca Ha 15.

CBOWCTBO 8

Ecan a i buc b, To naa Mmo0BIX HATYPAJIBHBIX YHCe N ¥ k cpaBenInBo
cooTHomieHnue (an + ck) : b.

Hanpumep, u3 Toro, uro 12 : 3 m 21 : 3, MOXXHO cJejIaTh BBEIBOJ, UTO
(2512 + 271 - 21) : 8.

Joxka3aTtenbcTBo 1. OTHoIIIEHNE A | C 03HAYAET, UTO CYILIECTBYET UMCJO ¢; TAKOe,
YTO BBLIMOJIHAETCA PABEHCTBO a = cq;. Haiee, ¢ | b o3mauaer,

YTO CYIIECTBYeT UHCJIO (3 TaKoe, UTO BBINOJIHAETCSA PAaBEHCTBO ¢ = bqs.
CanenoBatenbHO, a = cq; = (bgs)q:1 = b(q2q1). OG03HAUMM UUCIO (2, OYK-
Bo# q. Torga mosyumm, uTO a = bq, a 9TO 1 O3HAUAET, YTO a : b.

2, Tak xak a : b, TO CyIIecTBYeT YHCJO ¢; TaKOe, YTO BBIMOJHI-
eTcA paBeHCTBO a = bg;. Tak Kak c¢ : b, TO cyllecTByeT UHCJIO (2



TaKoe, 4YTO BBIMOJIHAETCA PaBEHCTBO C = bqgs. Torma a + ¢ = bq; + bqy =

= b(q1 + q2). O603HaUMM YHUCIIO q; + ¢z OYKBOI ¢. Torga moaydum, 4TO
a+c=bg,

a 3To U O3HAUaeT, uTo (a + ¢) i b.

3. Ilpexgmosoxum mporuBHOE, uTO (@ + c¢) : b. Torma us a : b cie-
nyer, uto a = bqy, a us (a + ¢) : b caenyer, uro a + ¢ = bqgs. 3HAUUT,
¢c =bgy — a = bgs — bgy, = b(qz2 — q1). ITo o3HauaeT, uTo Cc : b. Ho
II0 yCJIOBUIO ¢ He aeauTca Ha b. [lonyumiam mpoTmBOopeume, CJIEHO-
BaTeJIbHO, Hallle IIPEAIIOJIOKEeHNEe HeBEepHO M a + ¢ He AeauTcA Ha b.

4. IlpegmonoxxuM, uTo ¢ He genutcsa Ha b. Torga mo cBoiicTBYy 3 umc-
JIO @ + ¢ He JejquTCA Ha b, UYTO MPOTHUBOPEUYUT YCJIOBUIO. SHAUWUT, HAIIE
IpEeAnoJOKEeHNEe HeBepHO U, CJIeA0BaTeJbHO, C : b.

CsoiicTBa 5, 6 1 7 mOKaKUTEe CAMOCTOATEJBHO.

8. Ecaua : buc:b, Tou3 cBoiicTBa 7 BBITEKaeT, 4To an : b u ck : b.
Torma mo cBoiicTBy 2

(an + ck) i b.

OTMeTuM eIé OAHO CBOMCTBO, CBA3AHHOE C JEJHMOCTBIO HATypaJb-
HBIX YuceJ.

CBONCTBO 9

Cpenu n mociieq0BATeJBHBIX HATYPAJIBHBIX YHCEJ OJHO M TOJBKO OIHO
IeJINTCHA Ha 1.

Eciu MBI BO3bMEM JII00BIE€ TPU HMOAPAL UAYIINX HATYPAJLHBIX YMCJIA,
Hampumep 8, 9, 10 uiam 106, 107, 108, To OAHO UMCJIO 3 TPONKH HAEJIUTCA
Ha 3 (#Jjia mepBO# TPOMKYU 9TO uucyo 9, aisa Bropoii — uwucyo 108). Ecau
MBI BO3BMEM Ji00bIie 10 moap#An MAYIIUX HATYPAJBHBIX UHCETI, TO OJHO
o0s3aTesnbHO AeauTcsa Ha 10. Eciu sKe MBI BOBbMEM JBa HMOAPAN HUIYIIINX

- YETHBIX YHCJA, TO OZHO 00A3aTeJbHO JeJUTCSA Ha 4.

IoxasaTeabCcTBO cBoMicTBa 9 Oyzer mamo B § 48.

"NMPUMEP 1

IMoKasaTh, UTO AJS JI060r0 HATYPaJBHOIO uKciaa n gueyao n® — bnd + 4n
JeauTcda Ha 2, 3, 4, 5, 8.

PeweHue PazioxuM MHOrouJieH n° — 5nd + 4n Ha MHOXKUTEIN:

—b5nd+4n=n(n*-5n2+4)=n(n*—n?-4n2+ 4) =
=n(n?n? - 1) - 4(n®> - 1)) = n(n® - 1)(n? - 4) =
=(n - 2)(n - 1n(n + 1)(n + 2).

Paccmorpum mnosyuenHoe mpousBezeHme. Ilpu n = 1, n = 2 o
oopamaercsa B 0, 3HauuT, genurcd Ha 2, 3, 4, 5, 8. lIpu n > 2 um eeM
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MPOM3BEICHNE MATH IIOCJHEIOBATEJbHBIX HATYPAJBHBIX 4YMcesJa n — 2,
n—-1,n,n+ 1, n + 2. I3 3TuxX mATH 4uceJ IO CBOHCTBY 9 ogHO 00s3a-
TeJBHO NEeJUTCA Ha 5, X0oTda OhI OJHO — Ha 3, X0oTA ObI ogHO — HaA 4 u,
KpoMe TOro, eCTh eIlé XOTs ObI OJHO UETHOE YMCJO, T. €. UMCJO, AesdAlee-
ca ua 2. Torga mo cBoiicTBaM 5 u 7 MpousBeJeHNEe 3TUX AT YVCEJ JeJINUT-
cs Ha IIpousBeleHue uucea 2 u 4, T. e. feauTCca Ha 8.

sr Dualeile Sl
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Temepp IIOroBOpPHMM O KOHKPETHBIX HPHM3HAKaXxX JAeJmMocTu — Ha 2, 3, 4,
5 u . 1. B hpopmyaupoBKkax IPpHU3HAKOB MBI BII€PBbI€ MCIOJIB3YEM CJIO-

' BECHYIO KOHCTPYKIIMIO Heo6xo0umo u docmamoyro. OOLIYHO ecIu u3 yc-
JoBUA A ciaexnyer ycaoBue B (mpsmas TeopeMa), TO MAaTeMATUKU I'OBOPSAT
TaK: B aBaAeTcsa Heobxolumvim ycnosuem nina A. Ecau ke us ycnosusa B
caenyet yciaoBue A (oOpaTHasa TeopeMa), TO MAaTEMATUKU I'OBOPAT Tak: B
ABasAeTCA docmamoyuHvim ycaosuem nisa A. Ecan sxe u us A ciaegyer B, u
u3 B caepyer A, MaTeMaTHUKMN HUCIIOJL3YIOT CJIOBECHYI0 KOHCTPYKIIHUIO He-
06x00umo u docmamouro (MIu mozda u MmosbKo mozoa).

NPU3HAK JEJIMMOCTU HA 2

JJIA TOT0 4TOOBI HATYpPAaJbHOE YHCJIO JEJIHJIOCH Ha 2, He0O0OX0IUMO H /I0-
CTATOYHO, YTOOBI MocaeaHAdA nudpa unciaa Jeamaach Ha 2.

LNEEE NS IIycre ¢ — mudpa eguHun HaTypaabHOro umcia p. Torga
YUCJIO p MOKHO IpexactaBuTh B Buae 10a + c. Tak kaw
10 ¢ 2, To mo cBoiicTBy 7 mosyuaem, urto, 10a : 2. Ecam ¢ : 2, TO

(10a + ¢) i 2. O6paTtHO, ecau (10a + ¢) : 2, 10 o cBoiicTBy 4 C @ 2.

AHajornuupie pacCy:KIeHUA ITO3BOJIAIOT IIOJYUYUTH IIPU3HAKU JEJIu-
Mmoct: Ha 5 u 10.

NPU3HAK AEJIMMOCTU HA 5

JJIg TOro 4ro6hl HATYpPaJIbHOE YHMCJIO JEeJIUJIOCHh HA 5 Heoﬁxop;nmo H J0-
CTATOYHO, YTOOBI mOcjenHaAd mudpa yucaa geauiaacs Ha S (T. e. muppa
epuHHI o0sL1a au6o 0, 160 5).

NPU3HAK ﬂEJ’II/IMOCTVI HA 10

JJIg TOro 4To0hl HaTypaJbHOE YHCJIO JEeJUJI0CHh Ha 10 Heoﬁxo,zmmo M J0-
CTaTOYHO, YTOOBI MU(pa exunun onwaa 0.




IIpexxne uem hopMyIHuPOBATL U JOKA3BIBATE IIPUSHAK JEeJIMMOCTH Ha 4,
3aMeTHM, YTO JiI000e UHMCJIO p, comepsKaIiee He MeHee TPEX Mudp, MOXKHO
npencrasuts B Buge 100a + ¢, rome ¢ — umceiio, o0pasoBamHOE IIOCJIETHMU-
Mu AByMsa nudppamm umeaa p. Hampumep, 275 = 100 - 2 + 75, 14508 =
=100-145+ 8 u r. 1.

NMPU3HAK AENIMMOCTM HA 4

JJg TOoro uro0bl HATypaJdbHOE YHCJIO p, COIep:Kailee He MeHee TPExX
mudp, geanaock Ha 4, HEOOXOIMMO U TOCTATOYHO, UTOOBI JEJIUIOCH Ha 4
JHCJI0, 00pa30BaHHOE ABYMS IIOCJETHUMYU Iu(ppaMu dmcia p.

HNoka3zaTenbcTBO IIycts ¢ — umciio, o6pasoBarHHOe ABYMA IIOCHAETHUMH TP PaMUI
yucJia p. Torga 4uciio p MOXKHO mpencrasuTh B Buge 100a + c.
Taxk kak 100qa : 4, To 1o cBoiictBam 3 u 4 (100a + ¢) : 4 Torga M TOJLKO

TOoTma, Korga ¢ : 4.

Hampumep, 12456 penurca Ha 4, IMOCKOJBKY JeauTcsa Ha 4 uwmcyo 56.
A ugmcio 7906 He menmTca Ha 4, MOCKOJILKY He meautcsa Ha 4 uwuciao 06,
T. €. YHCJIOo 6.

ITomoOuBIe pacCy:KAeHNA MO3BOJAIOT IOJYUYUTh IPU3HAKY JeJINMOCTHI
Ha 25, 8 u 125.

NPU3HAK JAEMMOCTM HA 25

JJia Toro uTo0bl HaTypaJbHOE YHCJIO P, coAepskamiee He MeHee TPExX
nudp, geauaocr Ha 25, HEOOXOOMMO M JOCTATOYHO, UTOOBI EINJIOCH
Ha 25 ymciio, 00pa3oBaHHOE JBYMS IOCIETHUMHU ImudpamMu ducia p.

NMPU3HAK OEJINMOCTA HA 8

Jiia TOro uTo0hl HATYpPaJBbHOE UMCIO P, COTEepsKaliee He MeHee YeThIPEX
nudp, geanaoch Ha 8, HEOOXOAUMO M TOCTATOYHO, YTOOBI JEJIUIOCH HA 8
YKCiI0, 06pa3oBaHHOE TPEeMA NOoCHeTHUMHU nudpamvu uyucia p.

NMPU3HAK OEJIMMOCTU HA 125 Fem—"

JJIs TOrO UuTO0BI HATYPaJbHOE YHCJIIO P, COAepskallee He MeHee YeTBHIPEX
mudp, Aeaunsaock Ha 125, He00X0AUMO M JOCTATOYHO, YTOOBI JEJIUJIOCH HA
125 uucao, 06pasoBaHHOE TpPeMA HOCJaeTHUMHU nudpamu uyucia p.

NPU3HAK JE/IMMOCTU HA 3

JIs TOro 4T00BI HATYPAJbHOE YHCJO AEJUJIOCHh HA 3, HE00XOTMMO U J0-
CTaTOYHO, YTOOBI cyMMa ero nudp maeamusach Ha 3.




| loKa3aTenbCcTBO KosmmuecTBO 1udp B YKCJIE P, KAK Mbl YBUAUM, 3HAUCHUA HE

MMeeT, II0ITOMY OymeM CUMUTATh, UTO B UHCJIE p, HAIPUMED,
nars nudp: p = abede (uepra HaBepxy — YCIOBHOE 0003HAYEHUE TOTO,
yro abcde paccmaTpuBaeTcs He Kak IIpousBeleHue uucea a, b, ¢, d, e,

a KaK YMCJIO C COOTBETCTBYIOIIMMU ITudpamm).
Nmeem:

p = abcde = 10000a + 10006 + 100c + 10d + e =
= (9999 + 1)a + (999 + 1)b + (99 + L)c + (9 + 1)d + e =
= (9999a + 9996 + 99¢ + 9d) + (@ + b + ¢ + d + e).

CyMMa 4eTBIPEX CJIaTaeMbIX B II€PBBIX CKOOKAaX JeJUTCS Ha 3 O CBOii-
cTBY 8 (mockoabKy 9, 99, 999, 9999 nenarca ma 3). 3HAUHUT, IO CBOUCTBAM
2 u 3 ANA HeIUMMOCTH Yucjaa P Ha 3 HeoOXOOMMO M IJOCTATOUYHO, YTOOBI
JeJnjiach Ha 3 cyMMa IATH CJaraeMbIX BO BTOPBIX CKOOKax — a 9TO KaK
pas3 cymmMma Iu@p 4ducia p.

NPU3HAK AEJIMMOCTU HA 9 .

AHaJIOrMYHO JOKa3bIBaeTCdA IIPHU3HAK OEJIMMOCTH Ha 9.

JIJIst TOro 4To0BI HATYPAJbHOE YHCJIO JEJNJI0Ch Ha 9, HE0OXOMUMO M I0-
CTaTOYHO, 4YTOOBI cyMMa ero mudp geauaach Ha 9.

Paccmorpum, Hanpumep, uucao 2742. Cymma ero mudp paBHa 15.
Yucao 15 geaurca Ha 3 u He geautca Ha 9. CiaemoBaTesabHO, yncao 2742
IEeJUTCA Ha 3 U He AeauTcd Ha 9.
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HaiiTy mATH3HAYHOE UMCJIO0, KpaTHoe 45, eciu MB3BECTHO, UTO KaXXIad 13
TPEX ero cpexumux mudp Ha 1 6osbIe IPeabIIYINe.

. PeweHune ITycTe abcde — umckomoe umcio. Ilo yenoBuio Kaxaasa us mu@p

b, ¢, d Ha 1 GoJbIlle MpeABIAYITiei. JTO O3HAUAeT, uTo b=a + 1,
c=a+ 2,d=a+ 3. [lanee, 110 YCJIOBUIO MCKOMOE YKCJIO AEJUTCA Ha 45.
910 sHAUUT (IO CBOMCTBY 1), uTo OoHO memurcsa Ha 5 u Ha 9. IlocKOABKY
YHMCJIO AeJUTCA Ha D, AJA ero mocjenHed mudpel ecTh JUIIh IBe BO3MOMK-
HocTH: J1bo e = 0, b0 e = 5. PaccMoTpuM KaMKIBIH M3 3THUX CJIYYaeB B
OTHEJHHOCTH.
1) IIycts e = 0. Torpa cymma mugp MCKOMOro umcjia, T. e. a + b + ¢ +
+ d + e, 6yger umetrs Buga + (a +1)+(a+2)+ (a +3)+ 0, 1. e. 4a + 6.
ITo ycaoBuio nckomoe umcio aeautcsa Ha 9. CorsiacHO IpuU3HAKY AEJIMMO-
cTu Ha 9 9TO 03HAUaeT, 4yTo cyMMa Iudp MCKOMOTIO YHCJa AEJUTCa Ha 9.
Urak, (4a + 6) : 9. Ilpu xakux 3HAYEHUAX 4 5TO BO3MOKHO? Bymem
paccyxaars Tak. ITockoasky (4a + 6) : 9, To mo cBoiictBy 1 (4a + 6) : 3
WJIM, YTO TO »Ke camoe, ((3a + 6) + a) : 3. Ho (3a + 6) : 3, sHauurT, u a : 3.
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Nrax, nas mepBoi IU@PLI MCKOMOIO YMCJA €CTh CJIEAYIOIINE BO3MOMK-
HocTH: a = 3, a = 6, a = 9. Bupouem, cpasy 3ameTuM, 4To @ = 9 Hac He
yCTpamBaeT, TaK KaK B 3ToM cayuae b = a + 1 = 10 — me nudpa.

Ecau a = 3, To 4a + 6 = 18, a 18 meaurca Ha 9. 3HaueHue a = 3 HacC
yCTpauBaer.

Ecau a = 6, To 4a + 6 = 30, a 30 He menurca Ha 9. S3HaueHue a = 6
Hac He ycTpauBaer.

HNrax, ocrajack eIUMHCTBEHHas BO3MOMKHOCTB: a = 3. Torma ciaenmy-
onue Tpu mu@psl CKoMoro yuciaa — 4, 5, 6, a caM0 MCKOMO€ YHCJI0 —
34 560.

2) Ilyctp e = 5. Torma cymma mu@p MCKOMOro 4ucja, T. €. a + b +
+c¢c+d+e, 0yaer umers Bug a + (a + 1)+ (a+2)+(a+ 3) + H, T. e.
4a + 11. Ilo ycaoBuio mcrkomoe 4uucao geaurcd Ha 9. CiaemomaTesbHO,
(4a + 11) : 9. IlpunaBaa mepeMeHHO# a IIocjefoBaTeJbHbIE 3HAUeHUA 1,
2, 3,4, 5, 6 (a =7 Hac y:Ke He yCTPamBaeT, MMOCKOJLKY B TOM CJydae
d =a + 3 =10 — He nudpa; Tem O00jiee HaC He yCTPAMBAIOT 3HAUEHUA
a =8, a=29), ybexxgaeMcsi, UTO YKa3aHHOE COOTHOIIEHNE BBIMOJHAETCA
JUING TIpu a = 4; B 9TOM cJjy4dae BeIpaskenue 4a + 11 nmpuHuUMaeT 3Ha4de-
Hue 27, T. e. geaurca Ha 9.

Ecau a = 4, To ciaexyromiue Tpu mudpsl mCKOMOro uucjaa — 9, 6, 7, a
caMoO MCKoMoe 4ucyo — 45675.

34560 uau 45675.

3aBepinias pasroBOpP O AEJMMOCTH HATYPaJbHBIX YMCEJ, pacCMOTpuUM 00-
Jee CJIOJKHBIE IpuU3HaKU geamMocty Ha 11, ma 7 u Ha 13.

ITpoBezmém BcrmoMoraTeibHBIE PACCYKACHUSA, KOTOPhIE MO3BOJIAT IIOJIY-
YUTH OIPU3HAK AeaumocTtu Ha 11.

Paccmorpum umcsia 99, 9999, 999999, 99999999 u . x.; B KaKI0M
M3 9TUX YMCeJl — YETHOE YMCJIO JeBATOK. Bce a3Tu umcaa, BO-IePBhIX, Je-
aarca Ha 11, a Bo-BTOPBIX, IpeACTABUMEL B BUAE coOTBeTcTBeHHO 102 — 1,
104-1,10-1,108-1 wu . 1.

Paccmorpum Temneps umcaa 11, 1001, 100001, 10000001 u T. a.; B
KayKJJOM M3 3THUX YHCeJI — UYETHOE UYMCJIO HyJel MeXIy enumuuiiamu. Bee
BTU UMCJIa, BO-TIEPBEIX, AeaAaTca Ha 11, IOCKOJBKY

1001 =990 + 11, 100001 = 99990 + 11, 10000001 = 9999990 + 11,

(B 3ammcaHHBIX CYMMAaX TIepBbIe cjIaraeMsble AeasaTrcsa Ha 11); a BO-BTODHIX,
101 +1,103+ 1,105+ 1,107+ 1

IIpeICTaBUMEI B BHJI€ COOTBETCTBEHHO , , ,

K T. n.



NPU3HAK AEIMMOCTU HA 11 IS

g Toro 4ro0bl HATypaJibHOE YMCJIO0 AeJUJI0Ch Ha 11 Heoﬁxo;mMO "
IOCTATOYHO, YTO0BI ajiredOpamuecKas cymMMa ero mudp, B3ATHIX CO 3HA-
KOM «ILIIOC», €CJIH IU(pPhI HAXOAATCA HAa HEUYETHBIX MecTaX (HAuumHad C
mudpPHI eIUHMUIL), M B3ATHIX CO 3HAKOM «MHMHYC», €CJIH IU(PHI HAXOZATCH
Ha YETHBIX MecCTaXx, Jeamiaach Ha 11.

Hanpumep, aaa uucaa 24 569 anrebpamueckas cymMMa, O KOTOPOH
UIET peub B QOPMYJIHNPOBKEe MpU3HAKa, nuMeer Bug 9 — 6 + 5 — 4 + 2, ona
paBHa 6; mMOCKOJBKY umcyio 6 He meamrTcsa Ha 11, To u uumcao 24 569 me
neautrcsa Ha 11.

IJisa MIIoCTpanuy UAeW HOKAa3aTeJIbCTBa IPU3HAKA BO3BMEM 8-3HAU-

Hoe umcyio abedefkm.
HNmeem:

abedefkm =a-107+0b-10+¢-10°+d-10*+e- 103 +
+f-102+k-10+m=(a (10" + 1) —a) + (b - (106 — 1) + b) +
(- (10°+1)—¢)+(d- (10t - 1)+ d) + (e- (103 + 1) — e) +

+(f-A02-D+H+(E- (A0 +1)-k)+m=
—a- (107 +1)+b-(10°-1)+c-(10°+1)+d-(10* = 1) +e-(10°+ 1) +
+f(102-1)+k-(10+1)+(m-EkE+f-e+d—c+b— a).

ITockoabKY, KaKk MBI y3Ke paHee yCTaHOBHIM, umcaa 107 + 1, 106 — 1,
10° +1, 104 -1, 103+ 1, 102 - 1, 10! + 1 genarca Ha 11, meauMoCTH

yuciaa abcedefkm Ha 11 1eIMKOM U IIOJIHOCTBIO 3aBHCHUT OT JEJIMMOCTH Ha
11 anrebpamueckoit cymmbl mupp m —k+f—-e+d —c+ b — a.

He BrInmosHas mejaeHus, JOKasaTh, 4To yucao 86 849 796 memurcs Ha 11.

PeweHune CocraBuM aJjireOpamyecKyio CyMMy IH@P AAHHOT'O YMCJA, HA-

YuHAA ¢ MUdPHl eTUHUIL U YePeAyd 3HAKKU «+» U «—»: 6 — 9 +
+7-9+4—-8+6—-8=-11. Yncao —11 pgenmrca wa 11, smauur, u 3a-
TaHHOEe UMcJIo AeanuTcsa Ha 11.

EET

IIpoBeméM BCIIOMOTATeJbHBIE PACCYXKIAEHHS, KOTOPhLIE IIO3BOJAT IIO-
JYUYUTHh OPU3HAKK JEJIUMOCTU Ha ( u Ha 13.

Paccmotrpum umcao 102 + 1, t. e. 1001. Mmeem 1001 = 7 - 11 - 13.
CrnepmoBaTensbro, (102 + 1) : 7 u (103 + 1) : 13.

Paccmorpum uncao 106 — 1. Mmeem 106 — 1 = (103 + 1)(102 — 1). 3Ha-
amr, (106 — 1) 7 u (106 — 1) : 13.

AHaJOTMYHO MOYKHO YCTaHOBUTH, uTo 10° + 1, 10'2 — 1 u 7. 1. KpaTHBI
1001, a moaTomy geaarca Ha ¢ u Ha 13. Hanpumep,

10° + 1 = (103 + 1)(10° — 103 + 1),
1012 — 1 = (10° — 1)(10° + 1) = (103 + 1)(10% — 1)(10° + 1).



IToxaxxem, KaK HMCIOJB3YIOTCA TPOBEeAEHHBLIE PACCYXKIEHMA AJIA IIO-
JydYeHUuA npusHaxka geaumocTtu Ha 7 (Ha 13). BossMméM, Hampumep, 8-3HaU-

Hoe umciio abcdefkm u pa3oObEM ero Ha rpaHu, mo 3 u@Phl B KaxXI0H

rpaHu, HauwmHad ¢ nu@psl exuHUI: abcde fkm. BBegém o003HAUEHUA:

ab = x, cde = y, fkm = p. Torga 3agamHoe umcao abcdefkm MOKHO
IIPeACTABUTh B BUIE

abcdefkm =x-10°+y-103+p =
=(x-(10°-1)+x)+(@y- A0+ -y)+p=
=x-(10-1D+y-(103+1)+ (p—y+ x).
IToCKOMBKY, KaK MBI yCTAHOBMIM BhIme, unciaa 108 — 1 1 103 + 1 gexar-

ca ma 7 (ma 13), meaumocts uuciaa abcdefkm Ha 7 (Ha 13) LEeIUKOM H
IIOJIHOCTBHIO 3aBHICUT OT AejumMOocTH Ha 7 (Ha 13) anre6pamuecKoil CyMMBI
ymucea (p — y + x).

Temneps chopmMyaupyeM IpU3HAK JeJNMOCTH HATYPAJbHOT'O UuMCJIa Ha
7 uHa 13.

MPU3HAK EJIMMOCTI HA 7 (HA 13) I —

g TOro 4ro0hl HATYpPaJbHOE YMUCJO JEeJIUJI0CHh Ha 7 (Ha 13), Heo0xomu-
MO M JOCTATOYHO, YTO0BI ajredpamueckas cyMMa 4YuCeJ, 00pa3yromux
rpaHu mo Tpu HuQpPHI B rpaHd (HAauMHAA ¢ HUQPHI €IMHUIL), B3ATHIX CO
3HAKOM <«ILTIOC» JJI HEYETHBIX I'PaHe M CO 3HAKOM «MHHYC» IJIA 4ET-
HBIX TpaHei, geauiaach Ha 7 (ma 13).

"MPUMEP 4 . " o

He BrImonHAA AejeHUs, AOKas3aTh, uTo yuciao 254390815 menurca ma 7
1 He gejauTca Ha 13.

BTG Paso6néM umcsio Ha rpaau 254, 390, 815. CocraBum aJ-

re0panvyecKyio CyMMy IpaHeill, HaunHasd C HOocJeqHell IpaHu U

yepenys 3HaKU «+» u «—»: 815 — 390 + 254 = 679. Yucno 679 menurca

Ha 7 1 He geautcda Ha 13, 3HAUUT, ¥ 3aJaHHOE YMCJIO HEJUTCA Ha ( U He
nexuTca Ha 13.

Bornpocki AN caMonpoBepKu

1. Yrto ozHauaer 3amuchk a : b, rme a, b — BaTypaJabHbIe umciaa?
Yem oHA oTIMUaeTCA OT 3amucu a : b?

2. Kakue BbI 3HaeTe CBOMCTBA OTHOINEHUS JEJMMOCTH Ha MHOMKe-
CTBEe HATYPAJBbHBLIX UMCEJI?

3. Hoxkamure, uTo ecau a : by u ¢ : by, TO ac : bi1bs.

4. HMoxaskure, uro ecau a :buc € N, To ac : be. Chopmynupyiite
1 JOKaKUTe OOpaTHYIO TeopeMy.
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Hoxkaxxkure, utroecam a : buce N, To ac : b.
O0bsacHuTe, mouemy cpeau 2015 mozpsanx uAyIIux HaTypab-
HBIX YHCeJI OJHO U TOJBKO OonHO meamtTcda Ha 2015.

.

18; 36; 45.
. Hano umcao 123 456. [Henurca au oHO: Ha 2; 3; 4; 5; 6; 9; 11;
12; 18? OGocHyiiTe cBOM BBIBOXHI.

5
6
7. CohopmynupyiiTe mpusHak geamMocTu Ha 2; 3; 4; 5; 6; 8; 9; 12;
8

Ecam HATypaJbHOE YMCIIO MMEeT TOMBKO ,maa HaTypaIbHEIX AGJII/I‘I‘GJIH —
“camo ceba u 1, — TO ero HasHIBAIOT MPOCTHIM YHUCIOM; eCIIH oﬂovmmaefr
' 6031ee ABYX JeJUTeJeil, TO 6r0 HASHIBAIOT COCTABHBIM UMCIOM. '

Yucao 1, numeroiree JIMIIb OAUH AEJIUTENb 1, He OTHOCAT HU K IIPOCTHIM,
HM K cocraBHbIM. Hampumep, umcaa 2, 3, 5, 7, 19, 101 — mpoctrie, a
yucaa 4, 6, 8, 35, 121 — cocraBHEIE.
w’ | IIpocThie umcaa UTPAIOT B MaTeMaTHUKe 0COOYIO POJIb, IIO-
npocroe 4vcno ' CKOJIBKY, KakK BBl y3HaeTe u3 § 50, nr060e HaTypaabHOE UuUC-
' coctaBHOe uMcno . JI0, HaumHAA ¢ 2, auG0 ABISAETCH MPOCTHIM, JUOO ero MOMHO
S ol IIPEACTABUTD B BUJE IIPOU3BEAECHUSA IIPOCTHIX MHOMKUTEJIEH.

TEOPEMA 1

JIr000e HaTypaJbHOE YHMCJIO0 a > 1 uMeeT XOTS OBI OMUH IIPOCTOM IEJIH-
TeJb.

JloKkaszaTenbCcTBO Ecin a — mpocToe umciio, To @ = @ - 1, OTKyZa ciaenyer, UTo
Yy 3aJaHHOTO UHCJIa €CTh IIPOCTOM AeauTeab a. IlycTh Temepsn

a — cocraBHOe umcjo. Torma ero MOKHO HPEACTABUTL B BUIE G = A1C1,
rge oba MHOMKUTEJS OTJINYHEI OT 1 1 MeHbIe a. Eciam xoTsa ObI OfUH U3
MHOKHUTEJIell — IIPOCTOe UIMCJI0, TO CBOMCTBO JoKaszano. Eciaum ob6a mMHO-
JKUTEJA — COCTaBHBIE UICJA, TO PACCMOTPMM YMCJIO G; U IIPEACTAaBUM
€ro B BUZE A; = (A9Cy, I'Ae 00a MHOMKHUTEJSI OTJIHUUYHLI OoT 1 M MeHbIIe a;.
Ecau xoTsa Obl OAMH M3 MHOMKUTEJEH — IIPOCTOE YMCJIO, TO CBOMCTBO JIO-
KasaHo, eCJIU HET, TO IPEJCTaBUM (s B BHUJe IIPOU3BEACHUA UKNCEJ, MEHb-
IINX, YeM as, U T. 4. Torga jgmbo Ha KaKOM-TO IIIare O0HAPYKUTCS IIPOCTOH
MHOJKUTEJIb, JIN0O IMPUIAETCSA TPENIOJOKUTh, UTO IPOIECC COCTABJIEHUS
yuceJ ai, ds, d3, G4 U T. O. 0ecKkomeued. Ho OecKoHeUHBIM OH OBITH HE
MOKET, TaK KaK BCe YKa3aHHbIE YNCJIA Pa3Hbie M MEHBIIE @, II03TOMY
X — KOHeuHOoe MHOKecTBO. CiieoBaTeIbHO, HA KAKOM-TO IIIare ooHapy-
JKUTCS IIPOCTOH HEeJNIUTEeJb Yucaa a.




TEOPEMA 2

IIpocTrie unciia 00JIaga0T MHOTMMHI MHTepecHbIMU cBolicTBamu. Ocra-
HOBMMCSA Ha JBYX U3 HUX.

MHO:KeCTBO IIPOCTHIX YHuceJl 0€CKOHEeYHO.

Rokasarenbcrso IIpeamoso:KuM IPOTUBHOE, UTO MHOKECTBO IIPOCTHIX YHCEJI

KoHeuHO. Torga MOKHO BBIIIUCATEL BCE IIPOCTHIE UKCJIA: D1, P2,

P35 ...5 Pr. COCTAaBUM TeEIlEPHh YUCJIO @ CIAEAYIOIIUM 00pasoM: @ = pipPsPs X
X ... * pr + 1. Ilo Teopeme 1 y umcya a ecTb X0Td OBl OJVH IIPOCTOH AU~
TeJb, T. €. YHCJIO @ OEeJUTCA HA OTHO U3 YUCEJI P1, P2, P3; ---» Pr (B€Ib MBI

IIPEAIOJOMKIIN, YTO APYTUX IPOCThIX uuces HeT). Ho 1 He genuTca Hu Ha
OIHO M3 YTHX UMNCEeJ, 3HAUUT, II0 CBOUCTBY 3 u3 § 46 umciio a He penuTcA
HU Ha OTHO M3 3THUX uuce. Iloayumniu mpoTuBopeyne, IO3TOMY CeJIaHHOe
IIPeAIIOJIOKEeHIEe HEBEPHO, T. €. Ha CaMOM JeJjie MHOMKECTBO MPOCTHIX UMCeJI
0eCKOHEeUHO.

HccaemoBaresieil Bcerga MHTEPECOBAJ BOIPOC O PaCIpelesieHUH IIPo-
CTHIX UMCEeJI CPeAU HATYPAJbHBLIX UHCeJ. BLIIHINEM MOAPAL IPOCThIE UHC-
ada: 2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37. HazoBéM paccmoarnuem Mex-
Iy COCeIHUMI ITPOCTLIMI YHCJIAMHM UX PasHOCTh. OOpaTuTe BHUMAHUE, UTO
B BBIIIMCAHHOM II0OCJIEIOBATEIBHOCTH 9TH PACCTOSHNA PABHELI COOTBETCTBEHHO
1,2,2,4,2,4, 2,4, 6, 2, 6. A Mexxay coceTHUMY IMPOCThIMU uucaamu 119
n 127 paccrosuue paBuo 8. BooOie mMeeT MeCTO cjaemyIoiias TeopeMa.

Paccrosaue Me:xay IBYMA COCETHMMH IIPOCTHIMH YHUCIAMM MOKET OBITh
O0oJblIe JII000T0 Hanepén 3aJaHHOT0 HATYPAJHHOTO YHCJIA.

[loKazaTenbCcTBO Bo3bMEM IIPOM3BOJILHOE HATYPaJbHOE UHCJO a4 M JOKAMKEM,

YTO HAWAYTCA IBA COCETHUX IPOCTHIX UYHCJIA, PACCTOAHIE
MeXAY KOTOpPhIMHU Oojibllle a. CocTaBMM HATypajlbHOE YMcejo ¢ = 1 - 2 X
X3:-..-a-(a+1). Ono genurca uHa 2, 3, 4, 5, ..., a, a + 1. Torga uuc-
70 ¢ + 2 menwmrest Ha 2, 4Mcio0 ¢ + 3 menuTca HA 3, unciaoc +4 —Ha 4 m
T. X., YHACJO ¢ + a — Ha a, uncjo ¢ +a + 1 — wHa a + 1 (cMm. cBoticTBO 2
B § 46). 9T0O 3HAUUT, UTO @ MOAPAL UAYIIUX yuceac + 2,c+3,c + 4, ...,
¢c+a,c+a+1— cocraBHbIE, T. €. PACCTOSIHIE MEKAY OJMKANIITIUM K
¢ + 2 mpoCTBEIM UMCJIOM (cjieBa) u OJMmKaNImuM K ¢ + a + 1 mpocTheIM umc-
Jom (cipaBa) GoJibIlie a.

Bonpocbkl oA caMOnNpoOBepPKU

1. Yrto Takoe mpoctoe umcao? UTo Takoe cOCTaBHOE UMCJIO?
MooxkeT g1 pacCTOAHME MEXKAY ABYMS COCEIHHMM IIPOCTBHIMU
ypcjaaMu ObITh paBHBIM 2, 4, 67 IIpuBegure mpumepsl. Mosxxer
JIM 9TO paccToAHue ObITh OoJibime 2017?

DO



TEOPEMA

3. Koneuno miam 6eCKOHEUHO MHOYKECTBO IPOCTHIX uucesn? KoHeu-
HO MY 0ECKOHEUYHO MHOXKECTBO COCTABHBIX UMCEJI?

Eciu HaTypajibHOEe YHCJIO 4 He JOeJIMTCA Ha HaTypajJbHOe Yucjao b, To
paccMaTpuBaiT deseHue ¢ ocmamkom. Hampumep, mpu AeJeHUUN YHUC-
jJa 37 Ha umcyo 15 B wacTHOM moJiydaercA 2 (HenoqHoe wacmHoe) u B
ocrarke 7. ITpm sToM mMeeT mecTo cooTHomnenue 37 = 15 - 2 + 7. Boobie
cIIpaBeIJIiBa CJIEAYIOIIasa TeopeMa.

Ecau HaTypaJabHOE YHCII0 a 00JIbllIe HATYPAJLHOI0 Yncjia b 1 a He TeJIuT-
ca Ha b, TO cylIecTByeT OJHA M TOJHKO OJHA Iapa HATYyPAJbHBIX YHCeJI
q u r, npuuém r < b, TaKkasa, YTO BHINOJHAETCSI PABEHCTBO

a=bq+r. (1)

Hanpuwmep, ansa a = 37, b = 15 Takaa mapa umuces HaliileHa BhIIe: q = 2,
r =7 — IpH 5TOM OCTATOK " MEHbIIIEe JeJuTessa b.

ITo ycamoBuio b < a. Paccmorpum umcia b, 2b, 3b, 4b, .... Ha-

YHAA ¢ HEKOTOPOT'O MeCTa BCe OHHU OyAyT OoJibllle umcJa a.
ITepBoe u3 umces TaKOTo BHJIAa, KOTOPOE CTAHET 0OJIbINIE UHcaa ¢, 0003HAa-
yum (q + 1)b, T. e. gb + b. CienoBarenbHO,

gb<a<gqgb+b.

Ho Tormga a =bq + r, rme r < b.

HNrak, cyuwecmeosanue UHTEpeCymOllelli HAC IIapbl UuCeJ ¢, I" JOKa-
3aHO. JloKasKeM Temepb, UTO TaKas mapa eduHCMGEeHHA.

IIpeAmosio:uM, YTO CYIIECTBYIOT JBe Pa3JINYHbIE Maphl HATYPAJIbHBIX
yucea (q1; r1) u (qe; r2) Takue, 4YTO

a=bgq, +r, r<b;
a=bgs +ry rg<b.

Cpasy 3ameTuM, 4TO €CJIu I'y = I's = I, TO U3 paBeHCTBa bq; + r=bqs + r
IOJIYYMM (1 = (3, T. €. IapHl (q1; 1) ¥ (a; 2) OMUHAKOBEI; €CJIU 1 = (3 = ¢,
TO U3 paBeHCcTBa bq + r; = bq + ro moly4uM ry = ry, 3HQUUT, OUATH IIapbl
onmHaKoBBI. TakuM oOpasoM, ecu mapbl PasJIUYHbBI, TO I't # I's U 1 # (3.

Bynem cumTarh AJIS OIPENEJSEHHOCTH, UYTO I'1 > I'e. Tak Kak bq; + ry =
= bqq + rg, TO 1y — g = b(q2 — q1). OTO B3HAUUT, UTO Iy — I's AeJIUTCA Ha b.
Ho 5TO HEeBO3MOIKHO, IIOCKOJBbKY HATypaJlbHOE UUCJIO I'y — I's MEeHbIe b.
CiemoBaTesibHO, ClIeJIaHHOE IPEAIIOJIOMKEeHNEe O CYIIeCTBOBAHUM ABYX IIap
HaTypPaJbHBIX UMCeJI HEBEPHO M eIMHCTBEHHOCTH JOKAa3aHa.
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lameuanme | Ecum a b, TO TaKKe MOKHO CUMTATbH, UTO [NJIH UUCE]I & W b BHIIOJIHAETCH

MPUMEP 1

paBeHcTBO (1), rme r = 0.
Nuorga yaobuee popMys1y deJeHUSA C OCTATKOM 3aIlMCHIBATH HECKOJIb-
KO B mHOM Bujge. Umeem:
a=bqg+r=bqg+1)— (b —r).
ITosTOMYy MOXKHO 3aIICaTh TaK:

a=bq1——r1, (2)
roae 0 <r; <b.

CocraBuTts opmyy:
a) YETHOTO YHCJIa;
0) HeUETHOIO YMCJIa;
B) HATYPAaJILHOTO UMCJIa, KOTOpOe IIPH JeJeHuU Ha 3 JaéT B ocTaTKe 2.

PeweHune a) YéTHoe YMCIIO n — 9TO UMCJIO, KOTOPOe AeanuTcA Ha 2. 3HAUNT,

n = 2k — 3TO XOPOIIIO0 M3BECTHAA BaM (POpMYyJia UETHOTO UHMCJIA.
6) HeuérHOE 4UMCJIO 7 — 9TO UMCJIO0, KOTOPOE IIPHU JeJeHUM Ha 2 NaéT
B ocraTke 1. Bocmosb3oBaBiiuchk cooTHomenuamu (1) uwiru (2), moayuum
dopmyay meuéTHOro umcjaa n =2k + 1 uau n = 2k — 1.
B) CorsacHo cootHomeHuoo (1), ¢opmysna HaTypaJbHOTO 4YucIa N,
KOTOpPOE IIpu AejeHMU Ha 3 Jaé€T B ocTaTKe 2, umeer Buzg n = 3k + 2. To
JKe camoe o popmyJie (2) MOKHO 3amucaTb Tak: n = 3k — 1.

JHoxasaTh, YTO €CJIM HATypaJbHOE YMCJIO IIPU AeJIeHNU Ha 3 Ha€T B OCTAT-
Ke 2, TO OHO He MOJKeT OBITh TOUHBIM KBaJpaTOM.

PewieHne IIyers n = 3m + 2. IlpeamosiosKuM, UYTO DTO YUHCJIO ABJIAETCS

TOYHBIM KBaJpaToOM, T. €. CYIIeCTBYeT TaKOe HAaTypPaJIbHOe UIC-
JI0 @, 9To n = a?. JI;sa caMoro 4mcia g ecTh TPH BO3MOXKHOCTH: @ JeIUTCS
Ha 3, T. e. uMeeT BuJ a = 3k; a Ipu JeJeHHUU Ha 3 Na€T B ocTaTKe 1, T. e.
umeeT Buf a = 3k + 1; a npu gejenuu Ha 3 TaéT B OCTaTKe 2, T. €. IMeeT
Bug a = 3k + 2.

Ecau a = 38k, 1o n = a? = (8k)? = 9k2. D10 umcIO JeamTcsa Ha 3, 4TO
npoTuBopeuut ycaosuio. Ecau a = 8k + 1, o n = a? = (8k + 1)% = 9k2 +
+ 6k + 1 = 3(3k% + 2k) + 1. D10 umc0 pH AesleHNU Ha 3 faéT B ocTaTKe 1,
UTO IPOTHUBOPEUYHUT ycaoBHIO. Ecim, HakoHern, ¢ = 3k + 2, To n = a? =
=(8k + 2)2=9k%2+ 12k + 4 = 3(3k% + 4k + 1) + 1. Dro UmCcIO IPH AeJICHUU
Ha 3 JaéT B ocTaTKe 1, UTO IPOTHUBOPEUHUT YCJIOBHIO.



HNrak, B 11000M BO3MOKHOM CJIydYae IPUXOAUM K IIPOTHUBOPEUMIO; Ta-
KHM 00pasoM, HAallle HIPeAIoJIOKeHre HEeBePHO, T. €. 3aJaHHOe YMCJIO He
ABJIAETCA TOYHBIM KBaJPaTOM.

3aBepias maparpad, gokaxkem cBoiicTBo 9 u3 § 46.

IMausl n TOAPAN MAYIIUX HATypaJbHBIX umcen: k, B + 1, B + 2, ...,
kE + (n — 1). Tpebyercsa mokasaTh, UTO Cpeoy HUX MMEETCA YUMCJIO, KOTO-
poe IeJuTCS Ha N, IPUUYEM TaKOe YMCJIO eIMHCTBEHHO.

AoxkaszarenbCTeo Ecau k : n, To yTBep:KAeHMNe NOKa3aHO: caMO YMCJO k YiKe

IeJauTcAa Ha n, Torja kak uucaa k + 1, k+ 2, ..., E+(n — 1)

Ha n He meaarcd (cM. cBoiicTBo 3 us § 46).

Ecau k e neaurca Han u k < n, To cpeau uucen k, k+ 1, k + 2, ...,
k + (n — 1) BcTpeTuTca camo uucio n: 3To Oyaer k + (n — k); TOJIBKO OHO
U JeJINTCA Ha M.

Ecinu k He genurtca Ha n u k > n, TO IO TeOpeMe CYyLIeCTBYET OAHA M TOJIb-
KO OHAa Iapa HATypaJbHBIX YHUCeJ q U ', IPUYEM I < N, TaKasd, YTO BBIIIOJIHSA-
eTcsi paBeHCTBO kB = nq + r. Torga cpegu uucenk, k+ 1,k + 2, ...,k +(n—1)
ONATL-TAKM BCTPETUTCHA TOJBLKO OJHO YMCJIO, Aejdleecs Ha n, UM OyzeT
yucyao ng + r + (n — r). B camom geie,

ng+r+n-ry=nqg+n=n(qg+1),
a 9TO UMCJO AEJUTCA Ha N.

Bonpocbhi Afif caMornpoBepKu

1. ChopmyaupyiiTe TeopeMy O JeJIEHUU C OCTATKOM.
2. 3amumniure O0OIIWM BUA HATYPAJIbHBLIX UMCEJ, KOTOpPLIe IIPU Je-
JeHun Ha 15 maior B ocraTtke 11.
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Paccmorpum aBa umcyaa 72 u 96. BrinuimeMm Bce geauTeNn Ymcia (2:
1, 2,3,4,6,8,9, 12, 18, 24, 36, 72.
Brinuiem Temepnh Bce mesuTesan umciaa 96:
1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96.
Cpenu BLIMMCAHHBIX YMCEJ €CTh OOUHAKOBEIE:
1, 2,3,4,6, 8, 12, 24 —

WX Ha3BLIBAIOT 00w umu deaumenamu wucen 12 u 96, a Hauborvuiee u3 HUX
Ha3wvleaom Hauborvwum oouwyum deaumenem (HOI) ywucen 72 u 96. Urak,
HOJII(72, 96) = 24.



HOna no0bIX 3aJlaHHBIX HATYpaJbHBIX umcesJ MoxkHO HaiiTu HO]I.
Hanpuwmep, HOI (45, 75, 120) = 15, HOII(27, 81) = 27.

ecJu Hoﬂ(ay C) - l' D

Hanpumep, B3BaMMHO IPOCTHIME ABJIAIOTCA uucjaa 35 u 36, X0oTA KaxK-
Jloe U3 HUX — COCTaBHOe umcjo. B camoM nese, y umciia 35 ueTwIipe JAeJiu-
reansa: 1, 5, 7, 35, a y uucaa 36 meBath meaumreneii: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12,
18, 36. O0mmx menuTesieil, OTIUUYHBIX OT 1, y uncea 35 u 36 Her.

BriosiHe oueBHAHO cieayiolliee YTBep:KAECHME: ecaiu 0aHbl

; . HamypasbHble YUCLA G U P, NPUYEM P — NPOCMOE LUCLO, MO

B3aWMHO ' 260 a derumcsa Ha P, Aub0 @ U p — 63AUMHO NPOCMbLE YUCLA.

Fpoq'l"ﬁ“”c’ﬂ'a o Paccmorpum pBa umcina: 12 m 18. Beinumem uwucia,
7 kparssle 12:

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, 144, 156,
Breimumniem Temeph umcia, KpaTHble 18:
18, 36, 54, 72, 90, 108, 126, 144, 162, 180,
Cpeny BRIMUCAHHBIX YNCEJ €CTh OOUHAKOBEIE:
36, 72, 108, 144, ... —

UX Ha3BIBAIOT 00wumu kpamuvimu wucen 12 u 18, a HaumMeHbIlee U3 HUX
HasbIBAIOT HaumeHbvwum oowum kpamuvim (HOR) wucen 12 u 18. Urax,
HOK(12, 18) = 36.

Ilins a100BIX 3aJaHHBIX HATYPaJdbHBIX uncea MoxkHO Halitu HOK.
Hanpumep, HOK(20, 30, 40) = 120, HOK(27, 81) = 81.

OOsrunbie npuémbl oTbickaHusa HOJIl m HOK MBI HamlOMHEUM B CIeny-
IoleM maparpade.

TEOPEMA 1

Eciu K — oﬁm;ee KpaTHOe 4uce] a 1 C, TO K HOR(a, c).

IIo ycnoBuio K : a, K : c. Ilpegnmoso:xum nmpoTuBHOE, 4TO0 K
He peaurca Ha HOK(a, ¢). O6o3mauum HOK(a, c) OykBoii m.
3aMeTuM, 4TO m : a4, m : C.

ITo Teopeme 0 gejeHHUM ¢ ocTarKoM umcyio K MOMKHO mpeicra-
BUTbL B Buje K =mq + r, rme 0 <r < m. Tak xak K i a, m i a, TO 1
ria. lanee, Tfak kak K :¢c, m:ic,Tour:c. Arak, r: a, r: c, ciegosa-
TeJbHO, I — 00Illee KpaTHOe YWCEJ a4 U C, IIO3TOMY I" 2> m BOIPEKU yc-
aoBuio 0 < r < m. IlonyuyeHHOE mPOTHUBOpEUYME O3HAUAET, YTO CHEJIAHHOE
npeaioJyiodkenrue HeBepHo. 3HauuT, K : HOK(a, ¢).




CNEACTBUE 1

Ecima : by ma: by, To a : HOK(by, bs).

v

~ CNEACTBUE 2

Ecmma:cub:c 10 “Tb — o01ee KpaTHOE umMces a U b.
Wt Tax xaxka'c, 1o a = cm, ab = bem, a?b = bm, T. €. “Tb ! b.

AHAJIOr'MYHO JOKA3LIBAETCA, UTO a?b ' a.

~ TEOPEMA 2

"NMPUMEP 1

PeuweHmne

TloKas3aTh, YTO AJA JIO60T0 HATYPAJLHOTO YMCJIA N CIPABEIJIUBO COOTHO-
menue (n° — 5n + 4n) : 120.

B § 46 B mpumepe 1 ObLJIO JOKA3aHO, UTO IPU JIOOOM HATypab-
HOM 3HaueHuu n uucio n® — 5nd + 4n genurca ma 2, 3, 4, 5, 8.
Torga no caexcTsuio 1 ono geaurca u Ha HOK uwmcen 2, 3, 4, 5, 8, T. e.
Ha 120.

P RO POGRIAN B ORGE" T O

Ilna ao0bIX HATYPAJBHBIX YHCEJ @ U b cpaBeIIuBO PaBEHCTBO
HOK(a, b) - HO/l(a, b) = ab. (1)

Joka3zarenbcreo BBeném o6o3HaueHUA:

HOK(a, b) = k, HOII(a, b) = d.

Tak Kax ab — obiiee KpaTHoe unces a 1 b, To mo Teopeme 1 ab : k, mosTomy
ab = kc. ITockoawKy k i a, To k = am. IloacraBuB BhIparkeHue am BMeCTO kB
B paBeHCTBO ab = kc, moayuum ab = amc, T. e. b = me. ITO 3HAYUT, UTO
b : c. AHAJIOrM4HO MOJKHO JOKa3aTh, UTO a : ¢. Takum o6pasom, ¢ — oOImii
IeJINTeNb unces a u b, mosaromy ¢ He Gosbire ux HOI: ¢ < d. Ho rorza

ab > ab Nrak ab <k
c d’ ’ d )
ab

C npyroii CTOPOHBI, IO CIEACTBUIO 2 U3 TEOPEMBI 1 umciIo Vi oO1ree

KpaTHOe umces a u b, mosromy oHo He MeHbIte ux HOR: %b 2 k.



< k. CiemoBaTesibHO, —%Q =k, T. e.

Urax, %2 > & u B To xe Bpema 20

d d
ab = dk, uro u TpeboBaJIOCh NOKAa3aTh.

CNEACTBME 1 I

Ecau yucaa a u b — B3aumuo npocteie, T0 HOK(a, b) = ab.

“CNECTBVE 2

Ecau a : by, a i by u uncaa b; u by — B3aMMHO IIPOCTHIE, TO @ : bibs.

PaseHncTBO (1) MHOTZA MCHOJIBL3YIOT AJIA OTHICKAHUS HANMEHBIIIEI'O
001I1ero KpaTHOTO ABYX YUCEJI.

~ NMPUMEP 2§
Haitrn HOK(276, 282).

PewieHune 8 O0a 3aaHHBIX YMCJIA YETHLIC U JEIATCA Ha 3, 3HAUUT, JeJIATCA U

Ha 6. ITockonmbKy 282 — 276 = 6, y 3aJaHHBIX YHCEJ HE MOMKET
OBLITH O0OIIEro AesuTelis, 6osabirero uem 6. Mrax, HOI(276, 282) = 6. Ilo
dopmyie (1) moayuaem

_ 276 - 282 _ 276 - 282 _
HOK(276, 282) = HOM(276, 282) = 5 =

= (276 : 6) - 282 = 12972,

OTMeTHuM eIré ABa CBOMCTBA JeJIHNMOCTH, N3 KOTOPBLIX BTOPOE ABJIAECTCA
CJIeICTBHEM II€PBOIO.

TEOPEMA 3

Ecan uyncna a 1 p B3aMMHO IIPOCTHIE U aC : P, TO C : P.

_ _ A
| [loka3zaTenbCcTBO Tak Kak ¢ ¥ p — B3aWMHO IIpocThie umcja, To HOK(a, p) =
= ap. Ilo ycyoBuio ac : p; kpome Toro, ac : a. CiregoBaTeabHO,

ac — o0Illee KpaTHOe 4YMCeJ @ M p U II0 TeopemMe 1 OHO JeamTca Ha
HOK(a, p). Takum oGpasom, ac : ap, OTKyHa CJIeZyeT, UTo C : p (CM. CBOI-
cTBO 6 u3 § 46).




CNEACTBME

Eciu p — mpocrtoe umciio u ac i p, TO X0Ta 0bI OTHO M3 YHCend a, ¢ Je-
JIUTCA Ha P.

HoxazaTs, 4TO ?/5 — HMPPAIMOHAJIBHOE UHCJIO.

PeweHue i IIpenmnososkum, 4To 3/6 — paluoHAJIbHOE YHUCJ0. ICHO, UTO 3TO

He HATYDAJbHOE UMCIO0, a moToMmy 36 = —’;Ll, rren >1wu % —
3
m
HeCOKpaTUMasA Ipobb, T. e. m M 1 — B3aXMHO IpocTsle uncia. Torma (-’?) =

= 6, m® = 6n3, nosromy m? : nd. Bmauur, m® i n, r. e. (m - m? : n. Ilo
IIPeIIOIOMKeHHIO YHCIa M 1 N — B3aMMHO IIPOCThIe, 3HAYMT, II0 TeopeMe 3

m?:in, . e. (m-m)in. Ho Torga mo Toii xke Teopeme m : n, T. €. % —

COKpaTUMas APo0b BOIIPEKU CHEJIAHHOMY IIPEIIOJIOMKEeHMUIO.

TaxuMm oOpasoM, Hallle IIPEAIIOJIOMKEHNEe HEeBEPHO, II03TOMY 3/6 —
MPppannoHaJbHOE YHCJIO.
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Bonpocbl ANA CaMOnNpoOBepKu

1. Yro Taxoe HamOOJBIIIMH OOIIMI AEJUTENb ABYX HATYPaJIbHBIX
yucen? Haitngure HOI(72; 108).

2. YUro Taxoe HamMeHbIIee o0Ilee KpaTHOE OBYX HATypPaJbHBIX
yucen? Hasgure HOK(72; 15).

3. KaxkmM cooTHoIlleHMeM CBsS3aHBLI MeEXKAY co0oir uwmciaa a, b,
HOH(a; b) m HOK(a; b)?

4. Yto Taxoe B3aMMHO IIPOCTHIE€ UMCJIA?

5

. WsBecTHO, uTO umMcJga @ U b — B3aumMHO IIpocTble. Hailigure
HO/l(a; b) u HOK(a; b).

.
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OcHOBHOIT TeopeMoii apu(PMeTUKN HA3LIBAIOT OOLIYHO COBOKYIIHOCTE JBYX
YTBEP:KICHUMN, OJHO M3 KOTOPHIX (TeopemMy 1) MBI JOKakeM, a OPYyroe
(Teopemy 2) npuBeném 6e3 JOKa3aTebCTBA.



TEOPEMA 1

JIro60e maTypaiabHoe uymcao (kpome 1) aubGo saBiIAeTcA IPOCTHIM, JubO
€ro MOYKHO PA3JIOKUTHh HA MPOCThIE MHOKHTEH.

Haopumep, 35 =5 -7, 54=2-3-3 -3, 169 =13 - 13, 1001 =
=7.11.13 u . &.

Jloka3zarenbcTBO ITycts @ — cocraBHOe uncio. Ilo Teopeme 1 u3 § 47 ono ume-
eT TPOCTOM [eJINTEJb, T. €. UHMCJO0 @ MOYKHO IIPEICTAaBUTh B

BUJE a4 = a1P1, THe p; — IpocToe umcjao. Ecjiu mpu 3TOM U @y — IIPOCTOE
YHCJIO, TO TeopeMa JoKaszaHa. Ecam a; — cocTaBHOE UMCJO, TO €70 MOYKHO
IIPeICTaBUTh B BUIE A1 = GyP3, TAe Pz — IPOCTOE YuCJO. Ecau mpu aTom
U (3 — IIPOCTOE UMCJIO, TO TeopeMa AoKasaHa. Eciu a; — cocTaBHOE UMC-
JIO, TO IPOAOJIKMM YKasaHHBIM mporecc. Torga ambo0 Ha KaKOM-TO IIare
IMOJYYUTCA Pas3jioKEeHNe Ha IIPOCTLIE MHOMKUTENN, JIM00 HPUIETCA Ipes-
IIOJIOYKHUTh, UTO IIPOIIECC COCTABJIEHUA 4YuUces ai, Az, A3, G4 U T. 1. O€CKO-
HeueH. Ho OeCKOHEUHBIM OH OBITH HE MOJKET, TaK KaK Bce yKa3aHHBIe
yrcjga MEeHbIe g, IIO3TOMY MX — KOHEUYHOe MHOXKecTBO. CiemoBaTesIbHO,
Ha KaKOM-TO KOHEUYHOM Illare IOJYUYHTCA OKOHUATEJhHOE Pas3JIoKeHUe
YrcJga @ Ha IMIPOCTEIE MHOMKUTEJIH.

TEOPEMA 2

Ecau HaTypaJdbHOE YHCIO PA3/I0KEeHO0 HA IPOCThIe MHOKUTEIH, TO TAKOE
pasiIoiKeHne eINHCTBeHHO; WHBIMM CJI0OBAMH, JIIO0ObIe ABA Pa3JI0KEHHA
YHcJa Ha IIPOCTHIE MHOKHUTEJNH OTJIWYAIOTCA APYr OT Jpyra JHIlb
IMOPATKOM MHOMKHUTEJEH.

IIpu pasyiokeHMU UYmcjia Ha IMPOCThIe MHOMKUTENN MHCIIOJb3YIOT IIPH-
3HAKH JEJMMOCTH U IPUMEHAIOT 3alHCh CTOJOMKOM, IPH KOTOPOM AeJIH-
TeJh PACIOJAraloT CIpaBa OT BEPTUKAJIBHON UEPTHI, 4 YACTHOE 3aIlVCHI-
BAIOT IIOJ AEJIMMBIM. i

PaznoxuTh Ha IPOCTHEIE MHOMKUTENHN UHCIIO:
a) 3780; = ©6) 7056.

a) 3780
1890

945

315

105

35

7

1
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Urax, 3780 =22.3% .5 - 7.

0) 7056
3528
1764
882
441
147
49
7
1
Hrak, 7056 = 24 . 32 . 72,
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KAQHOHUYeCKUe PAa3J0}eHUs, KOTAa IPOCThle MHOMKUTEIUN
pacmoJiaraloTcs B MOPSAAKe BO3pacTaHUsd.

3HaHNe KaHOHHYECKHUX PAa3JIOKeHUil II0o3BoJsaeT 6e3 0co-
0oro Tpyza HAXOAUTHL HAMOOJBIMUHN OOIIWI AEJUTENb WU
HaumMeHbIIlee 00IIee KpaTHOe 3aJlaHHbIX YMCeJ.

@ B o6oux caydasix MBI HMCIOJL30BAJX TaK Ha3bIBaeMbIe

KaHOHUYecKoe
pa3no)eHue
Ha MHOXWUTENN

Bpruucants
HO (3780, 7056) u HOK(3780, 7056).

Hmeem
3780=22.38%3.5.7,
7056 = 24 . 32 . 72,
3Hayur,
HOII(3780, 7056) = 22 . 32 . 7 = 252;
HOK(3780, 7056) = 2* - 33 . 5 - 72 = 105 840.

Boripocbl AnAa CaMoOnpoBepKu

1. CdopmynaupyiiTe OCHOBHYIO TeopeMy apupMeTHKMN HATypaib-
HBIX YHCeJI.
2. Pasjoxxure Ha mpocThie MHOMKUTEJAN ymcyo 630.
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OcHOBHbIe pe3ynbraTbl

® B 570l r1aBe MbI TO3HAKOMUJIMCH CO CBOMCTBaAMH [eJINMOCTH
HATYyPAJbHBIX UHCEJ.



® M=u N3y4YnJIn KOHKPETHBbIEC TPN3HAKWU JeJINMMOCTH.

Ha 2: YMCJIO JEeJUTCS Ha 2 TOorga M TOJbKO TOI'[a, KOrga II0-
caenHAA mudpa Yucia YETHAT;

Ha 5: YMCJO AeJIUTCA HAa 5 TOrJa M TOJLKO TOrAa, KOrJa OHO
3akaHuuBaeTcsa Ha 0 uau 5;

Ha 10: umciyo geamresa Ha 10 Torma m TOJBKO TOrza, Korga
OHO 3aKaHumBaeTcsa Ha 0;

Ha 4: 4ncJo JeJauTces Ha 4 Torga U TOJLKO TOrAa, KOraa IBe
ero mocjeguue udpel 00pas3yIoT YKNCIO, Aejdlleecd Ha 4;
Ha 25: YHCJ0 meJuTcd Ha 25 Torga m TOJLKO TOrZa, KOr-
Ia ABe ero Imocjefuue Nu@phl o0pa3yloT UNCJO0, AeJIAIeecs
Ha 25; ,

Ha 8: YNCJIO JeJINTCA Ha 8 Torga M TOJBKO TOrga, Korga
TPU €ero IocjegHue ITU(PLI 00pPa3yIOT UMCIIO, AEJIAIeecs
Ha 8;

Ha 125: uucio genurca Ha 125 Torma m TOJABKO TOrza,
KorjJia TPHM ero mocjenuue Iudpsl o0pasyroT 4MCIIO, HeJisd-
meecd Ha 125;

Ha 3: YMCJIO JeJIUTCA Ha 3 TOrga U TOJBKO TOI[a, KOorga
cymMMa ero nudp geauTca Ha 3;

Ha 9: umcio geamnTcda Ha 9 Torga m TOJIBKO TOrha, Korza
cymma ero nmudp geauTcd Ha 9;

a Tak/Ke Ipu3Haku geamMmocTi Ha 7, 11 u 13,

MpI u3yuniIn HEKOTOPLIE CBOMCTBA MHOMKECTBA IIPOCTHIX UM~
ceJl M IIO3HAKOMUJINCHh C OCHOBHOI TeopeMoii apupMeTHuKH.
M5! BBISICHHJIM, KAK CBA3aHBI MEXKAY CO00M HaMOOJJbIITHHA
o0IIUiI mequTeNIb U HalMeHbIIlee 00Iee KpaTHOe ABYX Ha-
TYPaJIbHBIX UHCEJ:

HOK(a, b) - HO/lI(a, b) = ab.

MB5I ITO3HAKOMUJINCH ¢ KOMOMHATOPHOM TEOpPeMOil 0 BhIOOpe
IBYX 5JIEMEHTOB.

Tema ncaienoBaTeNnbCKon pPaboTbl

HpI/IBHaRI/I A€JIMMOCTH.
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A nre6pamueckas gpo6s 4
— — BHamenaresgbp 4, 6, 8, 21
— — obJsacTs ompeneneHua 6
— — OCHOBHOE CBOICTBO 6
— — cokpamieaue 6, 8
— — ypcaurear 4, 6, 8
Acumnrora 109

B ecrkoneunas necaruunas mepuoxu-
yecKas apobr 34
BukBagpaTHoe ypaBHeHHe 225

B zaumuO oOnHO3HauHOE cooTBeTCT-
Bue o1

— IIpocThIe uucja 272
BosBparHoe ypaBuernue 226
Bospacraromias pyHKIua 62
BeinmykaocTs QyHKIIIU BBEPX
(Bau3) 64, 65, 99, 100

'T" unepbona 107

— BerBu 108

21 eJeHNe MHoOroujeHos 214
HepeBo BapumaHTOB 27
HJuckpumuaanT 155, 158
HJonycTumble 3HAYEHUS IEePEMEHHBIX
6, 15

HOpobHo-nuHeitHaa pyurmua 140

3 Hak BKIOUeHHs 33
— OPUHAAJIEKHOCTH 33

H 3Bineuenue kBagpaTHOro KOpHA 43
Hppanmonanruoe ypaBuenue 176,
236

— ypciyo 47

K amonnueckoe

MHOMXUTean 277

KBagpaTHoe HepaBeucTBo 189
— — pemrerue 191, 192

pas3jioKeHmne Ha

— ypaBHeHHme 150
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' DJIEMEHTbI
" TEOPUWN AENNMOCTI

ITpounraiite n. 1 u 2 B § 46 yueOHHUKA.

(

| VI3 umces 124, 345, 570, 288, 441 u 729 yraure umcja, KpaTHbIE:
a) 2; 0) 3; B) 5; r) 10.

6.2

! HazoBuTe mesurenu 4mcia:
a) 24; 0) 54; B) 75; r) 90.

! a) Yucioo n KkpatHo 3. Jokaxkure, uTo ymcsao 4n KpatHo 12.

6) Yucamo m xkpatuo 7. [Jokasxkure, uTo umcao 2m KpatHo 14.

# a) Yucso a xparso 6. [Joxasure, uro a® + 124 kparHo 36.

0) Yucio a xkpatuo 4. [flokaxxkure, uTo a? + 2a KparHo 8.

a) Yuecao a kparHo 2, a umcyiao b kparuo 3. Horaxkure, uro 3a + 2b
KpaTHO 6.

6) Yucso a KpatHo 2, a uucyo b xkparuHo 5. Horaxkure, uro 2b + 5a
KpatHOo 10.



IHokaskuTe, UTO:

|_1gy WM a) 23% + 237 xparHO 24; B) 378 — 37" kparno 18;

0) 8% — 322 xparuo 31; r) 3% + 96 gparumo 41.
|1:n a) 21* — 7% menurcs ua 37; B) 154 — 9% nenmrcs ma 11;
| 6) 10° + 57 gesurca ma 19; r) 72% + 65 memmrca ma 30.
[46.8 a) 21372 — 9532 gemurca Ha 20;

0) 33782 + 12842 menutcsa Ha 6;
B) 89732 — 17372 nenurcsa ua 90;
r) 546 7682 + 11 1122 genurca Ha 12.

[46.9 MM =) 778" - 153! gemmres ma 5%

0) 783 + 843 menurca ma 3%;
B) 9733 — 7573 menurcsa ma 63;
r) 7723 + 2283 nenurcsa ma 103,

[46. 10 l<]] 2) 3 456 728 496 : 4; B) 26 354 981 175 : 25;
0) 473 928 375 : 125; r) 1 736 907 064 : 8.

IIpounTaiire m. 3 B § 46 yueGHHUKA.

146.11 W [loxasxure, uro:

a) 103 211 064 : 11; B) 102 257 246 : 13;

6) 110 238 072 : 7; r) 1 235 234 : 1001.

IIpouuraiiTe 1. 1 B § 46 yueGHHUKA.
46.12 | He mpousBoas BeIumMCIeHUM, JOKaKUTE, UTO @ : b, ecou:

a) a =213 - 488 - 204 - 315, b = 120;
0) a = 276 - 485 - 204 - 315, b = 300;
B) a = 215 - 497 - 241 - 335, b = 175;
r) a = 549 - 495 - 204 - 315, b = 900.

46.13 .:. Hokaxkure, YTO cjeAyIOIlee YTBEeP KACHWE BEPHO IJd JIO60ro HATY-
PaJIBHOT'O 3HAYUEHUS 71:

a) (3" + 3"+l + 37+2): 13;
0) (7" + 7r+1 4+ Tn*+2) 1 19;
B) (b + 5" *1 + 5" +2) i 155;
r) (22" + 2% +1 4 22n+2) 1 D8,




Fel [loxasxure, uTO!
" a) (h3® + 63%) menurcs ma 116;
6) (182 + 26%) nenurca Ha 176;
B) (13 + 23 + 3% + ... + 1813 + 1823) genurca Ha 183;
r) (2% + 3% + ... + 1963 + 1973) menurca na 199.

B a) IIpousBeneHUE ABYX MAYIIUX IOAPAI HATYPAIbHBIX UMCEJ LEJIUTCH

" Ha 2;

0) mpousBeleHNUE TPEX UAYIIUX IIOAPAN HATYPAJIbHBIX YUCeEJ LEeJINTCH
Ha 3 u Ha 6;

B) IPOU3BeAeHNE UETHIPEX UAYINUX IIOAPAL HATYPaJbHBIX UYMUCeJ Je-
aurcd Ha 4, 12 u 24;

L I') IpousBejeHNe IATH UAYIIUX IOAPAL HATyPaIbHBIX UUCEN JeJIUTCH
ENEE Ha 5, 20 u 120.

il a) [loxaxkure, uTo mpousBenenue Jio0bix 100 mocrenoBaTeIbHBIX Ha-

) ‘TypaabHBIX uncesa geautca Ha 10 000.

0) Hokakure, uTO IIpomsBefeHMe JIOObIX n (n > 1) mocaemoBaTesb-
HBIX HaTYpPaJIbHBIX UHCEJI JeJIUTCA Ha 7.

IlokaskuTe, 4TO:

W 2) ad + bc + ac + bd peaurcs Ha a + b;
" 0) ab + bc — ad — cd penurca Ha b — d.

a) Ecau ad + bc genurca wa a + b, To u ac + bd gennrca Ha a + b;
0) eciu ad + bc He genurcsa Ha a + b, To U ac + bd He pmeauTca Ha
' a+b.

a) (2{6+%)s11; B) (%—b‘d)zg;
6) (abcd + dcba) 11, r) (a_z;'é _ EE) : 99.

a) Yucyo 2a + 7b we genurca ma 13. oxaxxkure, uro u 1lla + 6b He
meauTcda Ha 13.

6) Yucioo 37a + 11b He menurca Ha 19. [Jokakure, uTo 4mcjo a + 8b
He meauTcs Ha 19.

HajiizuTe Bce Takme HATypajabHBIE YKCJA I, IIPU KOTOPBIX ABJIAETCS
HATYPaJbHBIM YMCJIOM BbIparKeHHue:

2y 31t T, 5y 10+ 2T,
46.21) m_— — .
6) M; r) 8n + 77
n+ 2 2n +1




2 2
a) 5n +7n—~12; B) 6n —8n+90;
n 2n

6) n’ +3n? + 36 r) n® + n® + 1000

S 5x + 17 .
146.23 § i a) Ha rpaduxre pyaxmuu y = PR HaiguTe BCe TOUKU, 00e KOOop-
JE e x
IUHATHI KOTOPBIX IIEJIbIe UMCJIA.
0) IIpu KaKoM HamMeHBIIIEM HATYPaJIbHOM 3HAUEHUM IapaMeTpa a Ha
a
rpapure QyHKOUU Yy = =+ 113 €CTh POBHO OJHA TOYKAa, KOOPIM-
x
HaTaMX KOTOPOM ABJISAIOTCA HATypaJibHBIe umcia? Hailinure roop-
\ | OIUHATEL 5TOHM TOYKHU.
4@24@ D HaiiguTe Bce 3HAUEHUS quna a, TpU KOTOPBIX UMCJA:

3 3 .
a)a 11/1;+a—11;em>1e,

0) % +3m % + a — HaTypaJbHBIE.

o0 oxaxuTe, UTO IpU JIIOOBIX IEJBIX SHAUCHUAX N yucyao nt + 2n® — n? —
— 2n JeJuTcHd:

a) Ha 4; 0) Ha 8; B) Ha 12; r) Ha 24.

IoxaxkuTte, 4TO IJs JIIOOOT0 HATYPAJLHOTO 3HAYEHUA 7 BEPHO yTBEP-
SKIOeHUe:

a) (2n2 + 3n% + n) : 6; 6) (n® + 3n% + 2n)(n + 7) i 24.

\ 18
a) JloxkasKkure, 9TO ecau a + — — HATypanpHOe YHCJIO, HesArieecs

9 , 324
Ha 6, To a® + —~ — TaK)Ke HaTypaJbHOE UUCIO, AesAlreecs Ha 36.
a
450
0) Hoxakure, uTO ecau a + —,~ — HaTyDaJbHOe YHCIO, [eNfIeecs

+ 202500

Ha 15, To a? >
a

— HaTypaJbHOE UMCJO, Helslneecsa Ha 225.

HNcnonn3yss O000OMIEHHYI0 (OpMyJsy COKpPAIIEHHOr'0 YMHOMKEHUS
a*—b*"=(@—-b)a*"1+a" " %+ ..+ ab*" 2+ b ), TOoKAIKHUTE, UTO:

a) 7" — 2" genmrcsa Ha 5; B) 15" — 1 menmurca Ha 7;
6) 172» — 9" genmrca Ha 140; r) 24" — 1 genurca Ha 15.




| Vlcriosib3yss 0000IIEHHYI0 (OpMyJTy COKPAIEHHOI'0O YMHOMKEHUSA
q2rtl o4 op2ntl (a + b)(a2n —qg2n-1p + g2n-2p2 — ... — ab?* 1 + bzn)’
TOKaKUTe, UTO:

a) 738 + 233 nenurca Ha 9;

6) 17 -17% + 3 - 9" menurca Ha 20;

B) 132! + 1 menurca Ha T;

r) 49" - 7 + 5 - 25" penurca Ha 12.

éjqﬁ Ucnoansysa dhopmyiay us 46.28, noxamure, 4To:
~ a) 2857 — 1 genurca Ha 234;

6) 2001297 — 1 genmrca ma 2000;

B) 3432%46 — 1 menmurca Ha 344; ‘\

r) 111346 — 1 menurca ma 12 320.

Jlokaxxmure, 4TO:

M{ggwgq a) 13" + 7 - 5" genuTca Ha 8;

6) 31" — 27 - 5" neaurca Ha 26;
B) 85™ + 44 - 40" genurca Ha 45;
r) 85" + 45 - 3" nenurca Ha 22 npu n = 2k + 1.

” °,‘ ‘“,:i@*ﬂ a) (7 - 116 — 7) 84; 6) (]_56 - 185 — 127) 7l

MPOCTLIE N COCTABHBIE YNCNA

o a) HazoBure aABy3HaUHBIE UMCJIA, KOTOPBIE ABJIAIOTCS IIPOCTBIMU.
0) IlpuBenuTe puMepPHl COCTABHBIX ABY3HAUHBIX UMCEJI.

@:zﬁk%”jﬁ IToKaXnTe, YTO TOJHKO OJHO YHCJIO, COCTOAIIEe M3 UETHOTO KOJIMUe-
CcTBa OOMHAKOBEIX nudp, mpocroe. Haiimure 3TO Umco.

@;&gj% a) Cymma aByX umcen paBHa 149, a pasHOCTH MX KBaJpaToOB — IIPO-
cTroe uucJso. Halinure st umcaa.
0) Cymma aByx umces paBHa 101, a pasHOCTH MX KBaJpaToB — IIPO-

croe umcio. Haligure st ymca.



g .:. Haiigure (eciu BO3MOYKHO) IBa TPEX3HAUHBIX UMCJA TAKUX, UTO:

a) OHU B3aMMHO IIPOCTHI;

0) KasKJgoe M3 HIX — IIPOCTOE UKCJIO;

B) UX CyMMAa ¥ MX PasHOCTL — IIPOCTHIE UMCJIA;
I') pa3sHOCTDh MX KBAAPaTOB — IIPOCTOE UKCJIO.

JHoKauTe, YTO ABIAIOTCA COCTABHLIMM YMCJIA:
a) 34 765; B) 975 312;
6) 10 101; r) 87 6564 321.

IMoxaxkure, uro umcyo 237231 + 732132 — cocrasHoe.

P a3JIOKHTE Ha IIPOCThI€ MHOMHUTEJIN YMCJA.
a) 95 256; 6) 968 000; B) 444 528; r) 178 200.

CKOJIBKO CYII[eCTBYET HATYPAJLHBIX umces, MeHbitux 100, memxamnimx-
cs:
a) Ha 2; 0) Ha 3; B) Ha b; r) Ha 67

Mosxer sgu u3 101 uaymmx moapan HATYPaJbHBIX UYKCEJ OBITh POBHO
OIHO, IeJAIleecs:
a) Ha 50; 0) ma 51; B) ma 101; r) ga 100?

Mo:xer aum npousBegernue 101 maymux mogpan HATYPaJIbHBIX YKCEJ
He JeJINTHCA:
a) Ha 51; 0) Ha 101; B) Ha 606; r) ma 103?

Hoxaxkure, 4TO ecjix HaTypaJbHOe 4ucJo p (p > 1) He AeauTcs Ha Bce
HaTypaJbHbIE YHCJIA N TaKue, 4To n? < p, TO p — IPOCTOE YUCJIO.

Hoxkayure, 4TO IPU JIIOOOM HATypaJbHOM N1 umcia Buaa 6n + 2; 6n + 3
u 6n + 4 ABIAIOTCA COCTABHBIMMU.

IMokakuTe, UTO €CJIN p — IIPOCTOE UMCJIO GoibIie 3, To p? — 1 menuTcs
Ha 24.

IMoxkayxkuTe, 4TO JI000€ IIPOCTOE UMCJIO OO0JBbINE 3 MAET IPU AeJIeHUN
Ha 6 B ocraTke JuOo 1, gmbo 5, T. e. MOKeT OBITH IIPEACTABJIEHO B
Buge 6n + 1 mum 6n — 1, rme n — HEKOTOPOe HATypaJIbHOE YHCJIO.
IIpencraBbTe B JaHHOM BHAe IIpocThie umcia 5; 13; 149; 259; 983.
ITonbepuTe Takue 3HaAUEHUA 1, YTOOBI umca Buga 6n + 1 u 6n — 1 He
OBLIM TIPOCTBHIMH.



| HatizguTe Bce TaKue IIPOCTHIE YUCJA P, IPU KAMKIOM U3 KOTOPBIX fAB-
JIIETCA IIPOCTHIM KasKJoe U3 YUCEeJI:

a)p,p+ 10 u p + 14; /

6)p—2,p+ 24, p+ 26.

¥ CyllecTBYIOT iU TaKue 3HAUEHUS P, IPU KOTOPHIX YUCJaA:

a) p u 8p? + 1 — mpocTeie;
6) pu 2p + 1 — mpoctsie (p > 3).

i [loxaskuTe, UTO UeTBEPTAaA CTeIeHb JIOO0r0 HATYPaJIBHOI'O UHCIA,

0oJIBIIIEr0 eIWHUILI, YBeJnUeHHas Ha 4, He MOXKET ObITh IIPOCTHIM
YUCJIOM.

HatiguTe BCe mpocThle umcia p U ¢ TaKue, 4TO:
a) 5p + 17q = 140; 6) 7p + 3q = 86.

Ompepennre, ABIAETCS JU IPOCTBIM umeao 210 + 752,

ITokasKuTe, 4TO HATYpPAJIbHOE UHCJIO, CJEAYIOIIee 3a IIPOM3BeAeHUEM
YeTBIPEX IIOCJENOBATEJbHLIX HATYPAJbHBIX YNCEJI, HE MOKET ObITb
IIPOCTBIM.

HaiinuTe ocTaTOK OT HeJIeHMUS 4McJIa:
a) 43 215 436 ua 10; B) 1 234 567 ua 9; ,
0) 1234 321 na 3; r) 3 456 785 Ha 6.

HaszoBuTe Bce ocTaTKM, KOTOPELIE MOTYT MOJYUYUTLCS IIPU AeJeHUM Ha
yueso: a) 5; 6) 7; B) 4; r) 10.

CocraBbTe (popMyay HATYPAJBHOIO UMCJIA, KOTOPOE:
a) IIpu AeJileHu’ Ha 9 JaéT ocTaToK 4;

0) Ipu geseHUN Ha 7 Jaé€T OCTATOK 3;

B) mpu gejennu Ha 11 maér ocraTokx 7;

I') npu gejeHumM Ha 6 maét ocraTok 1.
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3‘4 4] CocraBbTe hopMyIy HATYPAIBHOTO YMCTIA @, KOTOPOE IpHU JeeHnn Ha
n naér HemoJiHOe yacTHoe b m ocrtaTok r. Mcmonbayda sty ¢opmyay,

3aII0JIHUTE TabJuITy:

Al i
B
P

2469 11
3 5 2 8 1 5 S P —— |
53 106 15
] 28 47 19 |

Yucao x npu geaeHum Ha 12 gaér ocraTtox 7. Uemy mosxer OBITH pa-

B€H OCTATOK OT JAeJICHUA YHhcJa X:
a) Ha 2; 0) Ha 3; B) Ha 6; r) Ha 8?

i a) JTokaxkuTe, 9TO OCTATOK OT JeIeHHA HATYPAJLHOIO UYKCJIA HA S PaBeH

" OCTaTKy OT JeJIeHHsA ero mocjefHei nudphl Ha 5.

6) JokaxkuTe, UTO OCTATOK OT JeJiIeHUA HaTypasJabHOrO 4Yucjaa Ha 3 pa-
BEH OCTATKY OT JeJIeH!sA CyMMBI BCeX ero nudp Ha 3.

a) JlokasKkuTe, 4TO OCTATOK OT AeJeHWS HaTypaJbHOTO yucia Ha 4 pa-
BEH OCTATKY OT [eJIEHUA YKcja, 00pa3oBaHHOTO ABYMSA €ro IOCJIe[-
HuUMU nudpamu, Ha 4.

0) HoxasKkuTe, YTO OCTATOK OT JeJeHWs HATYypaJbHOIO ymcja Ha 25
PaBeH OCTATKY OT [AeJIeHMS 4Yucjia, 00pasoBaHHOTO ABYMS €ro IIO-
caegHuMU nmudppamu, Ha 25.

HaiiguTe ocTaTKu OT JeJIEHUA:
a) Ha b umcen 123; 167; 205; 20 009;
0) Ha 4 umcen 2345; 678; 3457; 2 323 232.

9 @le7F Haiinure ocraTku oT AesneHHA:
. a) Ha 3 umcen 232 332; 768 900 001; 777..777 ;
' } o M-——-—_ﬂf_J

Bcero 856 cemépox

6) Ha 9 uncen 1372; 232 332; 5632; 111...111.
: \—.—V—_-/

Bcero 256 egumni

, a) [MokasxkuTe, 4TO OCTATOK OT AeseHus uuciaa (He MeHbIiero 1000) ua
8 paBeH OCTaTKy OT JeJleHusA Ha 8 umcja, COOTBETCTBYIOIIET0 TPEM
rmocjgesHuM nudpaM TaHHOTO YKCJIA.

0) HaiimmTe ocTaTKmM OT geneHus Ha 8 umcena 454 548; 1 234 567;.

T

Bcero 8226 cemépor
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B uncne 230147 sanosHuTe mpomyck Taxoi mu@poii, YTOOEl YKCTIO:
a) JequnJoch Ha 3;
0) menmaoch Ha 9.

-] B umcye 23314 3aII0JTHNTE MPONYCK TAaKOX Lupoil, YTOOBI UUCJIO:

a) meJmJjoch Ha 4;
6) menuyock Ha 11.

B uncie 3423L] samosHuTe mpomycK Takoii mm@poi, 4TOOBI YKMCIIO:
a) meamJyoch Ha 3 u Ha 2;
0) meanJioch Ha 3 u Ha 4.

B uncne 735014 samonmuuTe nmpomyck Takoil nudpoii, 4To6bI YMCIIO:
a) Ipu JeJIeHUM Ha 3 AAaBaJiO B OCTaTKe 2;
0) npu meaeHuu Ha 4 maBaJio B ocTaTrke 2.

| B uncme 734501 ganmonuuTe mpomyck Taxoil nmudpoii, 4To6sl YMCIIO:

a) mpu JejeHUU Ha 9 JaBajso B ocTaTke 2;
0) mpu meaeHHU Ha D JaBaJiO B OCTaTKe 3;
B) IIpU AeJIeHUU Ha 25 maBaJio B ocrarke 7;
r) mpu genenuu Ha 11 gasajo B ocrarke 10.

IHokaKuTe, 4TO HAWTH OCTATOK OT AeJeHudA yucia Ha 11 Mo)KHO ciie-

OYIOMIUM 00pas3oM:

1) BerumcanTs cymMmMy Bcex ero mudp B paspAnax eIHWHUIL, COTEH, me-
CATKOB THICAY U T. [I.;

2) BBIUECTDb U3 Heé cyMMy udp B paspAmax AeCATKOB, THICAY U T. I.}

3) ecsiu moJIyyeHHAA PA3HOCTD ITOJIOMKHUTEIBHA, TO OCTATOK OT eé meie-
HuA Ha 11 paBeH MCKOMOMY OCTaTKY;

4) ecnu mosyueHHas pa3HOCTh OTPUIIATEIbHA, TO OCTATOK OT [eJIeHUS
eé momyna Ha 11 paBeH pasmocTy umcyaa 11 u MCKOMOToO ocTaTKa.

(77| Haiigure ocTaTku oT AeneHus Ha 11 umcen 3718; 7381; 1937; 9281;

QLESL] LO-S

077,777 5 333...333.

Bcero 856 ceMEpOK  BCero 3333 TPOEK

Haiigure mocaenuio mudpy dmcia:
a) 21707; 6) 31918; B) 71812; I‘) 91941.

912 345

a) 20012002%0%, B) 1845578

6) 199920021333; 11) 23 456789012345.
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a) 221132 4+ 255248 1 236637 — 359346,
6) 43535 + 616616 — 23374

"% JloKasKuTe, 4TO CyMMa BCEX OCTATKOB, KOTOPBIE MOI'YT IMOJYYHUTBCS
IIpU JOeJeHUU:

a) ma 2015, geaurca Ha 2015;
0) ma 2016, He meaurca Ha 2016.

1 a) JlokakuTe, YTO IpousBeAeHUE JIOOBIX 97 1mociaemoBaTeNbHBIX Ha-
* TYPaJbHBIX UHCeJ Jeautca Ha 97.

0) MosxHO M YTBEepP:KAATh, UTO IIpOouU3BemeHUe Jio0bIXx 97 mocienoBa-
TeJbHBIX HATYPAJbHBIX YMCeJ HeJuTCA Ha 9727

4 YraxuTe KaKoe-Inb0 TPEX3HAUHOE YMCJO 71, P KOTOPOM UYMCJIO:

a) n* + 2n® — n? — 2n "e geauTca Ha 5;
6) n* + 2n® — n? — 2n He geautca Ha 24.

{ol IlycTs umcia n, u n, AalOT OPU JeJeHUW HA UYUCJIO M OCTaTKHU COOT-
BeTCTBEHHO ', U I,. JlIOKa)Kure, YTO OCTATOK OT [JeJE€HUSA CyMMBI 4H-
CeJ I, U N, Ha YKCJIO /N PAaBEH OCTATKY OT [JeJIeHHS CYMMEL I', ¥ I', Ha
YUCJIO m.

HYCTI: quciia n, 1 n, AalT IIPpU AeJI€eHHN Ha 9HCJIO M OCTaTKH COOT-
BETCTBEHHO I, U T,. ,D;OR&)KI/ITG, YTO OCTATOK OT aeJieHus IIPOM3Bee-
HHUA 4UCeJI n; U n, Ha 4YMCJIO m PaBE€H OCTATKy OT A€JI€HHA IIPOU3BE-
A€HudA r, u r, Ha YUCJIO m.

HYCTI: qucjga n, > n, JaoT IIpU AEJEHHN Ha YNCJIO0 M OCTaTKH CO-
OTBETCTBEHHO 7, U T,. ,I[orca}m/m*e, YTO OCTaTOK OT OeJIEeHUd PasHOCTH
n, — n, Ha 9UCJO m paBeéH r, — r,, €CJIn r, 2 Iy, I M + r, — r, ecin
r <r 9

OcraTok oT meneHmusa uucaa n Ha 24 paseH 7. KakuM MoKeT OBITh
OCTATOK OT JeJICHHS ITOTO UMCJa:

a) Ha 12; 0) ma 48; B) Ha 8; r) Ha 727

%41 Ocrarox ot geneHusa uwuciaa n Ha 50 paBen 17. Kakum mMokeT GBITH
OCTaTOK OT JeJIeHUs 3TOTO YUCJIa:

a) Ha 25; 0) ma 100; B) Ha 10; r) Ha 1257
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3amosHuTe TAOIUIY:

ucmo OcraTok ot meseHns HA3
n 0 1 | 2
9n
n
2n

n2

ns

n®+n2+201n

i Jloka)xure, 4TO eCJIu a u b He Jenarca Ha 3, To u a? + b? He menuTcA
Ha 3.

“I_n'q.r;o N OcTaToxc OT /feJIeHNH Ha 5 |
n 0 1 2 3 4

n®+n2+2000n

% Paccmorpute Tpu yTBepKIEHUS:
" a) cyMMa KBajgpaToB ABYX UMCeJ AEIUTCH Ha 3 TOTAa U TOJBKO TOTAA,
Korga oba 9TH YmMcJa JeJATCA Ha 3;
0) cymMMa KBaJpaToB IBYX UMCEJ AEJUTCA Ha D TOTAA M TOJBKO Tor,z:a,
Korga oba 5Ty umcJa JejJsarcsa Ha D)
B) cCyMMa KBaJpaToB ABYX UMCEJ JEeJUTCA Ha 7 TOTAAa U TOJBKO TOTAA,
Korza oba 5TH umcja JeJadaTcd Ha (.
IlBa M3 HUX ABJSIOTCS BEPHLIMM, a OAHO HeT. J[loKa)KuTe BepHbBIE YT-
BEPIKACHUS 1 OIIPOBEPTHUTE IIPMMEPOM HEBEPHOE YTBEPXKIEHUE.

a) Jlokaxure, 4TO AUCKPMMHWHAHT KBaJIPAaTHOTO YPaBHEHUA C IIEJIbI-
My Koahdunuenramu aubo menurca Ha 4, aubo npu AejeHuU Ha 4
maér B ocrtaTke 1.

0) MosxeTr i SJUCKPUMUHAHT KBaJPATHOT'O YPABHEHUS C IEJBIMU KO-
appunuentamu paBHATHECA 20037




| a) HaiinuTe ocTaToK IpU AejeHUU Ha 4 CYMMBbI BCEX PA3JIUUHBLIX UH-
ceJl, B 3alllICH KaMKJOT0 13 KOTOPBIX ecThb 127 pas mudpa 4 u oguH
pas muppa 1.

0) HaiiguTe ocTaToK IIpu JejieHur Ha 9 CyMMBI BCeX Pa3HBIX JECATH-
3HAYHBIX UICEJI, B BalllCH KaKJIOro m3 KOTOphIX Jiobas m3 10
(P ecTh POBHO IO OJHOMY pPasy.

| a) Ecoim 1By3HaYHOe UMCJIO Pasfe/nTh Ha CYMMY ero nudp, To B 4acT-

' HOM IIOJyuuTcd 3, a B octaTke (. Haiigure 5T0 umceo.

0) Eciiu nBy3HauHOE YMCJIO Pa3leinTh HA CyMMYy ero rnudp, To B 4acT-
HOM moJayumutcsa 6, a B ocratke 4. Haiigure sT0 umcJo.

B a) [loxaskuTe, YTO CyMMa KBaJpPaTOB JBYX IOCIEL0BATEIbHBIX IEJIBIX

| yuces Opu AejieHuu Ha 4 gaér ocraTok 1.

6) lokasKuTe, YTO €CJIM YMCJIO @4 — UETHOe, HO He KpaTHoe 4, TO YUu-
cJio a? npu JeneHuu Ha 32 maér ocTaTok 4.

B) loxaxkuTe, 4TO KBaApaT HEUETHOIO UMCJIa IIPU JAEeJeHUN Ha 8 maéT
ocTtaToK 1.

r) [Hokaxure, YTO €CJIU YMCJIO @ — YETHOE, HO He KpaTHoe 6, To uu-
cJio a? nmpu jgenenuu Ha 12 maér ocTaTok 4.

a) M3BecTHO, UTO UMCJIO @ TIPHU JeJeHMU Ha 5 maér ocraTox 1, a mpwu
neJeHuU Ha 3 maéT octaTok 2. HalinuTe oCcTATOK OT JEeJeHUS YMCJIa
a Ha 15.

0) U3BecTHO, UTO YMCJO @ IIPU AejieHUUW Ha 4 JaéT OCTaTOK 3, a Ipu
nesieHUU Ha 3 maeTr ocrarok 1. Hafigure ocTaTOK OT AeJeHUA UMCJa
a Ha 12.

'HAVBONbLIWIA OBLUIA AENUTEND
'V HAUMEHDBILEE OBWEE KPATHOE

W3 orpeska HaTypaabHOro psaga uucea oT 1 go 20 BeImuiure:

a) mapbl B3AXMHO IIPOCTBIX COCTABHBIX YMCEJI;

6) mapsl COCTaBHBIX UMCEJI, B KOTOPHIX OJHO YMCJIO KPaTHO APYTOMY;

B) maphbl YMCeJ, OOIMMM JIeJINTEeJIEM KOTODPBIX HABJISAETCA COCTaBHOE
YWCJIO;

I') mapbl IPOCTHIX YUCEJI, HaMMeHbIIIee 00Ilee KpaTHOe KOTOPBIX IIPU-
HaAJIEKUT JAaHHOMY DALY ducel.




IIpencraBpTe OaHHBIE APOOM Kak CyMMy HWJINM DPa3HOCTH Jpobeit,
3HAMEHATeJsIMH KOTOPBIX CJysKaT IpocThle umciaa. Hampumep:

1_1_1 3 _5_1 i _1.1.1
6-2 3 14" 7 2™ 5 375 7
8. 3. .
a) E’ B) 35’ JI) 30’
7. 20, 13
%) 935 r) 113’ °) 7o°
49.3 I tadnure Hanboapmuii o6muit geaurens (HOM) uncen:
I ' a) 154 u 210; B) 105 u 165;
0) 240, 360 u 900; r) 144, 216 u 324.
BEl Haiinure HanMenbImee oOmmee KpaTHoe (HOK) uuceo:
a) 120 u 144; B) 132 u 242;
0) 255, 510 u 153; r) 156, 195 u 390.
E- Haiigure HOJIl u HOK uucea:
a) 84 u 56; B) 96 u 144;
0) 66, 99 u 132; r) 39, 65 u 156.

19.6 B} 2) Haiinure nBa HaTypagbHBIX 4mMCIa, CyMMa KOTOPHIX DaBHa 39, a
HauMeHbIIlee o0Iee KpaTHoe paBHO 42.
6) Haligure nBa HaTypaJbHLIX YMCJIA, PAa3HOCTh KOTOPHIX paBHa 66, a
HauMeHbIllee o0I1ee KpaTHoe paBHo 360.

Haiigure HOIl 1 HOK uuces:

497 ' a) 214 . 87y 211 . 315,

' 6) 220 - 518 . 77 g 211 . 514 . 76,

B) 2124 . 87 iy 2111 . 55,

r) 212 . 311 . 516, 99 . 314 . 526 y; 211 . 37 . 520,

[49.8 a) 412 - 614 - 910 5 85 - 126 - 101;
T 6) 15°- 108 - 67 m 258 - 40 - 27°.

49.9 | a) 5" u 5" *2; B) T u T
‘ 6) 63" *2 gy 5n+3; r) 135 1 187,
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Cy1mecTByIOT JIX TaKue uucja a u b, 4ro:

@l 2) HOK (a; b) = a;

" 6) HOJI (a; b) = b;

B) HOJI (a; b) = HOK (a; b);

r) HOK (a; b) e nenurca ma HOJI (a; b)?

a) HOK (a; b) - HOII (a; b) > a - b;
6) HOK (a; b) - HOJ (a; b) < a * b?

HOna wxaxkmgoro HarypaabHoro n Hanaute HOI um HOK caenpyromux
YHCeJI:

aynun+1; B)n+ 170 un+ 171;
0) nun+ 5; rynun+ 6.

et a) n+nun+1; B) n®+ 1 u n;
" 6)nd+lun+1l; r)n?+ 1 u 2n.

{

Haiigure HOJII uncesn:

a) 2n u 4n + 2; B) 6n + 3 u 3n;
6) 30n + 25 u 20n + 15; r) 14n + 35 u Tn + 21.

o1 Hoxaxkure, uro HOM (n; n + k) = HOX (n; k).

Jfi PasmooxuTe 4MCI0 HA IPOCThIE MHOMKUTEIH:
a) 24 500; 6) 10 368; B) 24 200; r) 97 344.

IIpencrassTe AaHHOE YMCJO B BHUIe IMPOU3BENEHUS CTeleHeir pasiny-
HBIX TPOCTHIX UKCEJL:

| a) 680; 6) 2012; B) 946; r) 3125.

' a) 6%+ 10 - 156%;  6) 208 - 25018 - 758,




Hajizure KOJIMYECTBO PA3INUYHBIX HATYPAJIBHBIX JEJIUTEJe uucas

Ged a) 125 6) 80; B) 45; r) 120.

§a)21-5;, 6)25-3%-55 B)2%.3%  r)2°.67- 12",

50.6 Bi5H a) 4 6) 1001%; B) 8023, r) 1201,

s

I,

{5@”@ij§§ IIpoussenenue HaTypaabubix uncea 1+ 234+ 5 - .. n obosuaua-
o1 n!. CumBoa n! unraror n-paxropuas; 1! = 1. Ilpencrasbre B BUZIe
IIPOU3BENCHUSA Y BBIUMCJIUTE:

a) 3!; 0) 4!; B) 5!; r) 6.

4

C raxuM IIOKas3aTejieM BXOIUT YUCJIO 2 B pasJjioxxeHne Ha IIPOCTEIe
MHOMUTEJIN Yucja.

a) 10!; 0) 20!; B) 40!; r) 1001?

¥# C KaxuM MoKasaTejleM BXOLHUT UMCJIO O B PasjoXKeHUe Ha IIPOCTHIe
MHOMKHUTENIN JNCIa:
a) 10!; 6) 20!; B) 40!; r) 1001?

[E0.10 g /o7i] CKOJIBKHIMM HYJIAMHI OKaHYMBAETCA UHUCJIO:
a) 10!; 0) 20!; B) 40!; r) 100!?

Haiinure HOII 1 HOK umncei:

a) 24 u 25!; B) 3"t m 1891!;
0) 2% u 100!; r) 527 u 676!.

a) 6 u 75!; 6) 21'%° » 1000!.

o a) 1341 - 11 133;  6) 255! — 9 1 9009.

O Haiigure (MOXHO HCIIOJB30BATH MUKPOKAJILKYJIATOP) HAUMEHBIIUU
IIPOCTOM [eJIUTENh YUCIA:
a) 5! + 1; 0) 8! + 1; B) 71 + 1; r) 13! + 1.

2755 Joxaxure, 4yTo 4ucio pl + 1 He fenuTcs HU HA OXHO IPOCTOE qﬁcno,

* He IPeBOCXOfAINee IPOCTOE UKCJIO P, a 3HAUMUT, JU6GO AeJUTCA HA Ka-

Koe-Iub0 IIPOCTOe UmcJjo, OosbIiliee p, HO MeHbIee p! + 1, 1ubo camo
SIBJISIETCA IIPOCTHIM.

¥ HoxaxuTe, 4TO CpeJH CTa YUCEI] 101! + 2; 101! + 3; 101! + 4; ..;
101! + 101 HeT HM OIHOT'O IIPOCTOTO.




[naBa 1

1.18. 2) £(0) = ~0,4; f() = -3 [(-3) = 5; ) f(a) = fi;‘—f—g—z;
f(3a) = 9“23; 22 fa-9) - a — Tt ) 167 - xtz’f =
fa+by =Lt 2“ba++bz . : —b-2 f(%) . ;b“f ;b_sz. 1.20. 2 xy /4.

1.21. 40 ¥m/u. 1.23. a) a = -3; 6) a = 0; B) a = *2; 1) a = *1.
1.24. a) a < 0; 6) a € R; B) HM IIpU KaKuxX 3HaueHUAX a; r) a = 0.

1 4 1 1 1
1.25. —; 0) 18; - —. 1.26. -3; 6) —: 4; 2—.
8) 33 6) 18 3) ~3 1) < 2) =3; ) =5 ) 4 1) 23
1.27. a) 0,1; 6) 6; B) 2,5; r) —0,8. 1.28. a) 6; 6) —6,8. 1.29. a) 5; 6) 4,5;
1
8) 13; r) -0,1. 1.30. a) 15; 6) 10%; B) 755 ) 1173' 1.31. a) 1; 3;
6) 1; 5; 8) 1; 2; 3; 1) 1; 3; 5. 1.32. 1. 1.34. a) y = 23“;’“;
x_
—_— 2 -_— —
6)k=xz—+4; 13)x=5+yz 2y : r)z=#§————. 1.36. a) ¢ d;
x° - x 2y —z +1 l+yx -y f—d
6 4-0*e. 2-%-¥. ) £=b 138 a) 1; 6) 2. 1.39. a) 1,5;
b-a+c xy(x — y) b—-a

x—1

0) —4; B) —2; 1) —4,5. 1.40. a) 2C—; He U3MEHMJIOCH; 0) ; He UBMEHUJIOCH;
a

x +1

1 2 1
B) —5—; He M3MEHWJIOCh; T') —; He m3MeHumJgoch. 1.41. a) —; M3MEHMJIOCH;
x x x

0) x -2y 4n - d; M3MEHUNJIOCH; T') y-1 N3MEHUNJIOCH.

y+ 1’
142. a) x # 1;60) x #2;B) x # —1; 1;r) x # 0; 1. 1.43. a) I[Ipu a = 3
3HaueHue Apoou paBHo 1 mpu Bcex t # 3; 0) mpu a = —3 3HaUeHUe APodu

+ U3MEHUJIOCH; B)

H




a = —4. 44.53. Ilpu a = —7; cymma u npousBeneHue KopHell paBHBI 0.

44.54. Ilpu a = 2 nau a = —6; cyMMa 1 IIpousBeleHUe KopHel paBHEBI 0.
44.55. a0 =0.44.56.a =1; b = 0.

45.1. 6) 0,9; B) 0,5; r) 0,6. 45.2. a) 6; 6) 2; B) 6; r) 10. 45.3. a) 5; 0) 4;
B) 9; r) 14. 45.4. a) 0; 6) 0; B) 0,1; r) 0,5. 45.5. a) 480; 6) 320; B) 192; r)
384. 45.6. a) 248; 6) 366; B) 1712; r) 2124.

[naBa /

46.21. a) 1; 7; 6) 2; 6; B) 1; 3; 9; 27; r) 36. 46.22. a) 2; 3; 4; 6; 12;
0) 1; 2; 3; 6; B) 1; 3; 5; 9; 15; 45; r) 1; 2; 5; 10. 46.23. a) (—6; —13);
(—=5; —4); (—4; —-1); (=15 2); (25 3); (11; 4); (=8; 23); (-9; 14);
(—10; 11); (-13; 8); (—16; 7); (—25; 6); 6) a = 114; A(1; 1). 46.24. a) *1;
+3; 6) 1; 2; 4.

47.3. a) 75; 74; 6) 51; 50. 47.6. 237 : 3 u 732 : 3. 47.15. a) 3; 0) 5.
47.16. a) 3; 6) ma, Hampumep, 5, 11. 47.18. a) p = 11; ¢ = 5; 6) p = 5;
q=17 umm p = 11; q = 3.

48.8. a) 3; 2; 0; 4; 6) 1; 2; 1; 0. 48.9. a) 0; 1; 1; 6) 4; 6; 7; 4.
48.11. a) 2; 5; 8; 06) 2. 48.12. a) 0; 2; 4; 6; 8; 6) 6.
48.17. 0; 0; 1; 8; 0; 3. 48.18. a) 8; 6) 9; B) 1; r) 9. 48.19. a) 1; 6) 9;
B) b; r) 6. 48.20. a) 1; 6) 0. 48.27. a) 7; 6) 7 mau 31; B) 7; r) 7;
31; 55. 48.28. a) 17; 6) 17; 67; B) 7; 1) 17; 42; 67; 92; 117. 48.34. a) 3;
6) 0. 48.35. a) 37; 6) 64. 48.37. a) 11; 0) 7. :

49.6. a) 14 u 21; 6) 90 u 24. 49.12. a) HO = 1; HOK = n(n + 1);

0) ecau n gmenurca Ha 5, To HOI = 5; HOK = n(n—-|-5) ecau

b

n He peautca Ha 5, To HOI = 1; HOK = n(n + 5); B) HOI = 1;
HOK = (n + 170)(n + 171); r) eciu n He JeJuTCA HU Ha 2, HU Ha 3,
o HOI = 1; HOK = n(n + 6); ecau n geaurcsa Ha 2, HO He NEJUTCA

Ha 3, to HOII = 2, HOKR = M; ecJI n JeJuTcs Ha 3, HO He Je-
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gurca Ha 2, To HOI = 3, HOK = @5";9; ecau n pgenutTcsa Ha 6, To

HOJI = 6, HOK = L’(_’E6L6_). 49.13. a) HOJI = n + 1; HOK = n(n + 1);

6) HOO = n + 1; HOK = n3 + 1; 8) HOII = 1; HOK = n* + n;
r) HOI = 1 npu n = 2k; HOIl = 2 upu n = 2k + 1; HOK = (n? + 1)2n uin
HOK = n(n?+ 1). 49.14. a) 2; 6) 5; B) 3; ) 7.

50.8. a) 8; 6) 18; B) 38; r) 97. 50.9. a) 2; 6) 4; B) 9; r) 24,
50.10. a) 2; 6) 4; B) 9; r) 24. 50.11. a) HOI = 2'4; HOK = 25};
6) HOO = 2°; HOK = 8 - 100!; 8) HOO = 3"; HOK = 1891!;
r) HOII = 5%; HOK = 53° - 676!. 50.12. a) HOJIl = 6'4; HOK = 75;
6) HOI = 211%; HOK = 1000!. 50.13. a) HOJl = 1; HOK = 133 - (134! — 1);
0) HOII = 9; HOK = 1001 - (255! — 9).

51.1. a) 6; 6) 3; B) 1; 1) 8. 51.2. a) 6; 6) 4; B) 5; r) 3. 51.3. 6) 9; B) 6; 1) %

51.5. a) 0,0625; 6) 0,25; B) 0,25; ) 0,375. 51.6. a) — oL _ ~ 0,003;
24336
6) 830%1 ~ 0,06. 51.7. a) 240; 6) 348; &) 1632; r) 1980.

ATOroBO NOBTOPReHUe
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10. a) a = -1; 6) a = 3. 11. a) b = —-8; ¢ = 0; 0) b = —24;
c=-45.17.a)y =-8mpux=-1;y  =0mpux=-3;0)y_ = -3
npu x = —7;y . =0npux=-4;8)y =—-6mnpu x =0; y__ He cy-
IecTByeT; T) Yy He CyllecTByeT; y .= 8 npu x = 2. 19. a) x < —7;
x>1;0)-1<x<3;B)-3<x<H;r)x<-4 x>1.20.a) x <-2;

x > —2; 0) —©0 < x < +00; B) x = 3; r) Her pemeHuii. 21. a) Ogun

Hanb

KOpeHb Npu m = —3; ABa KOPHA Ipu m > —3; He UMeeT KOPHeH mpu
m < —3; 0) ofuH KOpeHb npu k = 5; n1Ba KOpHA mpu k < 5; He mMeeT
-3 4 1 3
KopHe#l mpu B > 5. 27.a) y=—;0) y=—; B) y=——3T) Yy = —.
X X 2x X
28. a), 6) la; B), r) mer. 29.a) y_ = —6 mpu x = 1; y___. He CyIleCTBYeT;
)y, ,~lmpumx=3y . =40pux=0;8)y,  =-10 opu x = —1;
Yurtos = —4 mpu x = —4; 1) y__  He cymecrByer; y . =0 npu x = 7.
39.a) y = 2 npu x = 4; y___. He CcyIecTByeT; 0) y = —\/b mpu x = 3;
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